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RK MISS ERLE AE, BURCH UTE IEEE EUR 
志 及 国际 学 术 会 议 上 发 表 。 1989 年 10 月 至 1990 年 12 月 之 间 受 
BERERE kY (Florida Atlantic University) yj 
m ,切磋 机 会 尤 多 。 兹 以 所 著 k《 贿 机 振动 ?一 书 相 示 , 并 别 作 序 。 喜 
见 此 书 内 容 广泛 ,由浅 大 深 , 且 第 五 章 及 以 后 包罗 近年 最 新 理论 之 
精华 ， 现 今 欧 美 日 各 国 尚 无 类 似 专著 可 以 比 氟 。 此 书 之 应 世 ， 于 
促进 中 国学 术 界 随机 振动 之 研究 ,增益 其 多， 将 来 人 材 辈 出 ,可 技 
目 以 待 也 。 是 为 序 ， 


Y-K. Lin 于 美国 佛罗里达 大 西洋 大 学 应 用 随机 学 研究 中 心 、 
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BS d xb — (CT MERE Sit EE KS DHL AR AOL 
与 结构 杀 统 的 稳定 性 、 响 应 及 可 知性 的 技术 学 科 。 该 学 科 的 根本 
目的 在 于 为 改 准 机 械 与 结构 系统 在 随机 环境 中 工作 的 可 靠 性 提供 
坚实 的 理论 基础 。 经 过 三 十 多 年 各 国学 者 的 共 岗 努力， 随机 振动 
理论 内 容 已 相当 丰富 ,并 正在 迅速 发 展 ,已 成 为 现代 应 用 力学 的 一 
个 重要 分 支 。 称 机 振动 理论 在 工程 中 已 经 并 愈 来 你 广泛 地 获得 应 
用 , 它 是 许多 领域 现代 工程 技术 人 员 必 备 的 知识 ,也 是 高 等 学 校 中 
许多 工程 专业 的 研究 生 与 高 年 级 大 学 生 的 必修 课 或 选修 课 ， 

从 1964 年 研读 S.H. Crandall 与 W. D. Mark 车 《力学 系统 
中 的 随机 振动 》(Random Vibration in Mechanical Systems) — 
BAS , RAIRE E T ERRARE. (E — CRI 1981 年 以 
后, 才 有 机 会 对 它 作 较 深 入 而 系统 和 的 研究 。1981 年 9 B 251983 年 
5 RE RRMA CS Bs (MIT) 访问 期 间 , 我 有 幸 与 随机 振动 学 
WAJRA S.H. Crandall 教授 一 起 为 美国 《应 用 力学 杂志 》 
(Journal of Applied Mechanics) 创刊 50 ARS Y MEO X, 
RSL SARE RET SHR, 1983 年 回国 后 ， 
T BÓSCESURSD I ISSECRULL SAHEN S. PRIBIELDER 
FORES YE ER MRA st BR CLA, 于 是 萌发 了 在 
工 述 特 邀 论文 基础 上 写 一 本 关于 随机 振动 的 书 的 想法 ， 这 直 想 法 
T 1986 年 得 到 了 科学 出 版 社 的 支持 ， 此 后 , 花 了 三 年 中 相当 大 一 
部 分 上 时间, 终于 1989 年 8 月 写成 了 初稿 ， 1989 年 10 月 至 1990 年 12 
月 ;我 在 美国 佛罗里达 大 西洋 大 学 (Florida Atlantic Uni versity) 
由 随机 振动 国际 权威 Y. K. Lin 教授 主持 的 应 用 随机 学 研究 中 
心 访问 斯 问 ， 恨 据 那 时 得 到 的 最 新 研究 成 捍 与 发 表 的 文献 及 审 稿 


* di 


意见 ,对 初稿 作 了 修改 。 

本 书 系 统 而 深入 地 论述 了 现代 随机 振动 理论 的 基本 概念 、 基 
本 方法 及 基本 结果 ， 其 中 包括 了 作者 本 人 与 其 合作 者 在 近 十 年 中 
得 到 的 部 分 研究 成 果 。 书 中 还 列 出 了 约 500 篇 参考 文献 。 本 节 的 

由 的 是 帮助 读者 全 面 而 深入 地 了 解 现代 由 机 拨 动 理论 ， 并 为 他 们 
的 进一步 研究 提供 必 桂 的 基础 与 线索 . 本 书 的 部 分 内 容 曾 于 1984 
Æ 1988 年 闻 在 浙江 大 学 力学 系 的 研究 生 随 机 振动 课 中 讲授 过 .本 
书 可 供 有 关 工 程 技术 人 员 阅 读 ， 特 别 适合 于 与 随机 振动 理论 有 关 
的 研究 人 员 ， 也 可 作为 有 关 专 业 的 教学 参考 书 。 本 书 的 党 述 力求 
讲 清 物 理 概 念 ， 尽 可 能 避免 繁 到 的 数学 论证 .阅读 本 书 只 需 有 关 
振动 理论 ,微分 方程 及 概率 论 的 基础 知识 。 

在 本 书 即将 出 版 之 际 ,我 首先 要 感谢 我 的 几 位 尊敬 的 老师 .一 
位 是 西北 工业 大 学 季 文 美 教授 ， 他 作为 我 的 研究 生 导师 ， 在 60 年 
代 初 引导 我 进入 非 线性 振动 领域 ， 为 后 来 研究 非 线 性 随机 气动 所 
下 了 良好 的 基础 。 另 两 位 是 S.H. Crandall 教授 与 Y.K. Lin X 
授 , 我 在 他 们 那里 访问 期 间 , 不 仅 与 他 们 进行 了 上 息 有 成 效 的 合作 研 
究 , 还 从 他 们 那 昌 学 到 许多 宝贵 的 知识 ,使 我 对 现代 随机 所 动 理论 
有 较 全 面 而 深 人 的 了 解 ,为 写作 本 书 葛 定 了 基础 . 其 次 ,我 要 感谢 
方 癌 教授 ,他 仔 风 地 审阅 了 本 书 的 全 部 手稿 ,对 手稿 作 了 令 人 鼓舞 
的 评价 ， 并 提出 了 室 欣 的 修改 意见 。 我 要 感谢 先前 的 研究 生 余 金 
霉 与 丘 伟 强 ,他 门 普 协 助 我 整理 部 分 手稿 , 吴 伟 强 还 为 本 书 绘制 了 
全 部 插图 。 我 要 感谢 我 的 妻子 泉 巧 芝 。 她 花 了 将 近 一 年 的 业余 时 
间 状 写本 书 的 全 部 手稿 . RA RECAST LEA BARE 
程 中 对 我 的 全 力 支持 与 帮助 。 

ROULEAU RUD. 


作者 1991 年 8 月 于 头 国 布 法 四 
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绪 论 

在 自然 界 与 工程 中 ， 存 在 一 大 类 诱发 机 械 或 结构 系统 振动 的 
振 源 ,诸如 大 气 潮流 ,地 面 强风 中 潮流 , 庙 流 边界 层 , 陆 气 噪声 ， 路 
面 不 平 度 及 地 震 地 面 运动 等 ， 它 们 的 一 个 共同 点 是 随机 福 ， 即 不 
能 用 确定 性 的 时 间 与 (或 ) 空 间 坐 标的 函数 捅 述 它 们 、 而 上 只 能 用 概 
率 或 统计 的 方法 去 描述 它们 。 这 类 振 源 通称 为 随机 振 源 ， 由 这 类 
随机 振 源 激 起 的 机 械 或 结构 系统 的 振动 称 为 随机 振动 。 随 机 激励 
可 以 是 外 加 的 ,此 时 随机 据 动 是 一 种 强迫 振动 ， 随 视 激励 也 可 以 
通过 使 系统 参数 发 生 随机 变化 而 起 作用 , 称 为 随机 参 变 激动 ,相应 
的 振动 称 为 银 激 随机 振动 。 作 为 一 门 技 术 学 科 ， 随 宙 振 动 是 关于 
机 械 或 结构 系统 对 随机 激励 的 稳定 性 、 响 应 及 可 靠 福 的 一 整套 理 
论 的 总 称 。 随 机 振动 可 看 成 是 机 械 振 动 或 结构 动力 学 与 概率 论 及 
其 分 支 相 结合 之 产物 ， 它 是 现代 应 用 力学 的 一 个 分 支 。 随 机 振动 
乃 应 工程 实 路 的 需要 而 产生 ， 又 为 工程 实践 服务 。 随 机 振动 可 为 
多 种 目的 服务 ， 但 其 主要 县 的 是 为 改善 必须 承受 随机 载 茶 的 机 械 
或 结构 的 可 驹 性 提供 一 个 坚实 的 基础 。 

历史 上 ,最 早 研 究 动态 系统 对 随 视 激励 的 网 应 的 是 爱 因 斯 坦 ， 
他 在 1905 年 的 一 篇 论文 和 中 ， 对 布朗 在 1827 年 作 过 系统 研究 的 
BEAK PALER THREES DPMS, SKEET 
DRR US ARES BALE (CARD TER. EEB 和 0 多 
ijr jake eT Site. A Ree, “RL 
O°, BER HRBLE 1919 年 的 一 篇 论文 外 的 标题 中 用 
来 描述 一 个 等 价 于 平面 上 贿 机 步行 的 声学 问题 。 现 在 所 说 的 随机 
振动 , 别 始 于 本 世纪 50 年 代 的 中 期 、 当 时 由 于 旷 气 与 火箭 技术 的 
发 展 ， 在 航空 与 宇航 工程 中 提出 了 下 列 三 个 问题 : XetMESIE 
的 飞机 的 拌 振 ,喷气 噪声 引起 的 飞行 器 表面 结构 的 声 疲劳 ,以 及 火 
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洋流 理论 中 当时 已 有 的 方法 移植 到 机 估 振动 中 来 ， 初 步 形成 了 随 
机 振动 这 门 学 科 。 在 这 当中 ，Rice 的 工作 起 到 过 很 重要 的 作 
用 . 

1958 年 在 美国 麻 省 理工 学 院 举办 的 随机 振动 暑期 讨论 班 与 
由 Crandall 主编 的 该 讨论 班 文集 外 的 出版 可 认为 是 随机 振动 作 
为 一 门 学 科 的 诈 生 的 标志 。 从 那 时 以 来 ,随机 振动 的 理论 .测量 与 
实验 技术 及 应 用 都 有 了 很 大 的 发 展 。 开 始 ， 大 多 数 随 机 振动 理论 
研究 都 基于 确定 性 时 不 变 线 性 动态 系统 模型 。 1962 年 美国 声学 
学 会 举办 的 一 次 讨论 会 中 有 效 地 促进 了 非 线 性 随机 振动 理论 的 研 
究 。 此 后 ,许多 研究 者 的 注意 力 转向 了 非 线 性 随 视 振 动 问 题 ,发 展 
了 多 种 预测 非 线性 系统 随机 响应 的 方法 ， 部 分 地 揭示 了 随机 浅 动 
中 的 非 线性 现象 。 在 此 同时 ， 跑 机 系统 的 稳定 性 与 做 激 随机 振动 
理论 也 有 较 太 地 发 展 、 还 发 展 了 结构 对 宽带 随机 激励 的 响应 的 渐 
近 分 析 方 法 ,揭示 了 结构 均 方 响应 的 空间 分 布 的 一 些 渐 近 规 律 ,在 
估计 作 随 视 振 动 的 线性 与 非 线性 动态 系统 的 可 竺 性 方面 也 提出 了 
多 种 近似 方法 ， 在 随机 振动 测试 技术 方面 , 1970 年 前 基本 上 部 采 
FOUR BB, 由 于 1965 Cooley 与 Tukey 发 明 的 快速 传 立 
时 变换 算法 与 计算 机 技术 的 发 展 ,70 年 代 以 来 愈 来 分 普遍 地 采用 
水 字 式 测试 设备 ， 在 此 基础 上 ， 系 绕 的 识别 与 诊断 以 及 随机 振动 
试验 技术 也 有 有 了 很 大 的 发 展 。 随 荐 随机 振动 理论 与 技术 的 发 展 ， 
随机 振动 理论 的 应 用 也 愈 来 念 广泛 ， 开 始 阶段 主要 应 用 于 运载 工 
具 ( 飞 行 器 ,汽车 、 般 舰 等 ), 后 来 扩展 到 名 义 上 不 动 的 结构 (高 层 建 
WMS). OR, 随机 振动 已 发 展 成 为 一 门 内 容 十 分 丰 当 
BOSE RES DERU BE CoU E ££ ERRE- RREN. 

在 随机 振动 发 展 过 程 中 ,国际 上 已 出 版 了 许多 有 关 随机 皖 动 
的 教科 书 , 专 著 及 文集 ,也 发 表 了 许多 综合 性 或 专题 评述 ， 属 人 门 
性 质 的 随机 振动 书 有 [7 一 16].[17 一 19] 对 随机 报 动 理论 作 了 较为 
深入 而 系统 的 沦 述 。[20,21,60] 则 专门 论述 了 非 线 性 随机 振动 与 
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Ze BR ses). .对 随机 振动 各 专题 的 进一步 讨论 包含 在 Crandsli 
SIBSBg X 8514,22]. 国际 理论 与 应 用 力学 联合 会 (QUT AM) 的 四 
次 讨论 会 文集 [23-~26] 、 羔 国 机 械 工 程 师 协 会 关于 随机 振动 讨论 
会 文集 [273,\ 随 机 振动 况 基 人 Crandall 65 Xie $05: 2r R28] RB 
机 振动 理论 权威 Lin 65 寿辰 纪念 文集 [29] 等 之 中 ,随机 振动 前 
十 年 的 发 展 总 结 在 Crandall 的 评述 [30, 31] 之 中 ，。[32] 给 出 了 
1966 年 以 后 随机 振动 发 展 的 评述 。 美国 《应 用 力学 杂志 》 创 刊 50 
RAISES WIS [33] 较 全 面 地 评述 了 随机 振动 的 发 展 ,特别 是 70 
年 代 与 80 年 代 初 期 的 发 展 。 此 外 * 还 有 关于 随机 结构 动力 学 的 解 
析 方 法 的 评述 咖 . 已 作 评 述 的 专题 包括 : 非 线 性 随机 振动 党 - 科 , 等 
效 线 性 化 法 四 ,随机 平均 法 "中, 参 激 随机 振动 外 ， 一 - 维 与 二 
结构 随机 振动 时 ， 结 构 的 宽带 随机 振动 2 及 随机 报 动 系统 的 可 
RETN .此 外 ,[52] 在 非 线 性 随 机 振动 与 参 汕 随机 振动 的 发 展 中 起 
TEZER. 153- 一 56] 较 详细 地 播 术 了 贿 机 数据 处 理 技术 及 其 
工程 上 应用。 论述 与 随机 撕 动 理论 密切 相关 的 随机 微分 方程 与 随机 
稳定 性 的 主要 著作 有 [57 一 591， 

EAR ?0 年 代 中 期 才 有 较 多 的 人 对 随机 振动 感 兴趣 、 也 已 
Hi SLAP SH LR A BO, +S EH, MLR 
已 获得 较 多 的 应 用 ,但 对 随机 振动 理论 的 发 展 则 相对 较 少 ， 

本 书 力 图 概 颖 随机 柑 动 理论 的 主旨 方法 与 基本 成 果 ，。 读 者 读 
完 本 书后 将 对 随机 振动 理论 有 较 系统 ,全 面 而 深入 的 了 解 ,并 为 进 
一 步 的 研究 提供 线索 。 本 书 第 一 童 为 随机 过 程 与 随机 场 引 论 ， 目 
的 在 于 介绍 随机 振动 理论 的 一 些 基本 概念 。 第 二 章 描 述 主 要 随机 
振 源 的 特性 与 统计 模型 。 第 三 章 与 第 四 章 分 别 给 出 了 线性 离散 系 
RSH ERR AAT AR, HAMS AARP 
UME SRILA TAM te. BRR IRL EE STH 
Bx passa AR. SUEA—EREBUC Kit SLE S SLSISE 
性 的 方法 。 在 论述 各 种 方法 时 常 输 以 典型 系统 实例 。 以 揭示 随机 
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H—i “随机 过 程 与 随机 场 概论 


GARLIC, Me SMA ae it RAL HM 
学 模型 的 ， 本 章 介 绍 随机 过 程 与 随机 声 的 一 些 基 本 知识 ， 目 的 在 
于 引出 随机 振动 中 的 一 些 基 本 概念 、 给 出 撕 述 戎 机 汶 矶 与 响应 的 
各 种 统计 量 及 其 狂 质 。 为 恒 于 阅读 ， 此 处 将 不 过 分 迫 求 数学 上 的 
严格 性 ,很 多 结论 也 不 给 出 数学 证 明 , 只 着 者 说 明 它 们 的 合 义 与 应 
用 。 读 者 如 要 深究 ,可 查 所 列 参考 文献 。 此 外 ,本章 只 给 出 与 线性 
乱 机 振动 分 析 寡 关 的 内 容 ， 一 些 与 非 线性 随机 振动 及 随机 振动 总 
统 可 周 性 有 关 的 随机 过 得 与 随机 场 的 知识 将 在 有 关 章 节 中 给 出 ， 
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E TE LAC BE A — RET BE ARR. — 
实验 , 如 有 果 可 以 在 相同 条 忻 下 重复 进行 , 且 每 次 实验 的 可 能 结果 不 
正 一 个 ,但 能 事先 确定 实验 所 有 可 能 结果 ,ii 每 次 实验 之 前 不 能 确 
定 哪 一 个 结果 会 出 现 , 那 么 ,这 个 实验 就 称 为 随机 实验 。 在 散 机 实 
验 中 ,对 一 次 实验 可 能 出 现 也 可 能 不 出 现 的 内 件 称 为 随机 事件 , 简 
称 事件 。 随 机 实验 的 每 个 可 能 出 更 的 结果 是 基本 的 顺 机 事件 ， 简 
称 基本 事件 。 任 一 事件 都 是 基本 事件 的 基 种 组 合 。 数学 上 ， 一 个 
随机 实验 的 所 有 基本 这 件 组 成 的 集合 称 为 样本 空 嫩 , 记 为 9. 一 
个 基本 享 件 就 是 这 样本 空间 中 的 一 个 元 素 ， 以 媳 天 示 。 企 一 事件 
PRES POR —T FH, 

BCE, RTM FAW, XE ee Xo), 它 
Ao NMERBR. A“ AER FER. TERS OHM, 这 
PH MR TEN 2 PBA RE LSE , IAL 


a P oca 


,省 去 它 所 依赖 的 o. SAMPLE EME EMT AM 
一 个 随机 实验 的 结果 。 一 个 基本 事件 就 用 随机 变量 取 某 个 咀 定 的 
值 表示 , 记 以 XX 一 x。 而 任 一 事件 就 用 随机 变量 取 某 一 范围 的 信 
表示 , 记 以 mo X «or, 该 事件 发 生 的 可 能 性 则 用 概率 Pins 
Xx] 描述 。 引 人 随机 变量 的 一 大 优点 ， 是 可 以 考虑 它 的 运算 
或 函数 ,例如 Xi, sin X, SH, 

如 果 对 每 个 wm, 按 其 种 规则 指定 一 个 时 间 + 的 函数 Cz,w), 那 
ABM EARN w, 就 有 一 族 函 数 , 这 族 函 数 就 称 为 随机 过 程 ， 
办 此 ， 一 个 随机 过 程 可 看 成 是 两 个 变量 ， SoM, WORE 
文 城 为 样本 空间 2, 对 上 的 定义 域 为 某 个 实数 集 T。 对 每 个 特定 
的 基本 事件 os XO) 是 时 间 + 的 确定 性 函数 ， 称 为 样本 函 
数 或 现实 , WL X(t?)。 对 每 个 特定 的 了 时刻 u, XG o) 是 一 个 
BB UL E. Xt; oj) 则 着 一 个 数 ， 如 同 隧 机 变量 情形 ， Xd c Boot 
WBA, BM WML DI (XCO, 5€ T) 表示 , 当 T 为 整个 时 
间 轴 时 ,可 简 记 为 XG) MEL eO 表示 它 的 样本 请 数 或 现实 . 

为 帮助 理解 ， 让 我 们 看 一 个 例子 设想 让 一 位 司机 驾驶 一 辆 
装 货 不 变 的 卡车 在 一 段 规 定 的 路 面 上 以 预定 的 速度 规律 从 A 处 开 
到 BB 处。 测量 远离 发 动机 的 主 梁 上 茶点 的 正 应 力 。 虽 然 所 有 实验 
者 能 滁 制 的 因素 都 保持 不 变 ,但 由 于 实验 者 所 不 能 控制 的 因素 ( 主 
村 是 了 略 面 不 平 度 ) 的 随机 性 ,使 得 仁 次 测 得 的 应 力 时 间 历 程 都 基 梓 
ERAR, 因 厕 这 是 一 个 随机 实验 。 实 验 可 选 行 泡 穷 多 次 ,得 到 无 
SSAA MH MADE, PAA Ae SIA HRS 
体 就 构成 一 个 随机 过 程 ， 而 其 中 任 一 个 时 间 历 程 就 是 一 个 样本 函 
数 。 如 果 将 所 有 应 力 时 间 历 程 如 图 1.4-1 那 样 排列 起 来 。 那么 在 
HERA * 一 上 ,随机 过 程 就 化 为 一 个 随机 变量 . 

由 上 可 知 ， 随 机 过 程 可 定义 为 同一 随机 实验 中 所 有 可 能 得 到 
的 祥 本 函数 的 集合 。 这 样 定 文 随机 过 程 ,在 物理 上 是 很 自然 的 ,但 
在 数学 处 理 上 较为 困难 。 因 为 要 用 不 同样 本 函数 的 实现 概率 来 规 
定 , 数 学 中 称 为 样本 处 理 , 这 需要 考虑 泛 范 空间 中 的 概率 测 庶 ， 将 
用 到 测度 论 与 泛 函 分 析 的 高 这 知识 。 
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图 1.1-1 | ALA IR DOS 


为 避 开 上 述 困难 , 常 把 随机 过 程 定 文 为 随机 变量 的 参数 族 , 其 
中 参数 属 某 个 有 序 实数 集 了 , 例如 整个 时 间 轴 。 这 样 定义 的 随机 
过 程 虽 不 如 上 一 种 那 友 自然， 但 描述 起 来 较为 简单 。 因 为 我 们 可 
以 把 概率 论 中 对 多 维 随机 变量 的 概率 或 统计 描述 引伸 到 随机 过 得 
中 来 。 本 书 中 将 采用 这 个 定义 。 

ST LEENA # 相应 的 随机 变量 XG.) MRR 
随机 过 程 (X(0,0€ T)p 在 该 时 刻 的 状态 , 若 Xa) 是 离散 的 , 即 
只 能 取 有 限 个 或 可 数 无 穷 多 个 值 , 贴 称 随机 过 程 (OCC), € T) 的 
状态 是 离散 的 。 反 之 , 若 XG) 可 取 其 实数 区 闻 内 的 任意 值 ， 则 
称 {X(t € T) 为 连续 状态 随机 过 程 。 类 似 地 ,参数 党 了 也 可 以 
是 离散 或 连续 的 。 于 是 ,按照 参数 与 状态 的 连续 性 ,随机 过 程 可 分 
成 四 种 : 离散 参数 离散 状态 随机 过 程 ， 离 散 参 数 连续 状态 随机 过 
程 ， 走 续 参 数 离散 状态 随机 过 程 ， 以 及 连续 参数 连续 状态 随机 过 
E. 在 将 机 振动 理论 中 ， 记 涉及 的 主要 是 连续 参数 连续 状态 随机 
过 程 ,参数 集 了 向 是 整个 时 间 轴 ,随机 过 程 可 在 整个 实 轴 上 取信。 

上 面 所 讲 的 是 标量 实 随 机 过 程 ， 它 可 用 来 描述 一 个 单 自由 度 
系统 的 激励 或 响应 。， 对 多 自由 度 振动 系统 ， 往 往 有 吉 个 激励 与 # 
个 响应 量 ， 如 早 它 们 都 是 标量 实 随机 过 程 , 状 方 便 计 ,可 将 mm 个 油 
励 组 成 一 个 oe BB, Mos 个 响应 组 成 一 个 和 # 维 矢量 - 


ne SL. lk, SAHESA SCA LO ak RV WE BERE HE 
DREAME, (XC CX, X,XO 7 XG 8 € TH, 

Re MBL, BAe ASL. ATENT: 与 
o 外 , 它 主 要 依赖 于 空间 举 标 m [u wi tw 了， 因此 亦 称 空间 -时 
疗 随 机 过 程 ， 记 以 (XQ, ;m eU Cc R*,;€e T). SH a 可 
以 育 一 个 、 二 个 或 三 个 分 量 , 相 应 地 ，XKayt) 分 别称 为 一 维 、 二 维 
或 三 维 随机 场 。 随 机 场 可 以 不 依赖 于 时 间 e 大 多 数 自然 界 与 工 
程 中 的 随机 振 洒 都 可 模型 化 为 随机 场 。 例 如 ， 道 路 表面 的 不 平 度 
可 模型 化 为 不 依赖 于 时 间 的 二 维 随机 场 。 诲 面 高 度 可 羽 一 个 随时 
出 随 机 变化 的 二 维 随 机 场 为 模型 。 随 机 场 可 以 是 标量 、 关 量 或 张 
其 ， 大 气 洋流 巡 度 场 可 模型 化 为 依赖 时 间 、 有 三 个 分 量 和 的 三 维 矢 
量 随 机 场 。 作 空间 随机 报 动 的 弹 福 体 的 位 移 是 矢量 随机 场 ， 应 力 
与 应 变 则 是 张 量 随机 场 , 虽 然 引 人 随机 场 的 概念 不 是 完全 必要 的 ， 
但 却 是 方便 的 。 一 个 连续 体 成 体系 的 随机 注 励 与 响应 可 各 用 一 个 
随机 场 描述 。 此 外 ， 贿 机 过 程 与 随机 场 还 有 一 个 差别 。 作 为 随机 
过 程 的 参数 的 时 间 上 有 明显 的 有 序 性 , 而 作为 随机 场 的 参数 er 的 
有 序 性 则 不 那么 明显 。 这 个 董 别 将 导致 它们 相关 结构 的 差 唱 ， 
”客观 存在 的 随机 过 程 与 随机 场 一 般 不 能 用 解析 表达 式 家 东 . 
得 基于 上 述 定 你， 可 用 以 若干 项 机 变量 为 参数 的 时 间 与 (或 ) 空 间 
坐标 的 函数 构造 人 为 的 随机 过 程 或 随机 场 。 例 如 , 令 dios, 
4。 为 … 组 随机 变量 ,一 个 随机 过 程 可 表 为 

XC) 0 gU Ay Ay? ++ Aa) 

式 中 了 的 形式 是 给 定 的 ,随机 变量 4 如 ，4 的 概率 特性 记 
是 规定 的 。# 中 含有 的 随机 变量 数 称 为 XCO HRM. Sie 
一 组 随机 变量 之 信 ， 就 得 到 XG) 的 一 个 样本 函数 。 这 种 人 为 的 
哆 机 过 程 或 随机 场 可 用 作 研 究 随机 过 程 与 随机 场 的 性 质 的 例子 ， 
也 可 作为 实际 过 程 或 场 的 一 个 近似 描述 例如， 随机 报 动 或 随机 
Wh Fas EB] FB GF Ba LARK SMR 


XC) = >) A, pos (Oy + 0) 
j-1 . 
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Ab 4,0 及 O ASR RRA j FORO. 33 RBH 
随机 变量 ， 该 随机 过 程 具 有 3 个 随机 度 ， 它 的 每 个 样本 函数 都 
P E 个 三 定性 的 余弦 之 和 . 
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随 本 过程 或 栈 机 场 可 用 下 列 六 种 办 法 之 一 作 完全 描述 8: A 
限 维和 概率 分 布 函数 族 ; ARMS SRR: Ae ER 
族 ; 有 限 维 对 数 特 征 函 数 族 ;和 矩 尔 数 无 穷 系 列 ， 累 积 量 函数 无 穷 系 
列 。 本 小 节 叙 述 这 上 坚 明 数 的 定义 与 性 于 ,证 曲 这 六 种 完全 摘 述 的 
Sie. THEMA CHOR PORA PLA Re XT RS OL EEA 
机 场 ， 

—. ARR Sp SERB 

一 个 标量 实 随机 过 程 (XCO, (€ T) 在 一 个 时 刻 ET 上 化 

为 一 个 随机 变量 , 它 的 概率 分 布 函数 

F(x,1) = P[XG) x x] (1.1 - 1) 
mR ARAL BN ERS A, RCA 4s 与 + jb 
X. 

对 和 任意 两 个 时 刻 1，# ET， 由 随机 过 程 {XtD,1€ T) 派生 
出 来 的 两 个 随机 变量 XC) 与 XC.) 的 联合 概率 分 布 阔 数 

Fx, 6x51) = PUXCH) € xl) XG) < x] (1.1-2) 
称 为 该 随机 过 程 的 二 维 概 率 分 布 函数 ， 
一 般 地 , NEMA ae te tT, FRE 
{XC E T). 派生 出 来 的 * 个 随机 变量 的 联合 概率 分 布 函数 
丽人 和 1 和) 
“oath: O1XG,) & x] | (1.1-3) 
称 为 该 随机 过 程 的 #* 维 概 率 分 布 函数 ， 

随机 过 程 的 一 维 、 二 维 、… = 维 概率 分 布 痛 数 之 全 体 称 为 该 过 

程 之 有 限 维 概率 分 布 滔 数 族 .按照 随机 过 程 惠 论 外 ,一 个 随机 过 程 


1) 此 外 还 可 用 有 限 维 灶 汪 获 斤 作 完全 摊 述 .本 书 将 不 论 及 - 读 看 可 参考 文献 [1]， 
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3] HUE ER AE RB MRSS TR. SHOES, Bt 
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上 述 帘 全 描述 同时 适用 于 离散 状态 与 连续 状态 的 随 抽 过 ER, 
对 连续 状态 过 程 , MEDORA: 对 离散 状态 过 程 ， 概 率 
分 布 函数 将 具有 有 限 的 间断 。 如 朱 人 多 许 引 和 人 狼 拉克 8 函数 ， 那 末 
上 述 两 类 过 程 又 都 可 等 价 地 用 概率 分 布 函 数 的 仿 导 数 ， 苑 下 列 有 
Oba HE EM SE DEE RE. PE SES Rs 


ptr, 1) Ld OF ls) 
| Ox 


3 m 
PC sys ti zpor) m S Beo mat) (1.1-4) 


ox, Ox, 


*»o* oda mn oc 


F T 37° * X833 ) 
PCR tests im, By) = OQ F( x, 45 X19 fs 5X8 3 
Ox,0x,- . Ox, 


— SEALS BA TS UR SE EAE ABR RRMA A FPR: 
1. 非 负 性 ， 即 


0s PCa sts O EEEE E IPE Ta E SH! (1.1-5) 
0 p(, h; "* E AE fn) (1.1-6) 

且 满 足下 列 妇 一 化 条 忻 
P00 1 #5300 i 00 Mm 1 (1.1-7) 


[ U ; pn anixenittimanodrdzsdxz,—0-— (11-8) 
2. 对 称 性 ， BIA i, 2, 5) tE-— HEF Ciss fa» z.. ota) E 


Fish za * 5 Ste stin) 
=e F(x dim slas ott Fe rte) (1.1-9) 
Psi fh Fine tad t Sie s Fin) 
四 有 (1.1-10) 
5. AE PME san 有 
CPG nhi t155:155300,1,457* 390,0) 
一 FC sist + * Sata) (11-11) 


Pub u . . 
| t+ -| PC žitie * > Bets Xmaisim i27 nib >. rte Mast" d, 
-æ -— 


-píz,nitc irj) (1.1712) 
fh. -TILE RER XE A n E BERE UT ^y SU B3 95 
维 概率 分 布 或 密度 函数 学 出 ， 


在 随机 过 程 户 论 中 ， 有 一 个 Kamioropos W © 85, KE 
畦 说 ， 若 有 满足 上 述 对 称 性 与 相 容 特 的 有 限 维 概率 分 市 函数 族 
{F Casti th) suat, jn 必 在 在 一 
个 随机 过 程 {X(D) ET} ,使 得 上 述 概 率 分 布 浮 数 族 论 好 是 该 过 如 
和 的 有 限 维 概率 分 布 函 数 族 。 所 此， 可 用 有 限 维 概率 分 布 或 密度 涪 
数 族 定义 一 个 随机 过 程 . 1.6 下 中 将 用 此 法 定义 高 斯 随 宙 过 程 。 

CERAEREREROM TEE, REAR 
傅立叶 -斯 蒂 吉 斯 《Stieltjss) 积分 , EF ERE HE ER (1.1- 
6)5(1.1-8), FR STER, Mine ERR Eee Ree. 
WORDLE (X(0, € T} — ZEE nn 维特 征 函 数 分 别 为 


e (0,7) 一 Elexp{ioxe)}) = | pes 
Piht) = Elexp(i9,X C4) + i9,XG)H 


- r r PUn,n; By yt eT ad rd x, (1.1-13) 
9(8,1:9,,55 tetinas = 中 = > ot 
k} 


1 4% 
-| p Pn. nim hioc ixQ,g)e *"! dd 


+ 
AP EC) 为 数学 期 望 算 子 或 统计 平均 算 子 ; 6, EERI. 特 
征 蚊 数 一 般 是 连续 的 复 值 遂 数 。 相 硫 地， 概率 密度 函数 可 用 特征 
P8 EET US BA ere. Sts 


plaz, 1) =— Af pla, ryje "^48 
Ir) -æ 


Priti st) = c 人 E eon Bret. dem Heete dG dO, 


PC 15833 Hrs ss ***$3. T» 


n DET | | oath 1386989) 


af 7 " . 
^55 Xe (à É J 40,40, - - 6, (11-14) 
2 (CL Eb, MED A RR o HA EE AAA (8 YE HE- 3E EID 
表示 。 可 见 ， 特 征 函 数 与 概 府 密度 不 分 布 函 数 是 一 一 对 应 和 的。 因 
此 ， 一 小 随机 进程 也 可 等 愉 地 用 有 限 维 特征 函数 族 作 完全 描述 ，。 
VERMA TAER: 


1. 非 负 定 性 ， 即 
N N 
DS DS el? — 6), 
k=} jmi 
(a? 一 P Jytte? = 0 (1.1-15) 


Ah oc, DUER SARAHA, FA CL1-15) 8] (ej M UEBS 
Wt: 


eI) 


x p> e? 一 5 exco 


-> 


$(0,1;0,5; -**:0,7,) = d (1.1-16) 


iwi a 


Y col i > sc 








* [4 


2. 对 称 性 , 即 对 (1,2, 0) 的 任 一 排列 Chia ss ,有 


POs 15; ... ;Oi fu) = PCI sh 5 +.. 30,54.) (1.1-17) 
3. 相 容 性 , 即 对 任 一 m on. 
PDB er t) 
= Q(0,, 5: + 50,14) (1.1-18) 


据 此 ， 和 耻 高 维特 征 函数 可 推出 低 维 特征 函数 。 
对 连续 参数 随机 过 程 ,参数 hior 可 无 限 密集 ,在 极限 
hE. HER Rit RARE A 
OI} 一 E | p(s | OXG: )| (1.1.199 
HE, t-A TR HEISE BE ERE Eh ERE TE PS 
8o = > 98,8(t — tj) (1.1-20) 
e EM. 
EREKET, MAHA APE PL EEE 2075 458, — 
^- SB BLL BS n RE Sot A DIE BE BK 3 
PCO 9845 7 50,,1,) — un pms St) CI.1-21) 
显然 。 一 个 随机 过 程 可 筹 价 地 肌 有 限 维 对 数 特 征 函 数 读 作 完 
全 描述 ， 
=, AS RRRERWEDAN 
SRM ARGS MRE. BRE (CX C2, 
2€ T) Ej)— HERE WEE RO Ea e € T EAE 7 Br 
55: | 
mit) = ELX Q] 一 EZOO p—30,2,-(11-22) 
TR OS We TERS PRI FEE TP RR EARP, 
AHR SRM TNH j=j t br RSS: 
mj i (Fist) - EE XC 5X^G)] 
-— | | rivxhPb6x,21n;xnidzxdz4h.n om ]),2,557 


(1.1-23) 
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EMH R—-t 3:33 & 9I. 

一 般 地 ， 用 * 维 概率 密度 通 数 可 定义 维 jm hh: 
+i, RGR: 

Mi tye g Sistas retata) m ELX^CQGUOX^5GD- XC) 


- E * sb Ep Tt) *** 3x, S 
Xarder edza, fisiisee* oi, = 1,2, (1.1-24) 
显 热 ,对 应 于 一 个 有 限 维 概率 密度 函数 ,在 在 有 限 个 经 次 数 的 
无 究 系 列 , 它 们 也 可 攻 来 等 价 地 描述 一 个 随机 过 加 ， 
EENET M RERA SH. 将 (1.1-13) 中 指数 函数 展开 成 
马克 劳 林 (Maclaurin》 级 数 , 彰 根 据 矩 函数 定义 (1.1-227 一 (1 一 
24) 知 ， 一 ,二 、…* # eS ER AS BEM. 


pO = 5 a mis) 
jag 
Pon Ot) = Sj. GADD V, (un) (L1-25) 


fre igma hl 
+ 
nayra 


9(0,,550,,5, * * 10, 56) 
_ > (/8,)^(9, y^. - +8, Y^» 
"EDS MVR ol 
X mj jui stas Z2 
TJE,—.—. 5 t j BERA BY ERR EZ PEDE EUER HN 
mi) 一 Lgs) 
Dun) 


a 98! 


mii, Bist) = Lose ibn) 


86500h . Trace P—4hcth 


bb w æ+ oy 


Mihi C istis * t taa) (1.1-26) 
— 1 [B eBti0s ni: 7710.2) | | 
"i 88ha8^ “++ 08!» bai dm Pan 


了 一 六 十 7 十 ee +s, 
æ lf » 


因此 ， 特征 函数 又 称 为 矩 函 数 的 母 函数 或 生成 通 数 . 
类 似 地 , 对 数 特 征 函 数 可 展 成 如 下 均 克 劳 林 级 数 


KoD- Gey eG) 


Pi 


. * " h 4 
$(8,,21,; 0, 1) = > G98, y. £j 4 n ti) 
fyfa hlni 
j= iti (1.1-27) 


$(0,150,5;77::0,,:, DS 


ipfas f ml 
x Gg G9) - G0, I SZPUS 
AlAl*** fol 

i=htht ci. 
AHH ua), Ep ss t). htt CTE SEREEN F 分 别称 为 一 、 二 、# 
维 j 阶 累 积 鼻 沙 数 ,或 半 不 变量 玉 数 ,( 后 ~- 名 称 源 于 下 列 事实 :对 
高 斯 随机 过 程 ,只 有 一 、 二 阶 累积 最 函数 可 能 不 为 零 , 见 1.67.) 
它们 可 从 相应 对 数 特征 函数 导出 : 


om $2, - 


i . 
TRACA sh) -— 二 [全 bi ast) 


05095 A (1728) 


bb oU A BR 


Ki his (CT sr esta) 


= {010 a.. Pesta} 
if O8h8gi- DO 9,08 yom 


根据 对 数 特 征 函 数 与 特征 函数 之 间 的 关系 ， 可 导出 累积 野生 
数 与 矩 函数 之 间 的 关系 。 例 如 ， 前 三 阶 累积 量 了 基数 的 矩 函 数 表 达 
A 
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Cr) = mir) 

&u An) 77 mun S) — miG ym) 

£i Uit) m manna) — mannm) (1.1-29) 

一 mun. i)miin) 一 mun, 7 )m GO) 
+ mG mC) 

—k ib, sh RRETA SRT MAENE. D 
Z. SPERM ISI s Pr SET = Sr RRR BAR, 

BR, 累积 晤 函数 的 无 穷 系 列 也 可 完全 描述 一 个 随机 过 程 . VF 
多 情形 下 , RRM BREA Toe. 

m. ARRE SRL 

不 难 将 上 述 六 种 通 数 准 广 于 矢量 随机 过 程 情 形 ， 只 要 在 概率 
分 布 或 密度 消 数 中 将 标量 为 (j — 1,2, ---, 0) 换 成 相应 的 矢量 
Xj, 将 在 特征 通 数 或 对 数 特 征 函 数 中 的 标量 eG -15,2,.:* 2) 
成 相应 的 矢量 OF, CERRAR RARER Aen OST 
OE A [LIST WANERARE., LABS ERR IEER E IRE TER 
I Ad LAU EK ABRE RP aE TES RR, ee 
量 随机 场 情形 ,只 要 将 各 种 函数 中 的 标量 si = 1,2, ety n) 
矢量 (n.n). 即 可 .对 矢量 随机 场 , 则 需 同 时 将 x RO EK ond 
成 矢量 x, 或 0 与 《mi:9)， 此 外 ,， 上 述 关 于 可 用 有 有 限 维 概 率 分 
市 阔 数 族 等 完 爹 描述 一 个 标量 短视 过 程 的 结论 也 可 相应 地 推广 于 
矢量 随机 过 程 ， 标 量 与 矢量 随 视 场 ， 


11.3 分 类 


BLESSES, HPAES OARS 
类 方 共 ,一 是 按 过 程 或 场 洛 有 序 参 数 集 的 统计 规则 性 分 类 , 另 一 是 
按 过 程 或 场 的 "记忆 "能 力 分 类 。 这 了 两 种 分 类 不 是 互相 排斥 的 ， 许 
多 重要 的 物 一 过 程 可 同时 具有 两 类 中 的 某 些 性 质 ， 

— EX HR A 

一 个 标量 随机 过 程 (X(0,:€ T), RRC ISBT AS 
统计 规则 性 可 分 成 两 类 ; 平稳 随机 过 程 与 非 平 稳 随 机 过 程 ， 


非 平稳 随机 过 程 , 是 其 = REOTA REER, €*5 
ERARE ERS) 明显 地 依赖 于 各 个 时 间 参 数 nsns ccs. 
n 之 值 的 过 程 ， 换 言 之 ， 非 平稳 随机 过 程 的 概率 与 统计 特性 依赖 ， 
于 时 向 * 的 绝对 原点 ， 

AFM BR: 的 原点 的 任 一 平移 十 ， 一 个 随机 过 程 的 所 有 
有 限 维 概率 分 布 函数 族 保 持 不 变 , 即 对 每 一 个 # 与 任 音 的 zx 值 , 有 

F(3, 05x llt oti. rte) 

一 Faxat H rins E ri ttnt Hr) 

t tréT, j$-1,2,-5-,9 (1.1-30) 
则 称 该 过 程 为 平稳 或 严格 平稳 随机 过 程 。(1,1-30) 中 令 rf 一 一 4， 
可 知 平稳 随机 过 程 的 所 有 有 限 维 概率 分 布 函数 族 ， 对 时 间 参 数 的 
依赖 内 通过 “时 差 ” 呈 现 出 来 ， 挽 言 之 ,平稳 随机 过 程 的 概率 和 
统计 特性 与 时 间 原 点 的 选取 无 关 ， 特 别 地 ， 一 维 报 率 分 布 函数 等 
与 时 间 # 无 其 ,二 维 概率 分 布 范 数 只 与 时 差 * 有 关 。 | 

如 果 对 性 一 人 慎 ， 随机 过 程 XG) BUMP E YG) = Xt k) 
一 XG) 形成 一 个 平稳 随机 过 程 ， 则 称 XC) 为 具有 平稳 增 量 的 
随机 过 程 

上 述 定义 也 适用 于 矢量 随机 过 程 ,只 变 在 (1.1-30) 中 以 x ft 
Sx. 换言之 ,矢量 随机 过 程 的 平稳 性 ， 不 仅 要 求 它 的 各 个 分 量 
过 程 名 自 平稳 ， 而 且 要 求 名 个 分 县 过 程 之 间 的 联合 平稳 

类 似 地 还 可 定义 标量 或 矢量 随机 场 对 时 间 参 数 5 的 平稳 性 与 
对 空间 坐标 e 的 均匀 性 ,一 个 矢量 随机 场 {Xan EUC Rs*，, 
(ET) AERTS SRO u 的 任 一 平移 下 ， 它 的 有 限 维 概 
率 分 布 阔 数 保持 不 变 , 则 称 该 随机 场 为 沿 空 间 坐 标 w, 是 均匀 的 . 
一 个 随机 场 可 以 沿 茶 一 直线 均匀 , 沿 某 一 平面 均匀 ,或 在 整个 空间 
中 均匀 。 随 机 场 可 以 同时 是 平稳 与 均匀 的 、 世 可 以 只 有 平稳 性 或 
均 名 性 ， 

对 随机 场 可 定 你 各 疝 同 性 。 一 个 舌 量 随机 场 (X(Ca,2; we 
UCR"wET), 老 共有 限 维 概率 分 布 涵 数 族 在 点 组 Mott, 
通过 原点 的 轴 的 所 有 可 能 的 旋转 变换 以 及 关于 通过 原点 的 任 一 平 


+ 19 c 


前 的 镜 反 射 下 保持 不 变 ,就 称 恋 随机 场 为 各 向 疝 性 的 。 一 般 , 记 谓 
各 向 同 福 随机 场 是 指 各 向 同性 均匀 随机 场 ， 凤 其 概率 与 统计 特性 
在 点 组 Eisin ttt 0, 的 所 有 平移 ， 旋转 及 镜 反 射 下 保持 不 变 。 

从 理论 土 讲 ,平稳 随机 过 程 或 随机 场 应 是 无 始 无 终 的 , 即 它 的 
每 个 样本 函数 应 从 一 一 o 延伸 至 sme ce。 相应 时 间 参 数 集 了 
RUST. AH, SBSH ee n BON, WE 
BO EAR BR BY m 一 —co ERE. uw; — 0o, v; 的 集合 为 整个 坐 
标 轴 ， 然 而 ,实际 过 程 与 场 多 是 有 始 有 热 ,空间 上 也 是 有 限 的 。 因 
此 ,平稳 随机 过 程 ,平稳 与 (或 ) 均 匀 随 机 场 都 只 是 一 种 理想 化 的 概 
念 。 而 且 ， 大 多数 作为 物理 现象 的 模型 的 随机 过 程 与 随机 场 都 是 
非 平 稳 的 ,或 非 均匀 的 ,只 是 不 少 过 程 与 场 的 概率 成 统计 特性 随时 
疗 与 (或 ) 空 诅 坐 标 变化 很 小 ， 从 和 而 可 近似 地 认为 是 平稳 与 (或 ?) 殉 
89. 

二 、 按 记忆 能 力 分 类 

随机 过 程 与 随机 场 可 按 它 们 的 记忆 能 力 ， 即 它们 的 且 前 状 志 
对 过 去 状态 的 依赖 程度 来 分 类 . 

按 这 种 分 类 、 电 简单 的 随机 过 程 与 跑 机 场 是 完全 无 记忆 的 过 
程 与 场 ， 一 个 随机 过 程 (XG),.2€T}, BEE—PH EMBER 
随机 变量 与 所 有 其 他 时 刻 上 的 随机 变量 狐 立 ， 就 称 它 为 无 记忆 过 
程 ， 或 纯 随 机 过 程 。 一 个 纯 了 项 机 过 程 的 * SMD Tp PEIUS] Ra 
为 站 个 一 维 概 率 分 布 函数 之 积 


PC a5 13X29 423 ttt 55, 1,) ™ if FC aisti) (1.1-31) 


j-1 


Tfi » 38 OE ARR n 个 一 维 对 数 特 征 函 数 之 和 。 RAZ, 
纯 随 机 过 程 的 一 续 报 率 分 布 函数 (概率 密度 函数 特征 函 数 与 对 数 
特征 函数 ) 包 含 了 该 过 程 的 全 部 概率 与 统计 信息 。 

一 个 连续 参数 的 纯 随 机 过 程 在 物理 上 是 不 可 实现 的 ， 因 为 它 
意味 着 ， 在 两 个 无 论 如 何 接 近 的 时 刻 之 闻 都 绝对 地 独立 。 绰 随机 
过 程 只 是 记忆 能 力 极 弱 的 实际 过 程 的 一 个 理想 化 模型 。 纯 随机 过 
程 的 重要 例子 是 帕 品 声 与 散 粒 噪声 ( 见 1.4.3y》 
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比 统 随 机 过 程 的 记忆 人 能力 稍 强 的 是 马尔 柯 夫 《Markov7 过 程 . 
这 种 随机 过 程 的 概率 与 统计 信息 完全 包含 在 二 维 概率 分 布 荡 数 之 
中 。 马 尔 柯 去 过程 将 在 第 五 章 中 介绍 ， | 


1.2 随机 过 程 与 随机 场 的 相关 摘 述 


从 上 节 知 ， 随 机 过 程 与 随机 场 的 完全 描述 是 十 分 复杂 的 。 实 
Fach, 这 种 完全 描述 既 不 可 能 ,也 无 必要 。 这 是 因为 ,一 -方面 ,在 目 
前 的 技术 水 平 下， 我 们 只 能 测 重 汲 少数 低 约 的 概率 分 布 (或 密度 
函数 ,或 少数 低 维 低 阶 矩 (或 累积 量 ) 函 数 ; 另 一 方面 ， 实 际 过 程 与 
场 往往 是 统计 上 比较 简单 的 , 如 高 斯 随机 过 程 与 马尔 柯 夫 过 程 等 ， 
oh, RAPPERS ERED BRS ERE CER 
重 ) 函 数 具有 明明 的 物理 意义 。 因 此 ,实践 中 往往 只 用 一 维 与 二 维 
概率 分 布 (或 密度 ) 函 数 ,或 基于 这 两 个 分 布 的 一 、 二 阶 矩 (累积 量 ) 
水 数 对 随机 过 程 或 场 作 很 不 完全 的 描述 ， 


1.2.1 标量 二 阶 过 程 的 相关 函数 


“和 矩 函数 有 原点 和 矩 与 中 心 所 之 分 . 由 一 .个 标量 随机 过 程 【XKnD， 
 c€ T) 的 一 维 概 率 密度 函数 得 到 的 一 、 二 阶 原点 矩 


prli) - ELX(O] 一 ace» (1.2-1) 
与 
SEC) ELX*(]- 人 yp(2,1)dz (1.2-2) 


HRZ LEOFA 53 38935 PEE. bten 
Pas A — Br ve 5B 
axe) e Var X60] = EL(XCGO 一 px CGOY] 


- P ts — Hx CF p(x, t)dx (1.2-3) 
PARTETA PE BC. EAR X BREL EFRR, 


* Zl « 


AHHAR RIEA e 8950-253 4 CBE BRRTIRI RU SE e, tE 
表示 过 程 的 平均 功率 本 有 时间 的 变化 。 而 方差 函数 则 描述 岩 机 过 程 
偏离 平均 趋势 的 平均 分 散 度 随时 间 的 变化 ， 展 开 《1.2-3) 最 后 一 
式 , 可 得 

oxCe) =~ SECO) — whe) (1.2-4) 
Sx) MBDARMR, arle) PRY E SH, ex Gd aa) 称 
2935 ERAR, 

Fey — 2E BD SE REL HIE pe Re 03 EURO E. 9B 
RxxQ 5) = ELUXCuH)XG] 


= | x x;p(x st axa; (1.2-5) 
与 中 心 和 
Crrltist) = CovE XQ): XG] 
= BU{XG,) — wx) HX) 一 uxG2) 


- ME 一 prli die, xd) PCr h dada, 


(1.2-6) 
分 别称 为 随机 过 程 XG) 的 ( 自 ) 相 关 函 数 与 协 方 荆 函数， 它们 分 
别 表 示 该 过 程 在 两 个 时 刻 上 取信 和 该 值 与 平均 值 之 差 的 相互 依赖 
程度 。 展 开 (1.2- 的 最 后 一 式 ， 易 证 
Cxx Cn, 6) = Rxx(1n)— sxGOsx(n) (1.2-7) 
3$pBTlid SE PPS EM), BRMRSAT OAR mm 4 
5-3 Bj, KHORERM tSp 73 35 ARo 9429 15923 PARLE. 3 YH BH 
2k. 

— "PRSE BRULIL ES ,2ERCSESIPRUERUS 7S 26 PR RON GST, 则 称 它 
HOPE. — T BRULIITÉ 20 hE 4 AR UE 
是 其 相关 函数 为 有 限 . 下 面 假定 所 讨论 的 都 是 二 阶 随机 过 程 ， 

由 (1.2-4) 与 (1.2-7) 可 知 ,在 随机 过 程 的 不 完 金 描述 中 ， 只 有 
平均 函数 与 相关 半数 (或 协 方 差 函数 ) 是 独立 的 ， 其 余 函 数 均 可 以 
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这 两 个 函数 导出 . FPS SE PRL, SE TREE CE EIU E , |o EAS 
PRISE EE ER SHS, Mihi, ESE Fae ea FS 
全 描述 就 只 需 相关 函数 (或 协 方差 函数 ) 了 。 


相关 函数 具有 下 列 性 质 : 
1. 对 称 性 ， 即 
| Ray Gi 50 | SS x(t )S xz) (1.2-8) 
zCR AREE. B 
RyxC1,5) < SxCrSx Cn) (1.279) 
注意 到 


BLL + y] 一 十 区， ma 


z | X h) — KV = } 2RaxCR n) m 
x) 5 SxCn)Sx Cn) 
(1.2-9) 即 可 得 证 ， 

3. 非 负 定性 , 即 对 任意 o 与 确定 性 函数 g(t#), 有 


> > Ry x sy, tna Qn) 2 0 (1.2- 10) 


jw) kw 
其 证 明 类 似 于 《4.1-15)。 

协 方差 函数 真有 与 相关 育 数 类 似 的 性 质 , 只 是 (1.2-9) 右 边 应 
RZE olaola). EJ ÆDER, 一 个 随机 过 程 加 上 一 个 确 
定性 溺 数 之 后 ,其 协 方差 消 数 不 变 。 因 此 ,在 考虑 随机 过 程 的 协 方 
差 函 数 时 ,可 以 假设 随机 过 程 的 平均 冰 数 为 零 而 不 失 一 般 人 性 ， 

由 协 方差 泥 数 归 一 化 得 到 的 湛 数 


exx in) 一 Citato. (12-11) 
ox orl) 
RHO MARR ERE LE SM hb AR AER. Bie 
—1l* prx (n, 5) S 1 (1.2-12) 


1.2.2 广义 平稳 标量 随机 过 程 的 相关 吏 数 
一 个 二 阶 随机 过 程 O 
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E(X@)] 一 p, 一 BR (1.2213) 
E[XCOXCI + cy) = Refer} C1.2-14) 


别称 它 为 广义 平稳 随机 过 至。 广义 平稳 亦 称 二 阶 平稳 、 弱 平稳 或 
协 方差 平稳 。 严 格 平稳 的 二 阶 随机 过 程 是 广义 平 稿 的 ， 其 逆 一 般 
不 成 立 ， 一 个 重要 的 例外 是 高 斯 随机 过 程 、 对 它 来 说 ， 两 者 是 等 
价 的 《 见 1.6 )。 通 常 所 说 的 平稳 随机 过 程 ， 都 指 广 义 平稳 随 桃 过 
程 。 

例如 ,人 为 的 随机 过 程 


XG) -—- >» { A; cos wjt + B; sin wt} 
(^ d= 


式 中 o, 为 实 常 数 ; A 与 Bi DOXRIRUSCERUUE EK, SE, 
ELA] = ELBT] — oj. 该 过 程 的 均值 为 零 , 相关 函数 为 


Ry(r) = >> ai cos ajf 
imj 


Ai EE SETS. 
广义 平稳 随机 过 程 的 平均 函数 SHARED EAR o9 E, 
HIRS., SHARH., SARBAST ESRA 
8.5 9 8R2915 77 LUE EE RE. SARAR ms BH. EF 
AMBRE HARAT. 
I" AFERI RARA TA MR: 
'L 为 偶 函 数 ， 即 
Rx(—1) = Rx(r2 (1.2-15) 
2. 在 Tou 上 取 极 大 值 ， 即 
ROO) = 0, RXCO) < 0, Ry (0) m 5i (1.2-16) 
3. 非 负 定性 ( 见 《1.2-10)): 
4. 在 殖 机 过 程 不 含有 周期 性 分 量 讨 ， 
Ry€t — oo 了 一 > ui (1.2-17) 
3 ALCS Oe BE RENT» (1. 2-17)} — A RI A, XC) 
一 A+ Bsin(Qor t 0), Kh oTHM, A,B, 0. 为 独立 随机 恋 
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8.45 B Fo DORIEEA HS E, LOOK. RECE 
广义 平稳 的 ，px gr ReCr) — pi t ol + en + ak)cos wr/2, 
E r ook Rx ra ai. 

根据 性 质 1-4, BPE LY Re RHR, Mm 1.2-1 所 示 。 





图 +.2-! 广义 平 德 随机 过 程 的 典型 相关 订 数 
此 外 ， 从 相关 函数 在 * = 0 上 的 连续 性 可 推论 它 在 所 有 = di 
上 的 均匀 连续 性 ， 证 明 如 下 : 
Ry(r +8) — Rx(r) = EU{XCe— e) — XO)}XG + r)] 
AFAR PUER (Schwarz) 不 筹 式 
Ei XYI) = {ELX ELY)" 


有 

1RxCr +6) — Retr)? < 2RxCON Re(0} — Ryley} 
由 于 R&xkr) 在 7 = 0 上 的 连续 性 ,8 > 0 BE, (Rx CO) — Ryle} 
一 0。、 于 是 , 随 一 0 对 均匀 地 有 1 RCr +e) — R(T)| 一 0, 
这 个 性 质 在 理解 随机 过 程 的 均 方 连续 性 的 充 变 条 件 时 很 重要 ( 见 
"R3. 

BA, MPR ERIS 3€ PRÉC 5s E] —4 0] 75 Sm 
RRR A r, WEAR Cx (D) 也 具有 与 相关 函数 Ra) 
3S ay E f. 

最 后 说 明 一 下 ,在 有 些 文献 中 ,将 这 时 说 的 协 方差 函数 称 为 相 

关 国 数 ， 


L23 奖 量 随机 过 程 的 相关 矩阵 
一 个 矢量 二 阶 随机 过 程 XC(0- (XD XD XC)"; 
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t€ T) 的 相关 矩阵 与 协 方差 矩阵 分 别 定义 为 


RzaxC(n,n)-— ELX X77 CH] 
Rx x (n, 5) Rx x Cn, t): * * Ry x n, n) 
oo Rx x Cast) Ry Goh) +e Rxx, ht) 


Ry x (n, hy Rx,x Qn, 5 * Ry x Cn) 
(1.2-18) 
5 
Cxx(15n) = Cov[X(2,), X] 
om EÍ(XCGHO 一 ux GH Xa) 一 pD] 
Cy x (ht) Cr, Chistes de? Cy x nsn) 
a | Crx, Cst) Cxxx uh) Cxx Gon) 


生生 第 生生 


Crux ns) Cx x Gs ht Cy Gs n] 

(1.2-19) 

式 中 gu) 为 XO ZFA; Rx ix {tis 4) 与 C x x ts h) 

SAM d IA EZEEUBOEERUS AHH BBM Rx (n, 6) 与 

Cx x C t n) e kh) DB  PORS BATA BOER 

JSEHH x Ek. HWAENS EC SBREELA TE 
ARR, HÜC HORE BOXDOR EOS E V ERN, 

Hi TAXAS ADH SRR RAR 
Cx,x (55) m Ry, 2) — ax Gas Ch) (12-20) 
只 要 其 中 一 个 分 量 过 程 的 平均 通 数 为 零 , 丙 者 吻合 。 也 不 难 证 明 ， 


BARBRA FAEM: 
1. 对 称 性 
Rx,x (55) = Ran (tt) (1.2-21) 
2. AH 
l Rx x, Cisk)| = Sx Kn)Sy, Cn) (1.2-22) 


3. Rx x (tit) 是 非 负 定 的 。 
由 人 1.2-8) 与 (1.2-21) 知 ,相关 阜 阵 具 有 下 列 性 质 


+ i6 oc 


Rxyx(n, 5n) 一 RxxTCGn n) (1.2723) 
对 矢量 随机 过 程 ， 还 可 定 尽 一 个 归 一 化 访 方 差 矩阵 pxx(s， 
55)， 其 中 对 朋 线 元 赛 为 归 一 化 自 协 方 诈 ， 非 对 角 线 元 寄 为 归 一 化 
HW SRR 
Cx xi hh) 


ex x hs) = ax Ch ax, i) (1.2-24) 
亦 称 互 相关 系数 函数 ， 其 值 满足 下 列 不 等 式 
一 1 < px x, 5, n) I (1.2725) 


者 Relat) = 0, 则 称 XG) 与 XQG). 是 正 交 的 . 若 Cx un. (1, 
== O, RR XO XG) 是 不 相关 的 ， 
Mrs rz， 由 称 它 为 广义 平稳 的 。 这 不 仅 要 求 它 的 各 个 分 量 自 
身 为 广义 平稳 ,而 且 要 求 任意 两 个 不 同 分 量 之 间 为 联合 广义 平稳 . 
由 《1.2-23) 可 证 ， 广 义 平 稳 的 天 量 和 也 机 过 程 的 相关 和 矩阵 县 有 
RAUE B: 
Rr(r) = Ry™(—r) (1,2-26) 
WC 1.2-22)4625 
—Ox,0x, 十 Bx px, Rx (4) S oxox, 十 px px, 
(1.2-27) 
此 外 ， 当 GU 与 X16) FAN SA eS ERST S 
将 有 | 
Rx x(t = 00) > px pary. (1.2-28) 
REFERIRE ARAMA LRA, WITH HUE 
HARRI, fn] L2-2 BTR, HEM. Rar) 一 般 不 是 偶 
PUER, BRE v 一 0 上 和 达 最 大 值 ， 这 说 明 两 个 过 程 之 间 有 “相位 ” 
差 。 > 0 表明 XQ.CO 的 “相位 SET Xie), 
为 说 明 (1.2-28) 可 能 不 成 立 , 考 虑 两 个 平稳 随机 过 程 
Xi) = asinQor + P) 与 XC) — bsin(or -- 0 — 0) 
式 中 a,b,9 及 为 实 常数 , 钊 为 在 [0,270 EBSA HERES 
- 量 。 易 证 它们 各 自 为 广义 平稳 ,而 且 
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Pie, = 


€ es, Te, + My PX, 


fi 1.2-2 一 个 联合 广 文平 稳 的 随机 过 程 的 典 烈 立 相 关 函 数 


Rz xf《ry7 一 i cos( cor — 0) 


Rx,x,(r) 一 ": cos Cor + 0) 


因此 它们 也 是 联合 广义 平稳 的 。 然而 C1.2-28} 不 成 立 ， 

协 方 差 矩阵 与 归 一 化 协 方差 矩阵 也 具有 类 似 于 (1.2-23) 或 
《1,2-26) 的 性 质 。 互 协 方差 函数 与 归 一 化 互 协 方 莽 盘 数 也 具有 类 
似 于 互相 关 背 数 的 性 质 。 所 不 同 的 是 ,对 互 协 方差 函数 , (1.2-22) 
AIM ox tox, (0, CL2-27) BI E xj px,» CL2- 
28) MÍSIZULO, 


.1.2.4 随机 场 的 空间 -时 间 相 关 函 效 ( 张 是) 


标量 随机 场 (XCa.0;ucUC Rm, ie 的 空间 -时 间 相 关 
遂 数 与 空间 -时 间 协 方差 函数 分 别 定义 为 场 在 a 5 wm 上 的 两 个 
随机 过 程 X(u,£) 与 XQu OBS S JEOEPR EX 5 E E SEDI, GU 
- Rxy CU, shi, n)- EL XCar, n)XQT , #23] (1.2-29) 
与 
C xx (1, T 561582) mm E[iX(Cu,n) 
一 arka, n) HACE, 4.) 一 pxGV ,2)1] (1.2-30) 
AP axCu.,r) 为 该 场 之 平均 图 数 。 它们 之 间 满 足下 列 关 系 
Cxx CUu i5n,5) = RaxCit, a 6,5) — nxCm Jaxl st) 
(1.2-31) 
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Gs 
C kx(tt, 151, 2) = cim, e) (1.2-32) 
SMHS PIC, ae XC) — (06 28 [RI - B f] ee 
pxx Cr, a n, 5) m B NTC (1.2-33) 
若 axa) AMÉRNSST MH) t, RxxQu, ost, n) m Rerin, 
Tt = h — hs 则 称 随机 场 X(Qmu,0) 为 广义 平稳 的 . 若 nux, 
8) 29 SC, Rau (Qa,u';5,75) = Rax(r,7), r= w — a, WES TLES 
X(u,r) OM PRAIA. Sb, RxxCr,r)- RuxCr, 0), 
r= (ri MURAH XCar) OO MPS. SRR. A 
土 三 种 情形 下 ， 空 间 - 时 间 协 方差 与 归 一 化 空间 -时 间 协 方差 也 有 
类 他 的 表达 式 。 
空间 -时 间 相 关 函 数 ,空间 -时 间 协 方差 函数 及 归 一 化 空间 -时 
闻 协 方 姜 晒 数 分 别 具 有 互相 关 函 数 、 互 协 方差 函数 及 归 一 化 互 协 
方差 函数 类 似 的 性 岳 . 
ARBRES (XGn,:7); ue VCH, re T} 的 相关 函数 是 一 个 
定义 在 VX 了 上 的 二 阶 两 点 张 量 
RxxCu,u 545%) = E[XCu, s) X(w ,5)].— (1.2-34) 
BOHRER, cho XdcoRSENEXe. 354p npE $87; 3 SERES 
归 一 化 协 方差 张 量 。 
类 似 于 矢量 随机 过 程 与 标量 随机 场 情 形 ， 可 定义 矢量 随机 场 
的 广义 平稳 性 ,均匀 性 发 各 向 同性 ,并 讨论 相应 的 相关 张 重 等 ， 常 
用 于 近似 描述 一 个 矢量 随机 场 的 是 平均 矢量 ， 方 差 矢 量 及 归 一 化 
bp Ex€ Xm. 


1.2.5 广义 平稳 随机 过 程 的 相关 时 间 ( 和 矩阵 ) 与 强度 (给 阵 ) 


平稳 随机 过 程 的 相关 时 间 定 义 有 若 于 种 ,它们 具有 相同 的 最 
级 ， 这 里 采用 自前 常用 的 一 种 . 
对 一 个 平稳 的 矢量 随机 过 程 XO), sS L4 38x wg 
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M r| CuCrDidr 
(1.2-35) 


[ | Card de 


+ 
ctu 


| then de 


ctu m :于 -二 


r ICnCr)ladr 


式 中 CyCr) = Canl 为 KO 的 协 方差 矩阵 的 任 一 元 素 . 它 
们 分 别 给 出 Cal 在 正 负 = 域 的 面积 中 心 到 原点 的 距离 〈 见 
图 1,2-3), 称 为 互相 关 时 间 ， chr, 是 将 来 的 X,CO (严格 地 说 ,是 
X,— ey, FROMM PRED XC) WIPER, TO cv; 
.是 现在 的 XO AFM XO RIDIZAE THOR. ENË 
远 太 于 相关 时 间 的 两 个 不 同时 刻 上 可 近似 认为 两 个 过 程 是 不 相关 


(1.2-36) 





图 1.2-3 相关 了 时间 


BJ. E€-TU Ji 3EJSERSS DUT CL.2-26) 8S UE R, 
cT ™ ctfi (1.2-37) 
E i= k 时 ， 
cTh cti; cfi (1.2-38) 
PRHA- HRE, GESEK AS. cns MAA 
WMA. SPSEdeURIERBRULUITS, ARN Fic) r， 鉴 于 性 质 
《1.2-37) 与 人 《1.2-38), 对 一 个 = 维 平 稳 矢 量 随机 过 程 , 实 有 s" 1-38 
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KET, BSURSE—-iB3 ABE. 
SERRE XO), 还 可 定义 一 个 强度 和 矩阵 D= 
[D4,1, EEE 


Dj, 一 C Cure | (1.239) 


相关 时 间 与 强度 在 马尔 柯 夫 过 程 理论 中 起 很 大 作用 《 见 第 五 
X). 

对 平稳 标量 与 矢量 随机 场 可 类 似 定 义 相 关于 间 ( 张 最 ) 与 强度 
( 张 量 }， 对 均 名 随机 场 ,还 可 定义 相关 尺度 (长 度 \、 面 积 或 体积 )。 


13 随机 过 程 与 随机 场 的 均 方 微 积分 


随机 据 动 理论 中 ， 激 励 与 响应 之 间 的 关系 常 以 随机 微分 方程 
表示 。， 随 机 过 程 与 随机 场 的 微 积 分 有 三 种 . 第 一 种 为 样本 微 积分 ， 
它 基 于 随机 过 程 与 随机 场 为 样本 函数 之 集合 的 定义 ， 在 处 理 现实 
问题 时 ,这 种 徽 积分 最 为 合理 ,然而 数学 上 的 困难 使 得 这 种 微 积 分 
目前 还 只 局 限于 数学 家 的 圈子 之 中 。 SOMA RO mR, 
是 专门 为 处 理 马 尔 柯 夫 型 的 随机 过 程 与 随机 场 而 发 展 起 来 的 。 目 
前 随机 微分 方程 与 随机 稳定 性 理论 中 大 多 采用 此 种 微 积 分 ， 本 书 
HEBD bE MEA, P= ME 阶 矩 微 积 分 ,或 LR 
分 , 均 方 微 积 分 是 其 中 一 种 特殊 情形 。 应 用 中 ， 均 方 微 积 分 最 为 
普遍 ,这 是 因为 ,第 一 ,这 种 微 积分 是 用 二 阶 矩 来 定义 ,而 二 阶 此 是 
我 们 所 最 关心 的 ; 第 二 ,存在 一 整套 简单 有 力 双 成熟 的 方法 : 第 
三 ， 这 种 微 积分 的 推导 与 应 用 步 台 基本 上 与 普通 确定 性 函数 的 微 
积分 一 样 , 易 为 科技 工作 者 所 掌握 ;第 四 ， 对 应 用 很 重要 的 一 类 过 
程 与 场 一 一 高 斯 随机 过 程 与 场 ， 从 均 方 徽 积 分 的 性 质 可 推 由 样本 
微 积 分 的 性 质 。 因 此 ,本 书 中 , 除 特别 指明 之 外 ,项 用 均 方 徽 积分 


1.3.1 殖 机 变量 序列 的 收效 性 
邵 间 普通 微 积分 ,为 定义 随机 过 程 的 连续 性 \、 微 分 及 积分 ， 需 
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先 研 究 随机 变量 序列 的 收效 性 或 极限 ， 一 个 随机 变 重 , 若 其 一 阶 . 
二 阶 矩 为 有 限 , 则 称 它 为 二 阶 随 机 变量 .本 小 节 给 出 二 界 随 机 交 有 各 
FANG RHE MER MR, HHP Ht 
HR. 

AGERGAEEUEER MILERE Xn 一 1,2. BRR r 一 
2 几乎 肯定 收效 于 随机 变量 X , 如果 

P[imX, = X] 1 (1.3-1) 

记 以 | 

X,—-X, Bb ac— lim X,— X, R limX,— X wp.l. 


其 意 为 ,除了 概率 为 堆 的 样本 外 ， 芭 ,的 每 个 样本 序列 收敛 于 XX 的 
对 应 样本 ,这 种 收 伍 也 称 几 平 处 处 收银 ,或 以 概率 eee. A 
CRO CAM TBs. AH, XX, 的 几乎 肯定 (或 以 概 
X 1) 的 极限 ， 

均 方 收效 ”随机 变量 序列 X, EOS BB n — 00111525 E 
AFAN 区, 如 果 

lim E iX, — Xi] = 0 (1.3-2) 

记 以 


Mai 


X, 7X, 或 ms 一 lim X, — X, S Lim X, — X | 
BE, X X605 X. 的 均 方 极限 ， 
sR NEERA X. PRO 2 - ORT 
随机 变量 X, 如 果 对 每 一 个 670, 
lim P{|X,—X| > s1—0 (1.3-3) 
isla 
XX， R a limX, = X, R LipX,— X 
ix Ph Bi ea, C ORTARA FARE, X BRI X, AY 
随机 极限 . 
Hubka RPL X, rs 一 co 在 分 布 意 
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ME AFL OX, oR 
lim P Cx) 一 Fi(x) (1.3-4) 
在 Fa 的 每 个 连续 点 上 成 立 。 相 应 地 ，X R X. 在 分 布 意 
义 上 的 极限 ， 
可 以 证 有 明 中 ,这 到 种 模式 的 收 语 性 之 间 存 在 如 下 关系 : 
儿子 肯定 收效 =、 . 
"PR VUE gi a=> 5} Ti RM pax 
| 35) 25 Ur a 
其 中 -一 表示 意味 着 REM". ILS HERR 
WRABRDSHRRBKA, 以 上 关系 在 图 13-1 中 表示 得 更 为 清 
Mr. 





Al.3-) DP er Hs n (S8 XR 


均 方 收效 《极限 ) 的 性 质 : 

1. 均 方 极限 运算 与 期 望 运算 可 交换 , 即 
T 

Li.m.X, “= X, W fim EEX,] m E[X] 

2. Li.m. 是 线性 算 子 , 即 
LimX,- X 5 Lim Y, Y 
则 对 任意 常数 a 与 5;， 有 

Li.m.CoX, 十 bY., m= aX + Y 
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3. 均 方 极限 是 唯一 的 ， 列 

T 
Li.m.X, = X Aki Li.m.X, = Y 
gj 
XY 

这 里 区 二 了 表示 在 均 方 意义 上 相等 或 等 价 ， 

均 方 收效 准则:， 随机 变量 序列 X, Bü» oOo E 
伍 于 随机 变量 X 的 充 要 条 件 是 ， 当 m,n 以 任何 一 种 方式 趋 于 无 
at, A 

E(|X, — Xni] ~6 (1.3-5) 


13.2 随机 过 程 的 均 方 连续 性 


一 个 二 阶 随 宙 过 程 {Xt e Tb 称 为 在 固定 的 : € TES 
FER, 5 
Lim. XG +r) 7 XG), 6+ ee T (1.3-6) 


均 方 连续 准则 ; 二 阶 随机 过 程 XO) 在 1 € TLRS 
充 要 条 件 是 , 它 的 相关 函数 Reels) YE Gt) 上 二 元 连续 。 5 
Xr) 为 平稳 时 , 则 为 Rx(r) 在 一 0 上 上 连续， 


XO) 在 工 上 均 方 连续 的 充分 必要 条 件 是 ,对 每 个 eT, Rex, 
DE Ct) LITER XO 平稳 时 ,充分 必要 条 件 变 成 Rrr) 
在 zx 一 0 上 连续 。 

如 同一 个 随机 变量 序列 的 均 方 收效 并 不 一 定 意 味 荐 几乎 肯定 
收效 ， 移 机 过 程 的 均 方 连续 性 也 并 不 一 定 意 味 荐 它 的 样本 图 数 的 
连续 性 . 


1.3.3 ”随机 过 程 的 均 方 导 数 
一 个 二 阶 随机 过 程 (XCO, e T) RAE: e T VERE AE, 
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如 果 下 列 极限 存在 


Lim Xét XO) (13-7) 
上 述 极限 记 为 4dXQ)/d: WR OXQO, FH XG) 在 于 处 的 均 方 导 
w. E XO) 在 了 上 每 一 点 都 均 方 可 微 , 则 称 它 在 工 上 均 方 可 微 . 
Zi XQ) WAM, WK XC) 为 二 次 均 方 可 微 。 其 导数 记 为 
PX) /{d? 或 R) TEUELS IR. 

二 春 随 机 过 程 XG) 在 1 eC THAD WMHRERHEBER 
RRM Rex) Cyt) 上 广义 二 次 可 微 , 即 下列 广 义 二 阶 导 
数 存 在 : | 

lim [Reet ths +R 2 — Rxx Gor h 5) 
v — Rx (t ,54- À! ) + Rxx G 5) )/ hh (1,378) 
只 要 Ryx(n5) 在 《zt 上 关于 # 与 1 的 一 阶 偏 导数 存在 ,二 阶 
偏 导 数 存在 且 连 续 ，Rxxti，?) 在 C, D 上 就 是 广 愉 二 次 可 微 
8g, XG) 在 个 上 均 方 可 微 的 充分 必要 条 性 是 Rix(n s) 在 一 切 
(6, D, se T) 上 广 沁 二 次 可 微 ， 广 义 平 稳 随 机 过 程 XGO OH 
方 可 微 的 充分 必要 条 件 则 是 其 相关 冰 数 Rer) 在 一 0 上 的 一 
阶 ,二 阶 导 数 存在 ， 
fin, XC) = acos Cos + 6), 式 中 与 w 为 实 带 数 ， 艰 为 在 


[0,2x) 上 均匀 分 布 的 随机 变量 .其 相关 冰 数 Ran) A atcos wor 


在 一 和 处 的 任何 阶 导 数 存 在 ,因此 ，X5 共有 任何 有 限 酚 均 方 
导数 。 又 如 ;相关 阔 数 为 Rx(r) 一 oe", g Fa OKRA s> 
0 的 平稳 随机 过 程 是 均 方 连 综 但 非 均 方 可 微 ， 

均 方 导数 具有 下 列 性 质 : 

L 5375 RT ORCERER MEE ES, Stn IA DÀ 

2. 均 方 导数 若 存在 则 必 是 唯一 的 ; 

3. 均 方 微分 算 子 d/d 是 一 线性 算 子 ; 

4. 车 随机 过 程 XC) RD ATR) 为 普通 可 微 函 数 , 则 C2) 
X Xko 也 均 方 可 微 , 且 


+ 35 > 


4 (oxi = Cx + po FF —— (139 
dt di di 


5. MAERAH EARRAK. Wi, SMALE 
XG) TEKSA SER , B] 


~~ Ryx(5,5) = Reierytor(t, )0 (1.3-10) 


式 中 Xam eX) de, 当 XG) 为 平稳 随机 过 程 时 , 则 有 
C02 ———Rrr(r) = Royi er) (13-11) 


Mitt, XC) 的 均 方 导数 过 程 的 相关 函数 可 以 X(t)》 AA DBRS 
th. 特别 是 ,由 于 Rxx€r) rN Res. 


Rx4(0) 一 2- Rexel 一 
RAF SaaS GABAA R51 a I RE IE 25 89. 
”由 性 质 5 还 可 得 出 如 下 结论 ， 任 一 平稳 随机 过 程 的 导数 过 程 
353 452938, 


13.4 随机 过 程 的 均 方 积分 
随机 过 程 的 均 方 积分 有 丙种:” 均 方 黎 党 积分 与 均 方 黎 曼 -斯 
RT. 
一 、 均 方 黎 曼 积分 
设 RORI T} 是 一 个 二 阶 随机 过 程 ， (n5, 1€ T3 fee 
的 普通 函数 , 且 对 每 个 做 数 e Vo ufq, Em Le, blc T B 
一 组 分 点 : 
站 
全 
SEE F SUG Lae E 
Yr) = » fre XCEL, — n) 
t=] 


式 中 Fy 是 [n 55742 FNESTE— AA. 若 对 每 个 y € V, BE BR 
中 36 + 


Li.m.Y,(o) = YCo) 
aye 
Be, WE YCo) 为 fG,0e)XCe) 在 Le, à) LHHTRERS, 
并 记 以 
Y») = Ü fG,o)XCOdi (1.3-12) 


fG,9)XO) 在 le, 6] 上 均 方 黎 曼 可 积 的 充分 必要 条 件 是 下 
APG ERBRO RE: 


MODO OD (13-13) 


#(1.3-12) FRAO, REH, 或 下 限 为 一 0 同时 上 
o, 则 称 Yo) 25] X35 1E E340. Kore fEBS SE SEA PE S 
为 (1.3513) 存 在 ,只 是 相应 的 下 限 改 为 一 0，, 或 上 限 改 为 0， 或 上 
下 限 同时 改 为 co 与 一 co. 

均 方 狐 受 积分 具有 下 列 性 质 : 

1 XC) 在 leb] ESHER, RJ XCO 在 ileb] EX 
A" Bm; 

2. l 5 BAS EXE ULP nE— ; 

3. 均 刻 积分 是 一 种 线性 可 加 运算 ,并 可 与 期 望 运算 交换 次 序 ; 

4. 若 随 机 过 程 XCO fp T E337; Hp E, SHAR iss) ET 


x 了 上 连续 , 且 具 有 有 限 的 一 阶 偏 导数 T, 则 


Fiò = f f(2,5) XCsyds 
的 均 方 导数 在 人 上 存在 ， 且 


YG) = f Pes X(s)ds + fG, DXO (43-14) 


s. GRRL XC) TELASI, SBME TX Tb 
wR, CH ta SR OF/8s 存在 , 则 


f Ka, sXC s jds — Ct, s)XCs) ， 


» SF 5 


" | fa. X(s)ds (1.3-15) 


Be f(ns)- 1,C1.3- 154029 
Jj XGo0ds = X(t) — XC) (1.3-16) 
《1.3-15) 为 均 方 积分 的 分 部 积分 公式 ,(1.3-16) 是 均 方 数 积 分 的 基 
本 定理 . 
=. SUD R-EUNPENUBA 


设 {XtD,t& 工 } 为 二 阶 随 机 过 程 ， fCO. 为 在 了 上 的 普通 有 有 
限 闻 断 的 阴 数 ， 考 下 fo,5]CT 的 一 组 分 点 : 
和 
人 


并 作 下 列 随 机 变量 
F, ~ > XQ, UAC — Fy) 
其 中 neina A 


存在 , 则 称 此 极限 V. 为 XG) 关于 Ko 在 le, 6] bti 
曼 - 斯 蒂 吉 斯 积分 ,并 记 以 
Vim [xci (1.3-17) 
类 似 地 ,可 定义 K) 关于 XC) 在 lab) LARS aS 
斯 积分 
y,— f KAX (1.3-18) 
当 函 数 Ke) BTM (13-17 4525 15)75 3888 9153 (1.3-12), [I 
样 , 当 随机 过 程 XG) 为 均 方 可 微 时 , (13-18)40252527 SERE) 


《1.3-12)。 但 若 Ke) 或 XG) WHAM, pig fO) 有 有 限 间 断 ， 
加 C1.3-17) 或 (1.3- 18) 就 不 能 化 为 均 方 黎 有 去 积分 。 正 是 在 这 种 情 
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形 王 均 方 黎 曼 -斯 蒂 吉 斯 积分 才 是 重要 的 ， 
RS BERS V. 5 V. FEDES GERED 
ALA " 


"n R yx, dfGOdfCs) (1.3-19) 
与 
i fU GYdRaxG, 8) (1.3-20) 


存在 。 

当 (1.3-177? 或 (1.3-182 中 积分 下 限 为 一 ， 或 积分 上 限 为 co， 
A FRS LRG ooh, V ROV. ERI X10 Xe5b- 
斯 还 吉 斯 积分 ,它们 存在 的 充分 必要 条 件 分 别 为 当 上 下限 相 应 换 
R oo B, — cont $15 (1.3-19 BEC 1.3-20 9 E. 

均 方 魏 曼 -斯 蒂 吉 斯 积分 具有 普通 斯 蒂 吉 斯 积分 的 性 质 , 如 礁 
一 性 ,线性 ,可 加 性 等 . BY, 与 Vi 同时 存在 , 划 


r XG4f(G 一 UXCOÍGO) | -- (EDAX) (1.3-21) 


这 是 均 方 笋 曼 - 斯 蒂 吉 斯 积分 的 分 部 积分 公式 ， 
期 望 运算 与 均 方 黎 曼 -斯 鞍 吉 斯 积分 运算 次 序 可 交换 ， 例 如 ， 
V, 5 V, 的 均值 与 方 姜 分 别 为 


gtvi = | EIXO (1.3-22) 
BV.) 一 | Ko«Etxco» (1.3-23) 
EIVI 一 人 | Rexe) (1.3-24) 
tva = | | forGaiR Go (1.3-25) 


13.5 ”矢量 随机 过 程 与 随机 场 的 均 方 连续 性 、 均 方 导 数 及 均 
方 积分 
若 组 成 矢量 随机 过 程 的 各 分 量 过 程 都 均 方 连续 、 则 该 矢量 中 
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机 过 程 也 均 方 连续 。 这 一 沦 断 也 适用 于 均 方 可 微 与 均 方 可 积 。 同 
时 ， 矢 是 振 机 过 程 的 均 方 导 数 与 均 方 积分 也 具有 标量 随机 过 程 的 
均 方 导数 与 均 方 积分 相应 的 福 质 

一 个 随机 场 XCu,:》 是 空间 坐标 与 时 间 的 随机 多 元 函数 . 在 
空间 一 个 固定 点 上 , 它 就 是 一 个 随机 过 程 ， 因 此 ,关于 随机 过 程 的 
均 方 连续 性 、 均 方 导数 及 均 方 积分 的 论述 可 引伸 到 随机 场 对 时 间 
! 的 均 方 过 续 性 ， 均 方 偏 导数 及 均 方 积分 上 来 。 而 随机 场 关 于 任 
一 空间 坐标 分 晤 的 均 方 连续 性 、 均 方 偏 导数 及 均 方 积分 可 念 黑 对 
时 间 * 那样 讨论 ， 不 准 推 类 ， 随 机 场 的 购 方 偏 导数 与 均 方 积分 也 
RAMU ES TARNA SH SRE R. 


L4 ”随机 过 程 与 随机 场 的 谱 描述 


在 确定 性 的 线性 振动 理论 中 ， 常 对 复杂 的 激励 或 响应 作 频 庶 
分 析 ， 这 是 因为 系统 的 线性 允许 应 用 郑 加 原理 ， 系 统 对 任意 激励 
的 各 谐 波 分 基 的 响应 之 和 , 就 等 于 系统 对 激励 的 总 罗 应 ,而 且 系 统 
对 任 一 谐 波 分 量 稀 响 应 可 通过 简单 的 莱 法 运算 得 到 ， 这 样 可 大 大 
地 简化 线性 系统 对 复杂 激励 的 喀 应 求 售 问题， 

在 线性 随机 气动 理论 中 ， 谱 分 析 仍 然 十 分 重要 ， 只 是 这 里 用 
的 是 功率 谱 密 度 ( 简 称 谱 密 度 )， 而 不 是 确定 性 情形 的 频谱 。 本 节 
将 较 详细 地 讨论 随机 过 程 与 随机 场 的 谱 密 度 以 及 由 此 派生 出 来 的 
统计 量 . 


1.4.1 平稳 标量 随机 过 程 的 谱 密 度 


溢 频 分 析 的 数学 基础 是 傅立叶 分 析 。 一 个 周期 性 函数 可 表示 
成 一 个 傅立叶 级 数 ;一 个 在 (一 co ,oo ) 上 绝对 可 积 的 非 铅 期 函数 可 
表示 为 傅立叶 积分 然而 平稳 随机 过 程 的 样本 函数 无 始 无 终 , 婚 
非 思 期 炙 非 衰减 ,一 般 不 是 绝对 可 积 的 ,因此 不 能 直接 对 平稳 随机 
过 程 作 传 立 叶 分 析 ， 

可 以 有 三 种 办 法 克服 上 述 困 难 , 从 而 时 才 三 种 谱 密 谋 的 定义 ， 
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它们 从 不 同 角 度 揭示 了 谱 密 度 的 省 义 与 性 质 ,并 有 不 同 的 用 处 ,本 
小 节 给 出 这 三 种 谱 密 度 的 定义 ,并 证 明 其 等 价 性 ， 

如 前 所 达 ， 相 关 函 数 在 对 随机 过 程 的 近似 描述 中 是 最 重要 的 
统计 量 ， 在 平稳 随机 过 程 不 包含 周期 性 分 量 与 均 信 为 零 时 ， 它 的 
相关 函数 在 + 一 too 时 是 训 碱 的 ， 从 而 有 可 能 表示 为 傅立叶 积 
分 .在 过 程 包含 周期 性 分 量 或 均值 不 为 零 时 , 它 的 相关 函数 将 具有 
相合 局 期 的 央 期 性 分 量 或 常数 ， 这 些 周 期 性 分 量 或 常数 可 表示 成 
传 立 叶 级 获 ， 因 此 ， 有 可 能 对 一 个 平稳 随机 过 程 的 相关 阔 数 作 健 
立时 分 析 ， 这 种 猜想 已 得 到 严格 的 数学 证 明 ， 

事实 上 ， 一 个 均 方 连续 的 平稳 随机 过 程 XCO 的 相关 函数 
RxCr) Ec 的 实 的 , 非 负 定 的 连续 函数 ,根据 Bochner 定理 中, Č 
可 表示 成 如 下 健 立 叶 - 斯 带 吉 斯 积分 

Rx(r) 一 | e ddixl wo) (1.471) 
Heh grlo) Boag, TORR, S RxCr) 绝对 可 
积 , 例如 不 包含 周期 性 分 量 或 常数 时 ，gx(w) 将 绝对 连续 、 于 是 
存在 导数 Sx(w) 一 dpxCw)/dw, (1.4-1)》 可 改写 成 傅立叶 积分 形 
式 

Rx(r) 一 | Sx (Co) eer do (1.4-2) 


AP Silo) HORS AE MAIR. CARE A Rx(r) RB 


Sylw) = L| mee (1.4-3) 


$rCo) 称 为 平稳 随机 过 程 XCO HCH). 而 Selo) 称 为 
XCGO 的 谱 密度 (函数 )。 相关 函数 与 谱 密 度 互 为 传 立时 变换 ,这 一 
特殊 的 变换 对 C1.4-2) 与 (1.4-3) 称 为 维 纳 《Wiener)- 辛 钦 (Khin. 
thine) 尖 系 式 , 是 他 们 二 人 首先 导出 了 这 一 关系 “”， 注 意 , 一 个 
平稳 随机 过 得 的 相关 为数 与 谱 密 度 所 包 人 省 的 关于 该 过 程 的 信息 是 
等 价 的 。 所 不 同 的 是 ， 相 关 汕 数 所 表示 的 是 该 过 程 在 时 域内 关于 


和 @1 s 


BAHAR, mg wrHEPISCRRURE DO ETARA TEE 
的 统计 信息 . 


由 于 ReCr) 是 7 ARAH, (14-2) 53 1.4- 3) TKR REE 
傅立叶 积分 形式 
Rrr) = 2 N Sx (i) cos wrda (1.4-4) 
Sx) = 工人 Rx(t)coscrdc (1.4-5) 
C1.4-2) 与 (1.4-4) 中 令 c — 0,18 
ELX] ~ Ry(0) 一 | Sx(a)do 一 aN Surfoydo (1.4-6) 


由 此 可 知 ，Sx(w) 是 XCO 的 均 方 值 的 谱 分 解 。 因 此 可 称 为 均 方 
HEE, BCE, XG) 表示 电流 或 电压 , 则 其 平均 功率 与 
ELX'G)] 成 正比 ， 因 此 ,Sx(w》 叉 常 称 为 功率 谱 窗 度 , 而 $z(e) 
FER x. 

当 平 稳 随 机 过 程 O dà E ES ERES, WE 
dx (ao) 将 在 相应 的 频率 上 出 现 有 限 的 间断 ,在 这 些 频率 上 ro 
AOR, (RASA IARE SAR, SxQe) TE, Pin, 平 


REPLI XC) — acos(ag 十 O) 的 相关 函数 为 Retr) 一 = 


X a! cos coy , 而 谱 密 度 为 SxC0) 一 x e LGo es) + 6(c—42)]. 


又 如 , 若 XC) BE ux = 0,9] Sx(0) = 2580), 
对 (1.4-2) 与 (1.4-3) 两 边 形式 求 导 ， 得 


PRCT) je | co $x (ye deo (1.4-7) 
dz" 一 
CD 7 wp r*Ry(r ede (1.4-8) 


由 此 可 知 ，r"Rx(r》 的 绝对 可 积 性 , 即 RxCr — 00) FESO 
次 决定 了 Selo) 的 可 微 次 数 9, FR, Salo 一 00) 的 无 穷 小 
阶 次 决定 了 RC) 的 可 微 次 数 。 令 (1.4-7) 中 二 0 可知 ， 平稳 
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随机 过 程 XO DADER 3979 8] SRI 3E A EAR Fen RT FE 
€ 与 到 的 适当 得 之 滁 积 的 积分 表示 。 例 如 ， 均 方 过 续 的 充分 必 


Bet |" Slade < co; 一 次 均 方 可 微 的 充分 必要 条 件 为 
B Syla do « oo :等 等 。 


令 C1.4-7) 中 s —2,H -9(L3-11 9B s= m~l 
EE 


Ruli) = — -É RaQG)- | wiSr Co)e dis 


dr? 
从 而 
Sio) — e Sx) (1.4-9) 
局 理 
Sala) © ctSx(u) (1.4-10) 
更 一 般 地 
Sy) m w™*Sy Co) (1.411) 


因此 ,一 个 于 稳 随机 过 程 XC#) 的 任意 阶 均 方 导数 过 程 XC), 如 
果 它 存在 , 它 的 谱 密 度 可 由 XCGO 的 谱 密 度 按 (1.4-11) 导 出 。 

WBE Sreo) XE CF —00-0 « cp ， 称 为 双边 谱 密 度 。 此 
外 有 单 边 谱 密谋 Grlo) 一 28x(w), 定 义 于 e 20, 工程 应 用 中 
WHA f o/2« 表示 频率 ,并 应 用 单 边 谱 密 度 (或 实验 谱 密度 ) 
Gif) 一 4x3x(wm)，f 六 0， 此 时 维 纳 - 辛 钦 关系 式 变 成 


Ry(r) 一 Gxlf)cos2af rdf (1.4-12) 
Gif) —4 N Rx(r)cos2nf vdr (1.4-18) 


+ XR + 9 > è ù t ù u kk OC à oe ù k & + $ — ^ 


虽然 一 个 平稳 随机 过 程 XO 在 无 限 长 时 间 区 间 上 不 能 进行 
傅立叶 变换 ,但 在 有 限 区 间 IT, T] 上 的 健 立 吐 变换 总 是 存在 
的 | 


Xo, T) = LA" xiecsa (1.4-14) 


+ 43 « 


式 中 X(o,T) —RE—-TE MELEE, RA 
E[IXQo, TP) = El XCGo, T)X*Co, T)] 


f (T 
-l Rt, — tee ds dt (1.4-15) 
Ag! -F J-F 


引入 变换 


(1.4-16) 


r= B — [f 


TH BZ HYBRID LASTE TIE aR EH, LES 1.4-1, (14-15) ER 





BUXGo, Tats |^. GT — IrDRA Ge mer 


(1.4-17) 
(1.4-17) 右边 的 积分 在 了 一 中 时 一 般 不 存在 ,这 可 用 由 《1.4-14] 
Ay ASE d SAT F PUM SER CParseval) 4 BB: 


| E [XCOM» =e 2x | E[IXCo, ,T)l]do. (1.4-18) 


《1.4~18) 的 左边 为 平稳 随机 过 程 在 [— T,T] 上 的 总 能 是 ,因此 ， 
2xE[L|XX(w,TD)|} 为 能 十 谱 密 度 。 击 于 平稳 随机 过 程 在 无 穷 时 间 
ECIB) E B3 XE E29 UE DC. ELI XQo, DIO fE T —90 IER EXE, 
FAT, — Br SES SE DV IE 5353 25 088 RIZ Bed PRU, A SR 
密度 在 TY 一 oo 时 是 存在 的 、(1.4-173 RELL «/T, ARERR 


+ ġġ + 


lim = E[IXCo, T1] 


IT 
一 lim LU. (1 — i )RxCr)e adr (1.4-19) 


T+. 
— 


lim Lf 7 kal Rx(rye "dr — 0 
Toe 2x Jit 2T 


从 而 
lim = E[|X(o,T)|7] 一 LP RaCrye iede — (1.4-20) 


对 比 C1.4-3) 与 (1.4-20) 可 知 ,C1.4-20) 的 左边 确实 是 谱 密 度 , 且 与 
用 相关 函数 的 传 立 时 变换 定义 的 谱 密 度 等 价 。 于 是 


$30) — lim = E{|X(o,T) [7] (1.4-21) 


EA, C1.4-21) 89888 SH CR eR, (14-21 BE SUR 
谱 密 度 定义 是 碧 前 广泛 采用 的 用 快速 伟 立 时 变换 CFT) 估计 谱 
密度 的 依据 ， 

三 、 平 稳 随 机 过 程 的 谱 分 解 

维 纳 发 展 了 一 种 广义 谐 和 分 析 理 论 四 ,按照 这 个 理论 , 尾 一 确 
定性 的 振荡 型 时 间 函 数 xC TARR TARH- E 积 
5r 

xr) = r edze) (1.4-22) 

式 中 z(e) 是 由 xD 的 形式 唯一 项 定 的 复 函 数 。 x0) 为 周期 
性 函数 时 ，(1.4-22) 左 边 化 为 傅立叶 级 数 ; x(z) 为 非 周期 函数 但 
Bü: 一 0 足够 快 地 衰减 时 ，xCw》 对 所 有 w 可 微 X1. 4-220938 3046 
为 健 立 叶 积 分 ; 0) RAEN ERAT, o) RTR, H 


ds(ao) | = Cy do ), 这 说 明 ldx(o)| 比 do 大 得 多 ， 这 是 由 
于 非 训 减 的 信号 比 衰减 的 信号 所 含 的 能 量 大 得 多 , 然而 1da(o ) 


e 45 « 


[do = Ko) BARRED, (o) 就 是 信号 区 的 功率 谱 密 度 ， 
以 上 分析 可 推广 于 随机 过 程 ， 一 个 均 方 连续 的 零 均 值 平稳 随 
机 过 程 X@) 可 表示 成 如 下 均 方 博 立 时 -斯 还 吉 斯 积分 外 
XG) = | e" 42 Cw) (1.4-23) 


Arh {Zelo}, 一 oo < eoo) 是 一 个 由 XC) 唯一 确定 的 左 
连续 的 复 信 随机 过 程 ， 它 具有 正 交 增 量 ， 即 对 o < os 过 wi 二 
ws 有 
EL{2x(tw;) — ZC DH ZY Co) m Zia JH = 0 (1.4-24) 
或 
E[dZ (o MZXCo')1 一 dix o)8(o 一 o) (14-25) 
FH (1.4-23) 5 (1.4-25), XC) BUB HR HEH (14-1), 当 
McCoo) BPR, C1.4-1 4E29C1.4-2), fC 1.425 ) de n 
E[dZx(w M ZX(o' )) = SxCw dwd€w — wY} (1.4-26) 
显然 ,3Sx(o) 就 是 平稳 随机 过 程 XO 的 谱 密 度 .因此 ,可 用 (1.4- 
23) 上 与 (1.4-26) 定 义 谱 密 度 , 它 与 (1.4-3) 折 定义 的 谱 密 度 等 价 ， 
SH RHF XG) 具有 非 零 均值 ,从 要 从 XC) Tha 
去 均值 , 即 可 按 (1.4-23) 进 行 谱 分 解 。 若 扩 (?) 侣 有 周期 性 分 量 , A 
Pelo) 将 在 相应 频率 上 不 可 微 ， 从 而 54(o) 含有 相应 的 8 BÉ 
数 。 
最 近 ,Lin 与 Yong’ MFS CKarhunen)-f B(Loéve} JE 
交 展 式 观点 对 随机 过 程 的 谱 分解 重 新 进行 了 考察 ， 


.142 谱 参 数 与 带宽 度量 
一 个 平稳 随机 过 程 XQ BOSE A BPE v9 


t = [ *GxCouo)dwo -— | | co (4S eC eo de 
k = 0,1,2,--- (1.4-27) 


式 中 Go) 与 Sa) 分 别 为 XG) 的 单 边 与 双边 谱 密度 。 由 
《1.4-7) 知 ,偶数 阶 谱 抢 2, 还 可 按 下 式 计算 : 


+ ġġ è 


P 
ha m C1 Ty RAT) lee b 0,2,4,--- (1.4728) 


SMR, Agm ak, m= oh, hc ci. 
对 每 -- 个 谱 矩 ， 存 在 一 个 特征 频率 


ao 
2, — (i Q,Ri,29* (1.4-29) 


这 些 特征 频率 形成 有 序 的 数列 0, On CR 1,2, 77). Q0 75 


平均 频率 ，@， 可 认为 是 均 方 根 频率 ,2, 一 SO — 81 为 标准 差 频 
率 。 
XXe 


gu Gem (1 — Ay | (1.4-30) 


在 0 与 1 之 间 变 化 ,因为 根据 施 瓦 兹 不 等 式 , BA 0 SETTE WESS 
1。 4 是 谱 密度 Grlo) D, Slo) 的 分 散 度 ， 即 随机 过 程 X(O 
的 带宽 的 度量 。 gS On, XG) 为 窄带 过 程 。 4 为 有 限 值 时 ， 
XQ) 为 宽带 过 程 ， 
dE HER, 最 为 重要 。 可 定义 一 个 类 似 于 9? 的 无 最 纲 
谱 参 数 


“re 
ex (t — A) (1.4-31) 


它 也 在 0 与 1 之 癌变 化 ,也 是 随机 过 程 的 带宽 的 一 个 度量 ,但 不 如 
‘oe, 
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在 随机 过 程 理论 中 ， 平 稳 随 机 过 程 常 根据 其 谱 密 度 的 特性 来 
分 类 ,并 由 此 引出 一 些 特殊 名 称 , 其 中 最 流行 的 是 白 噪 声 ， 它 是 均 
HHT EE ARS TR % 的 平稳 贿 机 过 程 。 由 (1.4-27 可 知 ， 
它 的 相关 函数 为 2«3,00(0). t 1.2.5 节 中 定义 ， 它 的 相关 时 间 
一 0, 而 强度 D 245. 它 的 方差 或 均 方 值 为 无 穷 大 ， 可 见 ， 
BRBEER AT ESHA ZAMS RAR, BEAD HE Re 
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RAETIA IL SPR SRO RESET RU CRAT 功率 ”. 
六 此 ,实际 上 它 不 可 能 存在 , 它 只 是 相关 时 间 极 短 的 实际 过 程 的 一 
种 理想 化 模型 。 由 于 乌 友 声 在 数学 处 理 上 具有 简单 方便 之 优点 ， 
它 在 随机 振动 理论 与 实 喜 中 占有 重要 的 地 位 ， 应 谱 明 的 是 ， 上 述 
BRPENPFABR EDR SH, REAR OA. BR 
ARTA —-P SRA ARE SAR eR, 但 通常 所 说 
ROME TEER CA B, KTEODKRSEABG ER A MH iv 
AB, 

EXE E BRE ROR A RAA FR ELEGIR, 
—"TEXSHESEISEBULILER, 2pSDHESEBE REAR Lb OES 
数 ,就 称 为 限 带 白 噪 声 ， 其 中 一 种 情形 是 


S) — p" Ie] So, (1.4-32) 


t, lol >a, 
RP e, 称 为 截止 频率 。 相 应 的 相关 函数 为 
R(r) — 23, iar (1.4-33) 
另 一 种 情形 为 | 
SC) 一 n ei & lol & i, (1.4-34) 
a, 其 余 | 


式 中 《ws 一 o) 至 少 与 《ol 十 wz)12 同 量 级 ， 相 应 的 相关 函数 
为 


Rr) = 25, Sinet Sext (1.4-35) 


iar We Ra ee. Aa SS, BR MRS] 
君 作 是 限 带 白 噪声 在 c, o co 时 的 极限 ， 
凡 不 是 白 虽 声 的 平稳 随机 过 程 展 可 称 鸭 有色 噪声。 其 中 一 类 
被 称 为 其 有 有 理 谱 密度 的 噪声 ， 其 谱 密 度 可 表 为 
S0) S, w 十 a, 7 * e +++ +a, 
| | ai" + by uam] E. 4, 
AP 3,270, a; 与 56, AKER, DR COPE) 的 有 限 性 要 求 
+ 48 4 


(1.4-36) 


mon, 第 三 章 中 将 说 明 ， 这 种 噪声 可 君 成 是 一 个 线性 动态 系统 
对 白 噪 声 的 平稳 响应 和 过程。 实际 有 色 了 曲 声 往往 可 朋 这 种 曲 声 来 近 
B. | 

xj t MW ERST 29 0E ERE, eTR EAE RATER m,n, 
e; & b; ZE. 


14.4 FRB ROS EE eee 


可 以 用 1.4.1 中 三 种 定义 平稳 标量 随机 过 程 谱 密 度 的 办 法 中 
的 任何 -种 来 定义 平稳 矢量 随机 过 程 的 谱 密 度 和 矩阵 。 
一 个 均 方 连续 的 平稳 矢量 随机 过 程 XC) 一 (XO XO, 
- XO)" 可 表 元 成 如 下 矢量 伟 立 吐 -斯 蒂 吉 斯 积分 
Xo -] sig Zr wy) (1.4-37) 


式 中 [£x(o),—90 « oo} 是 由 AX) 唯一 确定 的 \ 左 连续 
HARES, CRA EBE, R 
E[2ZX(o)4ZX(o')) — dP klao — wo) (1.4-38) 
当 Pelo) 可 微 , 或 允许 在 SxCo) PAs 5 BRN, A 
dU pCa) = S glin Ydo (1.4-39) 
其 中 


Sea) Sac C) Sas C0) 
Sx(o)- Sx.x€@) Sax (0) Su Co) (1.4- 40) 


"o OW do * od 9 o 039 FOX oo o do - ^ or mna. 


Sy x Co) Sr a C6 Sx x Cw) 


就 是 平稳 矢量 随机 过 程 XC) 的 谱 密度 和 矩阵。 该 矩阵 的 主 对 角 线 

FER Sum(o) 为 第 i 个 分 量 过 程 的 ( 自 ) 谱 密度 , 非 主 对 角 线 上 元 

E Smwr(o)G 产妇 为 第 了 个 与 第 大 个 分 量 过 程 之 间 的 互 谱 密度 . 
不 难 证 明 ， 谱 密度 和 撼 阵 也 可 用 有 限 傅立叶 变换 来 定义 


Sx(o) 一 lim -ELX*Go,T)X7Go,,T)] (4-41) 


它 与 相关 矩阵 Rrr) 之 闻 满 足 维 纳 - 辛 钦 关系 式 
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R(T) = | S yle duo (1.4 42). 
Sx(o) 一 l| RxCr)e de (1.4-43) 


由 于 Rel RAH RO 2-26), iE Sx(w) 是 复 埃 尔 米 特 CHer- 
mite) 矩阵 , 即 
Salo) = SX(o) (1.4 -44) 
和 家谱 密 度 为 实 值 笑 数 , 互 谱 密度 则 为 复 值 函数 , 即 
Sx C) 一 SiC) 一 183]。 了 天 者 (1.4745) 
其 中 SEC o) PRS, SY, (o) 称 为 重 谱 ， 它 们 分 别 是 偶 函 数 
SAAR Sklo) = SKi lw) m Sla) (1.4-46) 
Salo) = — Sial —e) = SPC) (14-47) 
若 任意 两 个 平稳 陆 机 过 程 X,Q(0 5 X. HAMEET 
HS, ELS r0 ORM, WE YP BR 
[Sx x CoD? 
Yi x Co) = Slask ) 2) (1.4- 48) 
它 是 过 程 XQ 与 XG) 之 间 的 相关 性 在 频 域 内 的 表示 。 可 证 
它 满足 下 列 不 等 式 
0s Yia(o)s (1.4-49) 
14.5 平 殉 与 (或 ) 均 习 随 机 场 的 庶 窗 度 
一 、 空 间 - 频 率 互 谱 密度 
设 零 均值 随机 场 {X(u,D at UC R^, —00 <s < cox e 是 
平 稀 的 , 且 均 方 连续 的 , 则 它 可 表示 为 如 下 傅立叶 -斯 蒂 吉 斯 积分 
XCar) = | ediz {u,a}, (1.4-50) 
Ap{Zda, o), né UC R*,—o0 mae co} Xa, 7) 唯一 确 
定 的 ,对 % WEEDE. E vo RUE SEM IE, BU 
E[dZX(u ,o)dZy(Qu ,o')) = Sy(a,u' odolo — o) 
(1.4-51) 
AP Sru rw) EROS Zs|H]- BBS ERE XQu.r) 在 
«$0 + 


e 5a 上 的 湖 个 平稳 随机 过 程 之 间 的 互 谱 密 度 。 它 与 空间 -时 
WIEK AR RxXu,u';r) 之 间 满 足 维 纳 - 辛 钦 关系 式 


RyCu,u ir) = | Syst ur ; wedo (1.4-52) 
Sy m,ur o) m 二 全 Ry(m,u rje dr (1.4-53) 


Nj gc n Bis, mio) = S4(0:0) 为 场 中 一 点 的 自 详 密度 。 

空间 -频率 谱 密 度 一 般 是 复 值 沙 数 ,其 性 质 与 两 个 平稳 随机 过 
程 之 间 的 互 谱 密度 类 人 做， 可 定义 平稳 随机 场 空间 两 点 之 间 的 相干 
函数 

者 随机 场 不 仅 是 平稳 的 ,出 且 是 均 色 的 , 则 谱 密 度 SC a, wo = 
Sy(u o) 9 $,C0), TN, Relm, ir) m RiCrir), Saa, ub; 
e) e Sirio), Mae i0) — Y(r;o), HH r 一 一 ww。 X 
进一步 假定 场 是 各 向 同性 的 , 则 上 述 三 个 函数 对 的 依赖 只 通过 
lr) 一 :表现 出 来 。 平稳 均匀 随机 场 可 用 一 点 上 的 谱 密 度 与 相干 
HARR He HK 

对 平稳 矢量 随机 场 ,空间 -频率 谱 密 度 将 是 -一 个 二 阶 张 量 。 除 
了 同一 分 最 通 在 两 个 不 同 点 之 间 的 谱 密 底 之 外 ， 还 有 呵 个 不 同 分 
重 场 在 一 个 点 上 或 两 个 不 同 点 上 互 谱 密 度 .也 可 定义 相干 张 量 等 ， 

c. HER ene 

Bee (XCn, i) uc R*,—00 « 1 « 00) Hs 
是 平稳 的 ,对 空间 坐标 e 是 均匀 的 , 且 均 方 连续 的 , 则 它 可 表示 成 
oh Iz -斯 蒂 吉 斯 积分 


XC m |, | etm Zaira) C14-55) 


Ap k 为 波 数 矢量 , 其 维 数 与 e 的 相同 ; Zu, (Ro) 是 由 Xa, 
:) 肉 一 确定 的 多 维 复 随机 过 程 ,对 由 与 为 左 连续 ,并 具有 正 交 
WE, Bi 


»e Jiv 


E(4Z CR, )aZ CR )] 
(o Sx(k widkdwdlk — klw — w) (1.4-56) 
其 中 SsQCh,o) 称 为 随机 场 X(u, +) 的 玻 数 -频率 谱 密度 。 它 与 
空间 -时 间 相 关 函 数 之 闻 满 足 维 纳 - 辛 钦 关 系 式 


RKr,r) = | Sy webriongdudh (1.4-57) 


RyCr ,2)e hrtangdrdr 


So) m c LE 
(1.4-58) 

Kt ESOS ATA UL ES T 354p sg v iE ER-EWEBUE. 
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1.4.6“ 非 平稳 隧 机 过 程 的 谱 描述 


非 平稳 随机 过 程 不 能 上 其 有 平稳 随机 过 程 那 样 的 谱 密 度 ， 这 是 
因为 ， 谱 分 析 实 质 上 是 用 一 系列 正弦 与 (或) 余弦 之 和 表示 一 个 
随时 生变 化 的 量 ， 而 正弦 与 余弦 本 身 是 稳 态 的 时 词 函数 。 许 多 研 
究 者 曾 为 非 平 稳 随 机 过 程 引 进 多 种 谱 密 度 ，bage t SC 5A HM 
于 时 间 的 功率 谱 定 义 ，Lampard” HE Sie Ti ARR 
RARER. Silverman") 引入 局 部 平稳 随机 过 程 的 定义 ， 并 推广 
维 纳 - 广 钦 关系 式 于 这 种 过 程 。 Bendat”"” SEAT LSE 
与 能 量 谱 密 度 。 Priestley ”引信 了 渐进 谱 的 概念 ,主要 被 用 于 受 
均 多 调制 的 过 程 。、Shinozuka ”为 非 平 稳 过 程 的 Priestley MARE 
建立 了 输 和 人 -输出 关系 。 Markc P 引 人 了 物理 谱 与 肯 时 谱 、 关 于 
非 平稳 随机 过 程 的 各 种 谱 表示 的 一 般 讨论 可 见于 Loynes™, Eb- 
erly 与 WédkiewiczU?, 上述 种 种 谱 密 度 中 ,以 渐进 谱 应 用 最 广 , 

下 面 介 绍 非 平稳 随机 过 程 的 三 种 谱 描 述 方法 

=. rxwem 

对 非 平稳 随机 过 程 XG) RAKIM Rao n) PRE 
立时 变换 即 得 广义 谱 密 度 


e 52 c 


Spi os 1) 一 real Rx 1; oe” mh er dg ds; (1.4-59) 
其 道 变换 为 


Rit, A) — [ECHOD aod, (1.4-60) 


J Xu SH Syx ois 2) 存在 的 充分 条 和 件 是 及 zt 有 和) 双重 绝对 
可 积 ， 类 似 地 ,可 定义 非 平稳 矢量 随机 过 程 的 广义 谱 密 度 和 矩阵 .里 
然 对 线性 系统 可 以 建立 广义 谱 密 度 的 激励 -响应 关系 ,但 对 这 种 广 
义 谱 密 度 很 难 作物 更 解释 , 又 不 能 从 少量 数据 中 得 到 它 ,因此 ， 广 
义 谱 密度 至 今 未 获得 实际 应 用 . 

当 过 程 平稳 时 »RyxCt 982) — Rul; 一 n), > RB&8-—T, 于 是 


Sr tors c0) 9 i| Ry(r)e "rue + | ` a i A 


— Sx( 0, 28 c; 一 co) 


T 义 谱 密 度 就 变 成 普通 的 谱 密度 了 、 
—. WERE 
若 对 某 个 xo), 一 个 时 间 r 的 函数 plo) TER 
plopt) m Alo, ea c (1.4-61) 
式 中 
Aor) r. e" dKA n) (1.4-62) 


IdKv)| 在 ? - 0 处 有 绝对 最 大 值 , 则 称 (oor) HRB, 
A(w ,1) 可 看 成 是 dos) HERR, | 

若 存 在 一 族 振东 函数 {p(w，,+)}， 零 均 导 随机 过 程 XC) 可 
表 成 | 


xo = ü ¢(e,t)dZo) (1.4-63) 
其 中 Zelo) 是 正 交 随 机 过 程 
ELI4Zx(o)|*] — dpxCo) (1.4-64) 


则 称 XO) DRENE. 45 (0) 是 如 的 单 值 函数 ,只 要 适当 重 
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新 定义 Aon) 与 quCo), CLA-63) ASU 
XO 4-4, Iz 14-65) 
并 且 可 证 sw，X(9) 的 协 方差 函数 可 表 为 
Rls, 1) — | 4o) A*Co Dem Paar Ceo) (1.4-66) 
Mr 一 时 ,(1.4-66) 变 成 XC) 的 方丈 
VatXG] — [^ ICosDiegr(o) — (14-67) 


id 
dix(uo ,£) = | 4o D | dE) (1.4-68) 
Vico, ORS XC RFR (600, OMEN + 上 的 渐进 (功率 ) 
B. o3 dex ( wo Rf o OT PRT BN qqpuQo)-— SiC dw 时 ， 
Selop) = | ACo,8) [8x0 w) (1.4-69) 
H XO 的 渐进 (功率 ) 谱 密度 。 它 有 具有 类 似 于 平稳 随机 过 程 说 
密度 的 物理 解释 ， 所 不 同 的 是 、 平 稳 过 程 的 谱 密 度 描 述 整个 过 程 
【《 即 所 有 有 时间) 的 功率 -频率 分 布 , 而 渐进 谱 窗 度 仿 燥 于 时 出， 它 描 
述 每 一 时 刻 上 的 局部 过 程 的 功率 -频率 分 布 。 洒 进 谱 是 迄今 为 非 
平稳 随机 过 程 所 提出 的 谱 中 唯一 能 保持 这 一 物理 解释 的 谱 。 当 
XQ) 为 平稳 随机 过 程 时 ,渐进 谱 密 度 化 为 普通 谱 密 度 ， 
渐进 谱 的 居 计 方法 可 参阅 L 疙 ]， 当 由 过 程 的 一 个 样本 估计 浙 
进 谱 密度 时 ， 在 一 个 域 ( 如 频 域 ) 上 的 良好 分 辩 率 只 能 以 钙 牡 另 一 
个 域 ( 如 时 城 ) 上 的 分 央 率 而 达到 。 这 就 是 所 谓 的 不 确定 性 原理 . 
对 任 一 特定 的 过 程 X), RT EES AARGH i E 
族 。 从 而 可 有 许多 不 同 的 沐 进 谱 ( 密 度 )、 然 而 ?时刻 上 方 着 


Var [XG] - | dy xCo,t)=\ Sylw, tdo (1.4-70) 


或 上 时刻 上 的 总 功率 则 是 不 变 的 ， 

实践 中 源 进 谱 密度 主要 用 来 的 述 非 平稳 性 哺 时 间 缓 慢 变化 的 
振荡 过 程 。 此 时 ,对 每 个 o. AoD 2? ORSAY Ao, 
D X oc 的 博 立 叶 变 换 高 度 集中 在 零 频 率 区 域 。 这 种 过 程 称 为 半 
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平稳 过 程 *"。 其 中 更 特殊 的 一 类 非 平 稳 过 程 可 表 为 

X(t) = AOX Ce) (1.4-71) 
式 中 Xe) B+ BRASSERIE. 4G) 是 时 间 * 
的 确定 性 函数 ， 它 的 便 立 叶 变 换 在 原点 上 有 绝对 最 大 值 ， 这 种 过 
程 称 为 科 调 过 程 ， 散 粒 品 声 可 袖 为 其 中 一 例 。 这 种 嗓 声 的 谱 密 度 
在 所 有 频率 上 为 常数 ,但 此 常数 随时 间 变 化 。 以 SO 表示 谱 窗 
BS, FASE PB 225, (8s 一 六) 强度 为 DO) 一 225,CO.. Wir 
噪声 按 其 概率 分 布 也 有 高 斯 与 非 高 斯 之 分 ， 

非 平稳 标量 随机 过 程 的 渐进 谱 〈 密 度 》 的 概念 首先 由 Pries- 
ex 提出 ,后 被 推广 于 非 平稳 矢量 随机 过 程 尖 - 轨 ， 其 谱 分 解 表 
达 式 仍 同 (1.4-65)， 只 是 在 (1.4-65) 中 XQ) 与 dZ elo) BRA 
E., 400.0 变 成 矩阵 ， 详 见 3.3- 节 。 注 意 , 为 使 (1.4-65) 中 (#) 
为 实 的 ,.A(wyt)dZx(w) 的 实 部 应 为 o 的 偶 阴 数 ， 而 其 虚 部 应 为 
o 8985 GR C, 

三 、 拟 平稳 过 程 的 谱 描述 

一 个 随机 过 程 , 如 果 它 的 样本 函数 可 分 成 许多 长 为 工 的 让 ,一 
方面 , 了 与 过 程 的 相关 时 间 根 比 足 够 长 ,可 认为 各 段 之 间 基 本 上 不 
相关 ; 另 一 方面 ,T 又 足够 短 , 使 得 每 一 段 过 程 可 近似 夏 成 平稳 的 ， 
那么 就 称 它 为 拟 平稳 过 程 。 拟 平稳 过 程 可 君 成 由 一 段 自 平稳 过 程 
连接 而 成 的 过 程 ， 其 中 每 段 平 稳 过 程 可 用 谱 密度 描述 ， 各 眉 平 稳 
过 程 的 谱 密 度 之 间 在 幅 什 与 频率 合 量 上 的 变化 往往 是 随机 的 ， 这 
种 随机 变化 可 用 慢 变 参数 的 联合 概率 密度 表示 。 于 是 ， 拟 平稳 随 
机 过 程 就 用 一 个 含 若干 慢 变 参数 的 谱 密 度 与 一 个 慢 变 参数 的 联合 
概率 密度 描述 . 

上 述 定义 与 斤 述 方法 可 推广 于 所 平稳 与 (或) 撤 均 名 随机 场 ， 
举例 见 第 二 章 、- 


15 随机 过 程 与 随机 场 的 名 态 历经 性 


为 使 随机 过 程 与 随机 场 埋 论 能 在 工程 中 得 到 应 用 ， 必 须 能 够 
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BAWERA CHE MOAT RAE 
合 平均 。 当 集合 为 无 穷 可 数 或 不 可 数 时 ， 实 版 中 所 能 得 到 的 有 限 
个 样本 哨 数 一 般 不 足以 提 殿 对 上 述 统计 量 的 可 靠 的 怖 计 ， 然而 ， 
如 果 随 机 过 程 是 平稳 的 ， 那 么 它 的 概率 结构 对 时 间 原 点 的 平移 是 
不 变 的 。 此 时 ,可 取 一 个 足够 长 的 纪录 ,将 它 分 成 若干 部 分 ， 把 每 
一 部 分 者 成 一 个 样本 函数 ,然后 对 这 些 样本 函数 作 平均 * 这 个 平均 
就 等 于 对 原来 长 纪录 的 时 间 平 均 。 例 如， 时 间 均 亿 与 相关 函数 分 
别 为 


(x(0)- ES x (5) de 


(x(a + 7)) = -— WEOE + r)ds 
T — c Jv 

式 中 人 表示 时 间 平 均 , 了 为 纪录 长 度 。 一 般 说 来 ， 不 同 的 纪录 将 
给 出 不 同 的 均值 与 相关 冰 数 。 为 使 从 一 个 足 况 长 的 纪录 得 到 的 均 
值 与 相关 函数 成 为 对 整个 过 程 的 均值 与 相关 函数 的 良好 估计 ， 随 
机 过 程 应 具有 这 样 的 性 质 : 过 程 的 集合 年 均 等 于 其 中 一 个 样本 函 
数 的 时 间 平 均 ， 即 中 有 各 访 历经 性 。 

为 严格 定义 各 态 历 经 性 ,应 考虑 所 有 可 能 的 样本 函数 ， 同 时 ， 
对 一 个 冉 定 的 时 间 T, AS RATS ARR RS. Bit. A 
RAD SPAR AM x Cz) MASON XG), 而 时 间 平 均 
算 子 中 的 积分 应 理解 为 均 方 积分 ， 对 一 个 固定 的 T, 平均 结果 是 
各 态 历经 性 可 定义 如 下 : 

均 慎 名 杰 历 经 ”一 个 平稳 随机 过 程 XO,” 


(X@) mm Li. m +) x ar ~ FIX) * (15-1) 


则 称 X CO 为 均值 各 态 历经 的 ， 
相关 函数 各 态 历 经 一 个 平稳 随机 过 程 ， 若 
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X CO X + T) 





am l.i. m 
T-s T 一 T 


人 XO XG + rde = EX GO XG +H: 


(1.5-2) 
Wer X (0 为 相关 函数 各 态 历 经 的 . fr 一 0 Hj, RHHHSRH 
经 的 . 

一 个 平稳 随机 过 程 ， 车 它 同 时 为 均值 各 恋 历 经 与 相关 冰 数 各 
HE RRA ARRESE. 类 似 地 ， 可 定义 严格 (或 
S iD AG. 

由 《1.5-1) 与 (1.5-2) 可 知 ,各 态 历 经 性 实质 上 是 一 种 随机 变量 
序列 的 均 方 收 合 性。 因此 ， 可 以 随机 变量 序列 的 均 方 收 仇 准则 推 
出 各 态 历 经 性 的 充分 必要 条 件 。 例 如 ， 均 值 各 态 历经 的 充分 必 枝 
条 件 为 


. 1 "TIT 1 

lim E |z), |, XG0XGO4n4s | — t = 0 
交换 期 望 运 算 与 积分 的 次 序 , 并 作 变 换 人 《1.4-16)， 上 式 变 成 
tm 二 | cxall 一 ze 一 0 


-类似 于 《14~192， 可 证 
tim | = —C;(1r)dr=0 


T= 


因此 ,均值 各 态 历 经 的 充分 必要 条 件 为 
im 上 人 Ci cde = 0 | (1.5-3) 


Tm T 


让 于 一 般 平 稳 随 机 过 程 的 协 方差 函数 Cr — 00) > 0,C1.5-3) 
是 能 满足 的 。 即使 随机 过 程 中 含有 周期 仁 分 量 , (15-5) tb RETE 
E. 

JHA, n FUE PRGA OLA TS 9 AR Ge LES ENEA I 
REA 
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im tf” [£(r,0,) — RICE (i- E ^ Jar, 一 0 (15-4) 


AH 
E(r T.) |= ELX +r 87 c OX br XG + rX (001 C1.5-5) 

一 个 随机 过 程 世 成 为 各 态 于 经 的 ,首先 它 必 须 是 平稳 的 ,因为 
OX (0055 : XX, 而 E[IX CO ] 一 般 是 ;的 国 数 ， 除 非 过 程 是 平 
稳 的 。 但 平稳 过 程 不 一 定 为 各 态 历 经 , 它 还 必须 满足 条 件 (1.5-3) 
与 41.5-4)。 换 言 之 ,各 坊 历经 过 程 是 平稳 过 程 的 一 个 子 类 。 

RE MAARIELX O) = acos(cr +6) BP MEADS 
&). X () «4 coscos + B sin cs, KER RAS BIRR ELA 
-EiB)«- EAB) = 0, ELA) = ELE] — o, RB SP 
经 ， 芭 一 般 和 不 是 相关 函数 意义 上 各 坊 历 经 。 XG) = At Bsin 
XCot 十 8) 其 中 4 有 ,由 为 独立 随 优 变量， 一般 不 是 均值 各 态 
历经 的 ,条 忻 C1.5-3) 一 般 不 满足 ,除非 4 为 常数 ， | 

J^ X 2 ds Bi e Jc 48. MSN — 1 e LP ICI BE ABR fh 
HEY RMT. IHOEHEE HEUS EE SUE EHE) PILIG PS 
E. An RRP ARAMA SA, BREE ARRE 
mg E*-FoExma,.EEdERU8ER,. B3o5dEdECLS-3»)5(L5- 
OPAABTFRSELY, SEGAIRE REGIS UR BI LER d, 
实践 中 只 能 先 根 据 过 程 的 物理 性 质 假 定 其 各 态 历经 性 ， 待 有 了 足 
够 的 数据 后 再 去 验证 假设 的 正确 性 ， 

一 个 平稳 矢量 随机 过 程 ， 不 代 各 分 量 过 要 本 身 为 广义 各 术 毛 
经 ， UAE SEERA CA BEE MRAM SSE tz Bb dE 
JO XP, 

35 (CURE XS eT HE TOS BR B PE EISE [REOS e es D £8 SOR 
HIS BRAS ASE, | 


L6 ”高 斯 随机 过 程 与 随机 场 


高 斯 (或 正 态 ) 随 机 过 程 与 随机 场 是 理论 与 应 用 中 都 十 分 重要 
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HR VAR Sh. L1 节 中 六 种 完 金 找 述 随机 过 程 与 随机 
场 的 办 法 中 的 任 一 种 部 可 等 价 地 用 来 定义 高 斯 随机 过 程 或 随机 
场 。 

最 和 普通 的 是 用 有 限 维 扳 这 密度 困 数 族 来 定义 。 一 -个 谓 机 过 程 
XG) ET) 称 为 是 高 斯 的 ,如 果 它 的 * 维 概 这 密度 图 数 具 有 如 
下 形成 : 


pi nsni Xj. rr ^3 Xu ES) 
- l 
(2a )*^ | CrCi 021" 


x exp] ~E (a — ant CHG de — 0] — (0 


式 中 
x=[z ze Xa, Cex) ux ACE 
C xx (n n) C xx 1,,5)- tt CxxCus i, ) 
CxsCus t) - Cxx (ht) Cxx(ns52- tt C kx Cn, t.) (1.6-2) 


- o4 om oM d deo Roo Ro o o ooh o Om Ro o 血 


C xx tests) C cxC1, 52 + Cuanto) 
ex), Coxe DA FF 1 Cxx€G n n2129 Cx 
te) CATH, BE (Crkt tnl + 9, 

高 斯 靖 机 过 程 的 更 一 般 定义 可 用 有 限 维 特征 函数 斤 给 出 。 一 
个 随机 过 程 称 为 高 斯 移 ， 如 泉 它 的 维特 征 函 数 具有 加 下 形式 : 
PDs 8,, hertsa) 
- exp | inte — 2 O Co Gi, )0| (1.6-3) 
Am 
9 —[8, 6, 0.]" 
这 一 定 尽 在 Cun) = 90 时 也 适用 ， 
高 斯 随机 过 程 也 可 用 有 限 维 对 数 特 征 沙 数 族 来 定义 ， 高 斯 过 
程 的 * 维 对 数 特 征 函 数 为 
PCAs 0,15 **;0,, Fa) 


ou in? 0 — ; 07 C, (1.2, 50 (1.6-4) 


1&(1.1-28), 高 斯 随机 过 程 的 累积 量 函 数 为 
eG) - ux) = (1.6-5) 
(o Ey, n) € xx ti t2, jek = 1,2,» | 
所 有 其 余 累 积 量 函数 为 零 ， 因 此 ， 高 斯 随机 过 程 还 可 定义 为 所 有 
高 于 二 阶 的 累积 量 函数 全 为 专 的 随机 过 程 ， 
由 (1.6-3) 按 (11-26) 可 证 ， 高 斯 随机 过 程 的 所 有 奇 阶 中 心 抵 
函数 全 为 零 ， 而 所 有 偶 阶 中 心算 函数 可 表 为 协 方差 函数 乘积 之 和 
BUX) exGOMXCG — sx GO) UG) 一 OO 
09 SO ety, tg, CK ust o Cu 《1.6-6) 
式 中 求 和 是 对 2# 个 元 素 以 不 同方 式 分 成 a 对 的 所 有 可 能 进行 ， 
JUR (Gs)i(2721) Th, 和 矩 冰 数 的 上 述 特 征 也 可 作为 高 斯 随机 过 
程 的 定义 ， 
可 用 类 似 的 方法 定义 高 斯 矢量 随机 过 程 与 高 斯 随机 场 . 
高 斯 随机 过 程 与 随机 场 之 所 以 显得 重要 ， 一 个 原因 在 于 它们 
的 简单 数学 性 岳 。 首 先 ， 高 斯 随机 过 程 与 随机 场 的 统计 特性 完全 
由 平 淘 函数 与 协 方差 函数 完全 确定 。 办 而 ， 对 高 斯 随机 过 程 与 随 
机 场 , 广 义 平 稳 ( 均 匀 ) 章 昧 着 严格 平稳 (均匀 ), 广 义 各 态 历 经 就 意 
昧 某 严 格 各 态 历 经 , 均 坟 连续 .可 徽 、 可 积 也 分 别 关 味 装 以 概率 为 
1 的 连续 ,可 微 、 可 积 . 其 次 ,在 线性 运算 下 ,随机 过 程 与 随机 场 的 
-高 斯 性 保持 不 变 四 。 
高 斯 随机 过 程 与 随机 场 之 所 以 重要 ， 另 一 个 原因 在 于 许多 实 
际 过 程 或 场 都 可 以 用 高 斯 随机 过 程 或 随机 场 来 近似. 这 个 断言 ,一 
方面 有 许多 实测 结果 证 实 ， 另 一 方面 叉 有 中 心 极限 定理 为 理论 依 
福 。 有 一 组 中 心 极限 定理 , 其 中 最 普遍 的 形式 是 林 德 贝 格 《Lind- 
berg)- 费 勒 (Feller) ZA, RARE, s 个 独立 的 二 阶 随 


机 变量 之 和 Y- JX Eno 时 趋向 于 高 斯 分 布 ， 只 要 其 
中 任 一 随机 变量 X, 对 了 的 方差 的 贡献 在 “一 oo 时 都 趋 于 零 ， 
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n( 4/3) ^ 定理 中 对 X, 的 独立 要 求 可 以 放松 ， 只 要 


km] 
WARRT., bh, RARER s— 妈 ， 实 际 只 要 十 几 个 甚至 
几 个 就 行 。 自 然 界 与 工程 中 过 到 的 随机 现象 往往 都 是 许多 独立 的 
微小 随机 臣 素 影响 的 综合 结果 ,因此 ,往往 星 高 斯 分 布 。 当 考虑 随 
机 现象 陆 时 间或 空间 的 进化 时 ， 类 似 地 可 推断 随机 过 程 与 随机 场 
将 呈 高 斯 分 布 . 


417 非 高 斯 随机 过 程 与 随机 场 


虽然 在 许多 情形 下 可 由 中 心 极 限定 理 推断 ， 自 然 界 与 工程 中 
作为 随机 振 源 的 实际 过 程 与 场 往往 是 高 斯 的 ， 但 实测 表 朋 ， 宵 况 
并 非 都 是 如 此 。 此 外 ,虽然 作为 随机 振 源 的 过 程 与 场 是 高 斯 的 ,但 
由 于 从 据 源 到 作用 在 系统 上 的 激励 的 变换 的 非 线 性 ， 或 由 于 系统 
的 非 线 性 ， 系 统 的 哆 应 将 是 非 高 斯 随机 过 程 或 场 。 这 种 非 商 斯 狂 
在 概率 密度 函数 的 尾部 万 显得 突出 而 正 是 这 部 分 的 概率 密度 务 
数 决 定 了 系统 响应 取 极 大 信 的 概率 ,从 而 决定 了 系统 和 的 可 靠 性 . 因 
此 ,有 必要 专门 研究 非 高 斯 随机 过 程 与 场 的 描述 方法 ， 


L7.4 非 高 斯 随机 过 程 的 维 纳 - 埃 尔 米 特 展 式 


准 纳 - 埃 尔 米 特 随机 多 项 式 是 绕 计 正 交 的 随机 函数 完备 靠 . 它 
首先 由 Cameron 与 Martin" p AmA. 前 几 丫 维 纳 - 埃 尔 
米 特 随机 多 项 式 为 

De 一 1 
H (2) = NC) 
H?(5,5) — NGN) — "" 一 h) (1.7-1) 
HO(1,,5,2) = NC NC NG) 一 N(4,)6Cs, — #) 
— NG — 4) — NCC — &) 
式 中 NGO 为 商 斯 白 噪 声 ,均值 为 零 , 相 关 函 数 为 5s =A) WW. 
T H? 外 ,所 有 维 纳 - 埃 尔 米 特 多 项 式 均 信 为 零 , 即 


+. 61 5. 


EIH(5,5,---,n)]) — 0, ji 152, (1.7- 2) 
维 钠 - 埃 尔 米 特 随 机 多 项 式 是 统计 正 交 的 , 即 
ELH Castes 92 Hh ttt ot.) ] —0, jk (1.7-3), 
mu BAS RUF ASTRA: 
HEC a HOC) — H5, 6) + Bn — 82) 
HPOH” Gnn) = H9(5,5n,5) aC, — HC) 
+ BC om SUC) + 60 — HH) 
HOCGOH bs 2,1) = H(5,15,5,4) +t Hn — n)H (5,4) 
十 8 — HOr 2) A 8r — at) (1.7-4) 
HPCs HOC gy eg) m HOC uut n) + OCG, — tH Qn) 
十 5 — )HT7(n,04) 4 8085 — HG 0) 
TFC — DHC n) d 80, — 5)5 — 8) 
+ a(t, — n)6C18 — 5n) 
此 外 , 维 纳 - 埃 尔 米 特 随机 多 项 式 还 具有 如 下 绕 计 性 质 : 
E(H'"^H*] — 1 
ELH?(4,)H7?(15) = 5(5 — 4) (1.7-5) 
ELH?(1,,1H9(5,,4,)] — aCe, — 15 )8C a, — h) 
Tn — un — 4) 
E [H?(1,, t )HO C4 1 HOC )H (4)] 
= SCi — Cs — )(4 — 4) 
+ S(t, — EC — SC — 6) 
+ Slt — Cn —- n)s(n — 5) 
十 8n — n). — ,)(n — 4) 
Tou 一 &$)5(n — t JEC 一 h) 
4-6 — nn 一 «)o( — &) 
+ aCe, — 84)8Cts — 5n)8( — 5) + ACH, — &) 
十 Ent) oC — 5n)é(5 — 1) 
+ S(t, — n), en — 5n) 
十 5C, — «5C — 1)8(5 — 4) 
* 62 + 


HDI QUE, Hehe RTL S DM — PEE 
任意 随机 过 程 都 可 按 此 多 项 式 展开 。 且 其 展 式 以 概率 1 收效 于 原 
来 的 随机 过 程 ， 任意 站 机 过 程 XG) 的 约 纳 - 埃 尔 米 将 展 式 形 如 


XU) 一 XOH + | XC st DH dn 
+ \" | KROPF NH dn dr, 


十 CCF, XO; 8, h DHPC to dn dnd 
+. (1.7-6) 
式 中 XO(1,0,45,7* nA) 是 确定 性 的 核 函 煞 * 是 XG) 在 第 it 
维 纳 - 埃 尔 米 特 基底 多 项 式 上 的 投影 , 即 
XC totes ot) ELX CG) HPC stis 1)) (1.7-7) 
X°C) 3 XG) 之 平均 函数 , (1.7-C) AWA X CO 的 高 
斯 部 分 ， 其 余 为 非 高 斯 部 分 ， | 
Rx CL7-6) IE RLTGOEIS 与 非 平 稳 随 机 过 程 ， MET RX 
(1.7-6), 即 有 了 核 函数 Xen， 气 可 求 得 相应 过 程 的 统计 蔓 。 例如， 
XG) 的 方差 图 数 为 


eio = | LAC, 515 
xx r [X rtt) de, de, 


+ e| | | [Xs ddidnt s (1.7-8) 


17.2 SSR OR eS SHER 
AHSEN, Cramér HA th T AE f; Orie FR ST BE BOT BL Fe 
X: Gram-Charlier RA 5 Edgeworth BX, 60 570 年 代 中 ， 


许多 研究 者 O'R RT AMHR 5 BUE UR ERG RR LS DIS TUR 
X. 


非 高 斯 随机 过 程 X (0 的 一 维 概率 密度 的 渐 近 展 式 为 


+ 63 +» 


p» 一 > és Hes) (1.7-9) 


式 中 Z= (XG) 一 wx) /oxG); bg) 为 高 斯 概率 密度 ; e。 为 
待定 系数 ， 对 非 平 稳 随机 过 程 ，c。 为 + 之 函数 ; 对 平稳 过 程 ，c。 
为 常数 。 引 人 埃 尔 米 特 多 项 式 


H,(2)=(—1)texp| £] 所 sp( 一气) (1.7-10) 
(1.7-9) 可 改写 成 | 
* — 1 Q2 1 二 C. ` 
È (CD 一 -exp 人 z): + 之 | tine | 11) 


利用 埃 和 尔 米 特 多 项 式 关 于 商 斯 加 权 函 数 的 正 交 性 


十 | HSCs)exp( —e/2)ds = Snan 





2x | 
(1.7-12) 
KH 
2 HG) = nH, (x) (1.7-13) 
dz 
RRR 
Hn(s) = zH,(g) — 2H, (2) (1.7-14) 


展 式 (1.7-9) 与 C1.7-11) 中 的 系数 ec。 可 用 中 心 矩 
vee) = ELX CG — px (Ce) Y}) 
35 LH 
c- AOO = E(H(s)) — (17-18) 
前 几 个 e. 26 


£a 9-9 1, e, 77 6, 7 0, e$ 77 77. et —3 
Gu ci 


e, = X — 10 K om 15 = +430 (17-16) 
Kuznetsov 等 品 按 下 式 引 人 了 拟 矩 函数 b. GD 


+ 64 = 


+3) P = exp 5 Oy | (1.7-17) 


ami amj 


上 式 右 边 是 随机 过 程 x enema ERN A IUE A ae 
A, «, Hoy RRB, XG) HREM HUBIESE 
ES 

px, +) = exp| iuo — bae]: 十 > erg Je: 7-18) 


对 《1.7-18) 两 边 作 健 立 叶 变换 ， seas EA RRS MONARY 
SER, VRB EE 25 3 BER — H6 Ro Hr COR Sa RA 


p“ =p ( -=) 


at + > ^ nH | (1.7-19) 





比较 C1.7-11) 与 (1.7-19) 知 ， 
6, = 656, = eX E[H,CZ )] (1.7-20) 

(1.7-17) AET MEARS RAEAN AAR. ML 
式 为 

b, o, bk, b, 

Bo wy + dine, b; = e + 35 {ee}, 
其 中 (n RRMRBR, XT OEbXhRXSR. IER MMBSe ba 
以 聚积 量 函 数 为 系数 的 渐 近 展 式 表示 。 经 重新 排列 后 ， 该 展 式 为 


pr*(z) = pz)|t + =a 5 Ha) 十 由 ? E HG) 


(1.7-21) 


19 三 - 
十 机 of Hz) + - | (1.7-22) 


(12-9), (L7-11) E. (1.7- 19) HOS SERE. CGram)- E BEA 
(Charlier) WERA, (1.7-22) 3 20 BRI (Edgeworth) EXE 
BE. KA Be AA, TORT RRA POR 
$9] 26 Hi AES JULISCSE uz Dx i8 PY REA 


+ 635 + 


ERR SR TED TSERE (du LH 
SISTI RES 2 


< bi~ 
p'Cy) = ply) > aL: AE 


kro ken Ram Rede Ral 


(1.7-23) 
AP y= (x) — wl): 2Cy) = JG S^ LADY Texel —— 


> yp A^ y] 259 ELREREIEE 104A, DRAM BAR: m 


Fy eng S 一 CDem| 5 >, yids 
jei tl 





9" exp It > on (1.7-24) 


X -—— + ——— 
yh.. Dyin 2 im 


为 # 维 埃 尔 米 特 多 项 式 , 其 中 ou 为 矩阵 A SIR, (17-23) mh 
^ 维 埃 尔 米 特 多 项 式 常 用 # Ph HERA RSNA RAR. 

《7-23) 可 表示 一 个 中 心 化 的 非 高 斯 标 昧 将 机 过 程 Y (GO 一 
XG) 一 ax) n 维 概 率 密 度 ， 此 时 和 矩阵 入 即 为 416-27 中 的 
YX fa); b, uum b, ECT "sf ), (1.2-23) 也 可 表示 一 
个 中 心 化 的 。 维 非 高 斯 和 拓 量 随机 过 程 Y OO — XG) 一 we Oe 
一 个 时 刻 上 的 概率 密度 ,此 时 

A — Cy Ct) bg eau m Dio esha 0D 

为 建立 联合 氢 矩 函数 与 多 维 埃 尔 米 特 多 项 式 之 闻 的 关系 、 引 

人 下 列 伴 随 埃 尔 米 特 多 项 式 


Ge ae C - contes] 4 > owe 


tal x 
at 1 ov 
x Crp | 一 .一 bavi 1.7-25 
Geit..-Fyte | 2 2 2 ( l ) 


式 中 v; > duyi, Oy 由 Fanyiy 与 Dy birviv 互 为 伴随 的 
j=l idw 1,43 


市 $6 è 


He WA Ay eng CYS Gy su CY XX F is Won b ES XX 
[tras 


IE X 


= 


+ -0 


exp |-+ »! Ay lH rel VYC wot IY 


T Gay TI Gril (1.7-26) 
WIL je 
th Oy; XOU RAK (Kronecker) 8 BR. 
(7-24) DB RUDI Cren, y)exp| — b y Ay | ,利用 正 交 


性 关系 (7-26)， 得 拟 矩 函数 
b, esa, m EUG, LC] (1.7-27) 
Bover?? GHT Aci; = ee, 
TI FER SUB DR CES RC IE PR BC [8] B2 RR 


k 
1+ Di E ehe, by rni, 
3-3 ae], x aoa] al 


= te 
we exp > a Gites Oke tpai 《1.7-28) 
tems tice kam kt kal 


式 中 Ri rks 为 Kaveh gi Fae ttt, f.) 或 Ka soa, UU). kek Eb ob, 
代 普 C1.7-23) 中 的 5, IS HEAL » T n t dERE E CE E IE 
HAERA 


pg) = pC y) — T > tee. eC y) 
ledem 


.9 

83,0y,8 y, 
+ EL te 5 5255.57. 5257: By POH Qe) 

(1.7-23)26 ARIRE HI EE FS, €1.7-29) OR BK ER 

xk. PUPA 1.7-24), (1.7-29) BTS HAF (1-7-22) 的 形式 . DN 

— du. HERES RRR RRR” 

+ f « 


- 4 
Poy) = ORS = Hs (24) 
le=e Å! 9, 2 
- 一 4 / 
dg mtm JH geal 2 
lL 1 


pares FHL loi kao & 


l Er. x oiu (2s (2+) 
^ ki RAG va 


j+le4 jll el ai kd 


1 ] Ei K 
十 二 dll. Res 
2,2 flirts, ofa} eioi 
X e* Hua (2 -) H yst: (2 )} (1.7-30) 
kao! 


AP 





PERS, 一 s, exo} |(24) 十 ny} (1.7-31) 
3 PARE SB RENE; p 77 Rulda, 为 相关 系数 ， 


163 ” 非 高 斯 随机 过 程 的 高 阶 统计 量 


由 非 高 斯 标量 随机 过 程 的 一 维 概 率 窗 度 的 埃 德 沃 斯 展 式 
(17-22) 知 ， 描 述 随 机 过 程 非 访 斯 性 的 主要 高 阶 统计 量 是 三 阶 与 
四 阶 系 积 量 函数 €, 与 内 。 对 平稳 随机 过 程 ， 它 们 为 常数 。 随 机 
AARP FARR AT RAE: 

E LA LA », 
六 一 车 一 站， oie ee (1.7-32) 
v, 称 为 不 对 称 (你 斜 ) 系 数 ; v, 称 为 过 量 系 数 。 对 高 斯 随机 过 程 ， 
Y, 7 Y, 0. 对 对 称 分 布 ,7 一 0。 7 > 0 表明 ,与 商 斯 分 布 相 比 ， 
ERS 5) GHBMAA BS BEIM, RE *:， 有 时 还 用 峰 态 
s= Y, 十 3 近似 描述 非 高 斯 性 ， 

类 似 地 ， 描 述 多 维 非 高 斯 概率 密度 的 主要 高 阶 统计 晤 也 是 三 

惟 与 四 阶 统 计量 ， 例如 0.7-30)。 对 一 个 标 忆 随机 过 程 ， 它 们 是 


+ $ « 


&Cn,5,1) 与 snnt n). MRK RARER T 
EFRR. BBA en. ts) m Mays TD m nstats n) m Cr; 
Tate t; = 034—385, —2,3,4, X4 eS ret, n) 
分 别 作 二 重 与 三 直人 博 立 叶 变 换 : 


Dai, o) = ab Y(r,,v,)e Merde dr, (17-33) 


D(o,,104,0,) = UN d. TÜÉT T2, 


r,)e ated dr dr, (1.7-34) 
上 两 式 分 别称 为 二 维 与 三 维 ( 自 ) 谱 密度 函数 ， Y(n, n) 5 Oris 
T;,73) EXHAR, i D(a, c) E D, 01,04) 则 不 一 定 ， 由 于 
£1, 6,7) Gets tye 5,7.) 是 对 称 的 , 即 对 自 变量 的 任意 重新 排 
列 其 值 不 变 ， KK Lois t4, C— wy w,)). HER? TERRA, 
D(«, 0) BHR. M fwi 01, ws — 0, 709377 0) PER 3 
个 元 素 的 排列 ， Do wx 03) 值 相同 。 如 同一 维 谱 密 度 的 积分 
给 出 均 方 值 ,高 维 谱 密 度 的 积分 给 出 


人 人 Do, ododo, -- (0,0) -Y9 (1.7-35) 


一 人 


i f Dl tor 0,)d oid o,d oo, = 1(0,0,0) — v,o' 
| (1.7-36) 


5 ww xX m 
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第 二 章 随机 振 源 
21 随机 振 源 与 随机 激励 


| 如 前 所 述 ， 随 机 振动 万 指 机 械 ( 结 构 ? 系 统 对 外 加 随机 激励 的 
动态 响应 ， 在 结构 动力 学 中 ,激励 被 称 为 载 辱 ， 订 谓 载荷 ,不 仅 指 
外 力 , 还 包括 外 加 的 运动 作用 , 邑 给 予 动态 系统 或 其 部 分 上 议 一 定 
的 位 移 或 加 速度 ,也 包括 热 作用 ,加 射 等 。 给 动态 系统 施加 随机 激 
ROC) RR 7r LER ORR TL. . 主要 的 随机 振 源 包括 路 面 或 


-轨道 的 不 平 度 , 大 气 濡 流 ,地 面 强风 中 滑 流 .海浪 .喷气 噪声 ， 清 访 


边界 层 及 强 地 震 引 起 的 地 面 运 动 。 本 章 描述 这 些 随机 振 深 的 一 般 
性 质 与 统计 模型 ， 并 指出 如 何 由 随机 振 源 的 统计 重型 确定 随机 沂 
Eb CA f odor MA, 

上 述 主 要 随机 振 源 都 可 模型 化 为 随机 场 。 建 立 随机 振 源 的 统 
计 模 型 的 依据 ,一 方面 是 有 关 振 浙 的 理论 UKE , 另 一 方面 ， 
更 重 禄 的 是 对 随机 振 源 的 间接 或 间接 的 实测 。 览 于 对 随机 场 作 广 
泛 实测 的 困难 ,在 构造 随机 振 源 统计 模型 时 ,常常 贾 作 一 些 简化 假 
B. | 
关于 振 源 随机 场 在 空间 变化 上 的 常见 的 一 个 假设 是 忽略 随机 
- 场 在 一 个 或 几 个 方向 上 的 随机 变化 ， 实 际 上 假定 在 这 个 或 这 些 方 
向 上 场 中 各 点 的 随机 变化 是 完全 相关 的 ， 这 也 等 于 在 这 个 或 这 些 
-方向 上 将 场 “ 帝 为 ”随机 变量 。 这 只 有 当 动 态 系 统 在 这 个 或 这 些 
方向 上 的 尺寸 比 随 机 场 在 这 个 或 这 些 方 向 上 的 相关 尺寸 小 得 多 时 
才 是 合理 的 。 例 如 ,目前 都 把 地 震 引起 的 地 面 运 动 夏 成 随机 过 程 ， 
这 在 地 面 建筑 结构 的 地 基 尺 士 比 地 面 运 动 场 的 相关 尺度 小 得 多 时 
才 是 合理 的 。 对 大 型 建筑 ,如 大 跨度 诉 采 ,给 册 管 等 可 能 是 不 合适 
的 ， 又 如 ， 大 气 湾流 沿 飞机 展 向 的 随机 变化 常 忽略 不 计 ， 这 也 只 d 
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《或 ) 各 向 同性 ， 实 际 振 源 场 往 往 只 是 局 部 均匀 与 《或 ) 各 向 同性 
的 。 显 然 ， 也 只 有 当 振 动 系 统 的 尺寸 或 运动 距离 比较 小 时 才 是 合 
理 的 . 又 如 ,汽车 在 短 时 间 内 隐 过 的 政 面 ,或 飞机 在 短 时 间 内 飞越 
的 大 气 市 流 可 看 成 是 均匀 与 (或 ) 各 向 同性 的 ， 位 它们 在 长 时 期 内 
特别 在 整个 寿命 期 内 所 道 遇 的 捧 源 随机 场 显 然 不 是 均 名 与 (或 ) 各 
ARCH. FSR ST, BRIM SSDS Us 
Fg EI HE: E 48 34 o. 

振 源 随机 场 在 时 间 变 化 上 的 一 个 常见 假设 是 平稳 性。 实际 振 
深 随 机 场 往 往 是 不 平稳 的 ,或 只 在 短 了 时间 内 才 可 认为 是 平稳 的 ,而 
在 研究 动态 系统 的 可 靠 性 时 ， 要 考 卉 动态 系统 在 整个 寿命 期 内 经 
受 的 随机 激励 ， 显 然 在 这 样 长 的 时 间 内 振 源 随机 场 不 能 认为 是 平 
稳 的 在 许多 情况 下 , 拟 平 稳 随 机 场 的 假设 更 为 合适 
在 随机 振 源 作用 于 动态 系统 时 ,可 区 分 出 两 种 情形 。 在 第 一 
种 情形 中 ， 随 机 振 渡 的" 功率" 比 激 起 动态 系统 振动 所 需 的 功率 大 
得 多 ,以 致 激励 的 大 小 很 少 依赖 于 动态 系统 的 性 态 。 在 此 情形 下 ， 
可 认为 随机 振 源 其 有 无 限 大 功率 ,激励 (载荷) 是 统计 地 给 定 的 .在 
第 二 种 情形 中 随机 振 源 的 “功率 "是 有 限 的 ， 在 计算 激励 (载荷 的 
大 小 时 , 需 考 虑 动态 系统 与 随机 振 源 的 相互 作用 ,或 把 动态 系统 放 
在 轴 围 介质 发 生 的 整个 过 程 中 去 研究 。 在 随机 振动 中 ， 大 多 数 顺 
机 振 源 属 第 一 种 情形 ,后 一 情形 的 例子 是 ,喷气 噪声 与 江 流 边界 层 
5 Lie f e Re Bs} SSeS Kg M US. Sea 
互 作 用 。 

当 人 随机 振 源 通过 孤立 的 点 对 动态 系统 施加 激励 时 ,随机 滞 励 
可 模型 化 为 标量 或 矢量 随机 过 程 。 例 如 假定 汽车 轮子 与 地 面 是 
点 接 舰 ， 地 面 不 平 度 对 汽车 结构 的 激励 是 一 个 和 关 量 随机 过 程 ， 当 
吗 机 振 阁 在 动态 系统 的 某 一 长 度 或 而 积 上 施 贡 激励 时 ， 随 机 激励 
可 模型 化 为 随机 场 。 | 

许多 祷 形 下 ,动态 系统 以 一 定 的 速度 在 灌区 随机 场 中 运动 着 ， 
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如 果 振 源 随 机 场 是 时 不 变 的 、 那 么 可 有 丙种 处 理 办 法 . 一 是 将 
动态 系统 运动 方程 由 的 时 间 自 变量 变换 成 振 潜 随机 场 中 的 空间 坐 
标 ， 然 后 在 空间 城 或 对 应 的 波 数 城内 进行 响应 分 析 。 另 一 办 法 是 
将 以 空间 坐标 或 被 数 为 自 变 量 的 随机 探 源 统计 模型 变换 成 以 时 间 
或 频率 为 自 变 量 的 随机 激励 的 统计 模型 ， 响 应 分 析 则 在 时 域 或 频 
域内 进行 。 在 随机 振动 理论 中 ， 较 普遍 采用 的 是 后 一 种 办 法 。 若 
振 源 随机 场 为 时 变 的 ， 则 常常 采用 前 一 种 办 法 . 
现 考 碟 动态 系 绕 在 振 源 随机 场 中 运动 时 从 振 源 统计 和 模型 到 激 
励 统 计 模 型 的 转换 。 首 先 考 虚 振 源 随 机 场 为 时 不 变 之 情形 、 设 与 
迫 源 随机 场 连 结 的 是 不 动 坐标 系 $$， 而 与 动态 系统 相连 结 的 是 动 
SRR U, CUES e 相对 于 坐标 系 $ 平 动 。 表 征 振 源 随机 场 
Y(s) 的 是 相关 函数 Ry(s,s2) ,而 表征 沿 励 随机 场 XQ, 1》 的 是 
HEAR Rea rh) HE 
X(a,t) = Y(n + en (2.1-1) 
有 
R(t, th) m= RyCa + vrn,m + orn) (2.12) 
现 设 YCOs) 是 均匀 随机 场 , THIS. Ryo, 其 中 y= s — 
si。 再 假定 速度 v YARE, WS XQu, 0) WSS u ki 
的 ,对 时 间 * 是 平稳 的 ， 代 替 (2.1-2) 滋 有 
RxCE,v) 一 Rë + vr) (2.1-3) 
Ah =u —u, ce, i. 若 进 一 步 根 定 振 狐 随机 场 Y(s) 
是 各 向 同性 的 ， 则 《2.1-3) 右 过 只 依赖 于 | 十 rl。 Bh Sk) 
记 气 源 随 机 场 的 玻 数 谱 密 度 BD 
Sk) 一 Gy be Ry(Q)e dy (2.1-4) 
其 中 # 为 场 的 维 数 ， 则 随机 激励 场 XQu, t) 的 玻 数 -频率 谱 密 度 
为 
Salk, 0) = S,(R)5(o — ho) (2.1-5) 
《2.1-5) 可 证 如 下 。 先 将 Sko) Mie RC FLT) 
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RË, r) = , i. SiC R , o eo Dg kd a €2.1-6) 
RER 1-5) RA C2.1-6), 58 UH | 
Rx) — | [5 Ue | alo — ko)ye'"t4o] dh 
- RYE + oF) (2.1-7) 
此 与 42.1-37 相 同 
再 考虑 随机 激励 场 XCu,r). 的 空间 -频率 谱 密 度 
5x(£,0) = | Ry CE + er ye de (2.1-8) 


设 速 度 矢量 指向 坐标 Si 的 方向 ,于 是 Ši H eT = > ro * “+ 
其 中 o= jel, 49 (21-8) BHD c SER 2.1-8) BR | 
SxCE, uw) = PÈ c£, -- »expCic£ / v) (2.1-9) 
式 中 | | 
OC co Say Ym -EN RiGDeC cionem (2-1-10) 


ORCA. Sx(E,o) BRA. BLS YCS) 是 一 维 的 ， 
则 | l 

Sx(£ w) = OC exp(ivk/e) (2.1-11) 
式 中 


Po) = Ls(7) (2.1-12) 


4 MUL URGE RELL, EMA * 是 平稳 与 各 

态 历 经 的 , 则 可 证 明 ™, 注 励 随机 场 的 相关 函数 在 所 有 频率 上 随 距 
WE ROH A TSE Ot C2. 1-9 FE 

SxCE,a)— OC c HE wb /vr wh foys*+) (2.1-13) 


22 路 面 不 平 度 


道路 (公路 ,跑道 ,田野 、 轨 道 等 ) 表 面 的 不 平 度 给 在 它 上 面 行 


驶 的 车 辆 的 轮子 施加 位 移 扰 动 、 这 种 随机 激励 产生 的 振动 可 引起 
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车 出 轨 , 等 等 。 在 目前 的 技术 水 平 下 ,通常 对 道路 表面 沿 纵 向 作 一 
维 测量 。 ARR, AARP HO) 是 具有 零 均 信 的 一 维 
局 部 均 多 各 态 历经 的 高 斯 随机 场 、 可 用 波 数 谱 密 度 描 述 。 记 今 已 
提出 多 种 不 同 的 路 面 谱 密 度 。 例 如 ,[1] 中 给 出 的 公路 路 面 波 数 谱 
密度 为 


& 


Suh) = Ry is em 
相应 的 相关 函数 为 
RAE) = de^ (cos kè — at E 
JT V & — 181) (2.2-2) 


其 中 参数 o,o, kh 取决 于 道路 的 类 型 及 其 状态 。[1] 中 给 出 的 数 
E a = 0.01—0.1(1/2&), &, — 0.027—0.122 (1/3). (27 HH 
出 前 公 路 路 面 庶 密度 为 

eTk;*, OSSR, 


Suk) = Ves", RGR, (2.2-3) 
| 0, RAZR 
式 中 
w= 25, Pm (2 "d, (t APR (2.2-4) 


而 4, k, Rk 为 常数 ,其 值 取 次 于 道路 的 类 型 及 其 状态 . 
当 车 辆 在 一 维 路 面 上 以 常 速 "行驶 时 ， 作 用 在 前 轮 与 后 轮 上 
的 随机 激励 Xt) 与 Xe) 为 零 均 值 各 态 历经 平稳 随机 过 程 , 按 
(2.1-3), Bl tH pa t YH 
Ry (er) = Rx GO) = Kyler) (2.2-5) 
rn E fS S 
Rx x,t) = Rox(—:)-— Rafer +i) (22-6) 
式 电 站 为 前 后 轮轴 之 间 的 距 高 。 按 21-11), RAAB RS 
互 谱 密 度 分 别 为 
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Sr Co) = Sx, Co) = + Su (2) (2.2-7) 


与 
Sx x Co) = Six Ci) = 一 Sy (2 \exo(i ot) (2.2-8) 


一 般 , 自 谱 密度 在 10—100 赫 范 围 育 较 显 著 值 。 

经 验 表 明 ， 基 于 一 维 路 面 多 型 的 汽车 委 向 响应 预测 是 相当 成 
功 的 。 然 而 ， 在 这 种 模型 中 没有 计 及 两 侧 轮 子 所 经 受 的 激励 的 莽 
别 , 从 而 忽 赂 了 产生 汽车 党 转运 动 的 主要 原因 。 为 计 及 这 一 点 , 需 
将 地 面 的 不 平 度 看 成 二 维 的 随机 曲面 。 恨 定 描述 路 面 不 平 度 的 二 
SMO Hs, n) 是 均 多 与 各 向 局 性 的 、 则 汽车 所 经 受 的 多 个 
位 移 扰动 的 让 谱 密 度 与 互 谱 密 度 仍 可 从 一 维 路 面 的 波 数 谱 密 度 导 
Hel 

RATEL e dB S, 方向 行驶 CLER 22-1), 四 
个 轮子 与 路 面 的 接触 点 为 4,8,C ,D， 各 个 轮子 所 受 激励 的 自 谱 
密度 仍 为 (2.2-7)。 同一 侧 的 前 后 轮 所 受 激 励 之 疗 的 互 谱 密度 仍 





HB 2.1-i 


> (2.2-8). MET ERRAI AAS RA TR OE DAL 20 
Ry xt) = Reox ft) = Ra + or? + APA) (22-9) 
而 互 庶 密 度 , HEC 21-9) %H) 
Sx xp 0) = Saca, C02 


+ 7725 


-L5, (= Je (o Pes (i H of) (2.2-10) 
itt c( o, 2 7) EEF ER TTM- 2 pa iei BA i ES LG 


c (2,28) = 1— "ME sy (ha (24 r) ar 


(2.2-11) 


式 中 LO 2088 —35 — hr Dl SER PRI, 者 把 四 个 轮子 上 所 受 的 激 
励 看 蕊 一 个 矢量 随机 过 程 , 则 可 由 (2.2-7)，(2.2-8) 及 (2.2-10) 构 
成 此 矢量 激励 过 程 的 谱 密度 和 矩阵， 

在 应 用 上 述 模 型 于 买 际 癌 题 时 ， 尚 需 考 虑 如 下 一 些 因 谋 。 一 
是 轮子 与 路 面 非 点 接 航 ,这 在 重型 车 辆 或 软 地 面 情 形 尤 为 突出 . 非 
点 接触 的 结果 将 使 激动 谱 密 度 的 高 频 值 减 小 ,低频 值 增 加 ， 此 时 ， 
一 种 可 能 的 办 法 是 取 有 了 限 接 稻 面 上 不 平 度 和 的 加 权 平 均 甸 ， 可 权 霄 
数 的 形式 取决 于 轮胎 与 地 面 的 特性 。 二 是 非常 速 行驶 。 此 时 输入 
车 轮 的 激励 将 是 非 平稳 随机 过 程 , 当 行驶 速度 v EE Et, A 
励 为 高 斯 过 程 ， 相 关 隔 数 与 路 而 不 平 度 的 相关 函数 之 闻 的 关系 为 
Rew n.n) m Ra (2 |” ”vds )， 一 般 情形 下 难以 用 渐进 谱 撕 
述 ， 只 有 在 比 不 平 府 随机 场 的 相关 距离 大 得 多 的 引 离 上 ， 速 度 有 
明显 变化 的 情形 下 ,才能 近似 地 用 渐进 谱 表 示 , 此 时 激励 谱 密 度 仍 
具有 (2.2-7)(2.2-8) 及 (2.2-10) 形 式 , 只 是 其 中 v 是 时 间 + 0948 dE 
函数 。 另 一 种 处 理 变 速 ， 包 括 随 机 变速 问题 的 办 法 是 将 运动 方程 
变换 成 以 空间 距离 作 自 变 是 ， 此 时 方程 将 具有 变 系数 。 三 是 路 面 
不 平 虚 只 是 局 部 均匀 的 ， 车 轮 速 度 也 只 能 在 不 长 的 时 间 内 才能 看 
成 为 常数 ， 在 车 辅 结构 的 整个 寿命 期 内 所 经 受 的 激励 总 是 非 平稳 
的 。 因 此 ， 在 估计 结构 疲劳 可 党 性 时 直 将 兵 期 激励 重型 化 为 拟 平 
fff. dienqphio505 Fg: E (2.2-7)(2.2-8) K (22-10) FA 


中 78 + 


其 中 一 些 表征 路 面 不 平 度 的 参数 与 速度 + 可 看 成 时 间 # Bb SEDE 
数 ， 氢 平稳 过 程 的 长 期 性 态 用 这 些 姑 数 的 概率 密度 加 数 来 撕 述 ， 
关于 铁路 轨道 的 不 平 度 的 统计 模型 可 参阅 [6]。 
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XU NL E BA UN E ago RNS, Tr PX NUSE BIZ IE 
REPAIRE. A ARGUE RRR AA, Meee 
ALERTAR ER., SEARA RSS EE, ， 即 地 球 
RER aH £y 300 OK DI E BS X cma. 

大 气 消 流 对 飞机 的 设计 与 使 用 具有 深刻 的 影响 。 从 飞机 结构 
强度 观点 来 看 ,飞机 结构 可 能 在 严重 的 满 流 中 由 于 超载 而 融 坏 .中 
Sei COREE KLE RH AERA. HABA. 
大 气 庙 芒 产生 的 载荷 , 即 突 风 载 荷 很 可 能 是 主要 的 设计 载荷 ， | 

3:ERZEXECTK UR ME EAA. FaSt 
E SS «EET a Gr RESHMA. Bit AMR 
具有 三 个 分 其 的 三 维 矢量 随机 场 、 通 常 在 飞机 上 产生 显 获 载荷 的 
ll FE [£3 55 Oya 4 E. 

对 大 多 数 飞 机 来 说 ， 飞 机 飞 过 自身 长 度 的 时 间 约 为 若干 分 之 
一 种 。 测量 结果 表明 ， 在 这 样 的 时 间 内 ， 火 气 淆 流速 度 的 型 式 没 ， 
有 显著 的 变化 。 因此 ， 可 假定 大 气 举 流 速度 的 型 式 在 空间 是 “ 暂 
时 冻结 的 ”, 即 大 气 沸 流 速度 场 被 看 成 与 时 间 无 关 。 此 假设 由 泰坦 
(Taylor》 首 先 提 出 RRR, 

当 飞 机 在 一 定 高 度 上 飞行 时 , 胡 于 飞机 本 身高 度 很 小 ,可 认为 
整个 升力 面 处 在 同一 高 度 上 ， 再 者 ,对 大 多 数 飞 机 ,大气 油 流 的 相 
关 尺 度 ( 或 相 千 尺 度 ) 比 飞机 的 里 长 大 得 多 ， 从 而 大 气 湛 流 洛 飞 机 
FR ISU BR LIE LAT RS Rit. RE, AAAS NOI E 
SAREE, MHRA. WEA., CRER 
有 零 均 值 的 局 部 均匀 的 高 斯 随机 场 。 其 谱 密 度 为 汉 。 卡门 《Von 
Karman) il 
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i 一 2,5, 4 BIA OTI 5S E [8] 5 LARA MARE EL Ee 
X6 ELEM, S00 米 以 上 高 空 常 取 Lom 762 Ks 0j 为 
AAT fie BE EEE AST 25. 2$ USL Lo 飞行 时 ,作用 在 飞机 上 的 漠 
话 速 度 随机 场 的 谱 密 度 与 大 气 测 流 空间 谱 密度 的 关系 式 为 《2.1- 
11)。 然 后 应 用 适当 的 气动 理论 计算 作用 在 升力 面 上 的 压力 ,在 计 
算 中 还 要 考虑 气动 弹性 效 忘 。 

对 大 气 沸 流 侧 向 分 量 , 上 述 一 维 模 型 对 所 有 飞机 都 适用 ,但 当 
飞机 的 展 长 很 大 时 , 需 考 虑 大 气 潮流 垂直 分 量 沿 展 向 的 随机 变化 ， 
即 需 将 大 气 满 度 的 三 向 分 量 模型 化 为 二 维 随机 和 场 。 假 定 这 个 随机 
场 是 均匀 与 各 向 同性 的 ， 则 作用 在 升力 面 上 任意 两 点 邓 与 M' 的 
垂 向 洋流 速度 分 量 的 互 谱 密 度 , 按 (2.1-9) 为 


SCM ,Mop》 一 Ls(*) € (o. T )exp( io =) (2.3-2) 


Sik) — GE (2.3-1) 


式 中 占 与 了 分 别 为 时 与 村 ”之 间 和 的 纵向 与 展 向 距离 , 而 
(2-12 
s (7) 
xs, (Ze ty, (27) dr (2.3-3) 
AURISHRT RENE I + 卡门 谱 (2.3-17， 
e(o, 2)- —— (kd) Go 


5 r 
"(3) 
Ah rO SMER, KC) MARR AREE, H (23-3) 
知 , n=O B, e(o, lai, RRRA, (23-2) « 


« ġġ- 


(wo, +) — | ROR, 


Coupry #8, HE ASE RE DS RG LE LAR tT 
CBD — A 4x dug Di 9 x FL EL: 


d 143 3-5 
A ph »1 (2.3-5) 
式 中 上 5 为 飞机 展 长 ,而 汶 展 向 相干 长 度 
ian |" c (&T)av (2.3-6) 


< (4,2) 即 为 (2.3-3) 中 e(o, 工 )， RED k= cov 代 o, 


《2.3-1) 与 (2.3-2) 中 唯一 不 确定 的 参数 是 vw;， 它 表示 大 气 沸 
流 的 强度 ， 在 飞机 结构 整个 寿命 期 内 所 经 受 的 大 气 淡 流 强度 是 -- 
个 随机 的 瘟 变 量 , 可 用 s; 的 概率 密度 函数 来 表示 ，。 HNS 
的 fos) 为 


(2.3-7) 


nod 2: E exp (一 -对 2p 


AP pb Cr om 1,2) RARA ANDS ,是 商 度 的 函数 。 共 值 
在 飞机 强度 规范 中 有 规定 外 。 (2.3-2) 为 作用 在 飞机 .上 的 大 气 潮 
Ut BEBE SEED 2 HRS Kap EU, (2.3-7?) 则 为 长 期 模型 。 两 者 一 起 给 
出 了 对 它们 的 完全 描述 。 
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PA, cb iid Bie Fe Mes HE ER PA i E RL 9 a6 DEA IC HR ES MA. 

Tr Hb 5509 Bi EPS , KAE EHE GR STD EO FE BSH n EO E 

PRR Fj; Ae E ECHO A IE ,对 地 面 建筑 物 来 说 ,产生 显著 

作用 的 是 沿 风 向 的 水 平分 量 ， 总 的 水 平 风速 可 模型 化 为 一 个 二 继 
随机 场 | 

Vu 4538) = Vim) + oC th, mrt) (2.4-1) 


* Qa +“ 


Vean) FRI; Cm uit) 20 DE KC. 在 局 部 好 区 平均 
PUR ML BETO AE. LAB UA 263735 PUR eS BP EE, 
RFRA, KEKE SRM BE POSER GR o A 
&"^, Bp 
PG) 一 Y Vsln = (2.4-2) 

Ah R04; V, HWA: n 为 离 地 高 度 ; s 为 粗 粘度 长 
BE, o£ 一 10 米 处 的 平均 风速 rw， 称 为 标准 平均 风速 . 

HBR, BARAK BRO EMS SAY BL 
55. FRE eS PS 5—25% 之 闻 。 用 于 结构 设计 
的 庶 密度 ,以 的 常用 Davenport" "Hf Hao, 而 且 前 建议 的 谱 密 度 
xm 


2 anv aot 


S (3,00) = 0. 26 一 一 (2.4-3) 


= uants/ 27Y 。 





AP n= x^ Fe DU 
20.2 上 有 效 . 在 与 风向 垂直 的 平面 上 任 瘟 两 点 之 间 的 湾流 速度 
互 谱 密度 的 实 部 为 

0 (2.4-4) 
式 中 

à 一 [Ci Ce, — «) F CS, — «1^ (2.4-5) 

wl Ves + VGl)] 
其 中 Crs 16, C %10, i+ RPA REA $ HIAR 
AH 
， 从 C2.4-3) 与 (2.4- 和) 可知, 滑 流速 度 分 量 的 谱 结构 依 炳 于 地 形 

Emr, 标准 平均 风速 及 高 度 ， 对 荆 固定 的 地 点 与 高 度 , 油 流速 度 
分 量 只 是 标准 平均 风速 的 通 数 ， 显 然 ,在 结构 的 整个 寿命 期 内 , 标 
准 平均 风速 将 是 一 个 鸯 机 的 慢 赤 量 , 可 用 它 的 概率 密度 Fn) 来 
WB. Aik, (2.4-3), (14-4). pCVw) 将 给 出 固定 地 点 上 风 中 
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im tht 5) MR SE BE Tt TAG. 
作用 在 地 面 建筑 结构 上 的 员 正 


pn) 一 T oC , V? 1) 


fu > oC Via) + oCuV(QueQn,r) — (2.476) 


式 中 p 为 空气 密度 ; C, 为 阻力 系数 } 第 一 项 表示 平均 压力 ; 第 二 
项 为 脉动 压力 。 由 于 v 与 之 比 为 小 景 , 式 中 哈 去 了 二 阶 小 量 ， 
显然 ,在 此 一 次 近似 中 ,脉动 压力 是 零 均值 的 二 维 拟 平 稳 商 斯 随机 
场 , 它 的 空间 -频率 互 谱 密度 的 实 部 由 (2.4-4) 导 由 。 
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海浪 乃 由 风 产 生 。 风 吹 过 海面 时 ,能 量 从 的 传 到 海 TR eri 
度 一 般 来 说 是 一 个 二 维 随 机 场 ! Ga tt). 但 通常 海洋 工程 结构 
尺寸 范围 内 ， 可 假定 每 点 海浪 一 样 ， 且 完 全 相关 ， 从 而 海面 高 度 
可 用 一 个 随机 过 程 近似 描述 ， 在 一 定 的 位 置 与 不 太 长 的 时 闻 内 ， 
测量 表明 ， 海 面 高 度 随时 间 的 变化 可 认为 是 零 均值 平稳 高 斯 随机 
过 程 .迄今 已 提出 多 个 描述 海浪 的 谱 密度 模型 ,它们 分 别 适 用 于 不 
同 海域 太 小 与 海面 情况 。 对 开 泣 洋 面 上 充分 发 展 了 的 有 风 生 浪 《 长 
峰 波 ), 常 用 频率 谱 描 述 。 这 种 模型 认为 ， 海 面 高 度 的 不 规则 性 内 
发 生 在 占 忧 势 的 风向 上 ， 在 垂直 于 优势 册 向 的 方向 上 海面 高 度 是 
一 样 的 。 目前 广 永 采 用 的 频率 谱 万 由 Fierson 与 Moskowitz" 
提出 ， 其 一 般 形式 为 


G:C) = 4 CUT. eg (2.5-1) 


APAS RHR, AMR of, g SEDME, e 为 另 一 个 
TERCERO 81X10, BURY oj. o, 为 洪峰 频率 ,常数 有 
常 取 为 1. 25. 常 数 4 与 B 也 可 用 重要 波光 Hus SHER AM Tus 
表示 ,此 时 (2.5-1) 可 表 为 
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Gi = CO. 281/22) H14T vs CT sf 2) expl- i. 03(T w/2x) ] 

«90 (2.5-2) 
不 同 的 标准 ， 对 常数 4 与 8 的 规定 不 同 ， 图 2.4-1 上 表示 了 国际 
水 池 会 议 规定 的 标准 波谱 密度 中 。 由 图 可 见 , 对 不 同 的 重要 让 高 ， 
庶 峰 频率 与 波谱 频率 范围 均 不 同 ,但 总 的 来 说 , 诲 浪 能 量 主要 分 布 
在 0.05 #5 0.5 Bei, «=, (2.57125 (2.52) Br EZ EJ 


Gaio) (m*s} 





o (rad - s~) 
Bj2.5-: RRM ROR. 图 中 Am MERE 


P-M 谱 所 描述 的 随机 过 程 是 不 可 微 的 。 赛 使 它 可 微 ,必须 在 某 个 
频率 上 将 P-M WRN ,通常 截止 频率 o, > 36, 

在 暴风 区 ,上 述 频率 谱 模 型 不 适用 ,因为 此 时 海面 高 度 不 仅 在 
平均 风向 上 随机 地 变化 ， 在 刁 直 于 平均 风向 的 方向 上 也 有 不 规则 
的 变化 。 这 种 彼 称 为 短 峰 波 ， 为 描述 这 种 短 峰 海 面 需 用 方向 谱 密 
度 模 型 。 这 个 模型 认为 ， 癌 面 是 由 无 穷 多 个 来 自 平 岁 反 向 卫 侧 各 
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为 上 & 衣 的 扇形 区 域内 的 不 同方 向 的 波 的 随机 要 可 。 方 向 谱 密度 可 
* 
Gro ,0) — Gy CoD F Cw: 0) (2.5-3) 
AP G Co) 2j iii ws E (2.5-1)82(2.5-2), FCo:;0) 为 方向 分 布 
函数 , 它 在 扇形 区 域内 对 9 的 积分 等 于 |. STE HER d xs dU NE 
的 型 从 ,人 馆 今 关于 海关 能量 的 方向 分 布 的 知识 很 背 限 ,因此 ， 未 能 
建立 标准 的 方向 波谱 。 国 际 水 池 会 议 扎 淹 际 船舱 结构 会 议 推荐 的 
HAD wR 
F(w;0) = A(n) cos’? (2.5-4) 
AP [6| < r2 上述 两 个 会 议 建 议 的 常数 值 分 别 为 am 王 2，4(m) 
e» 2/x, 53 s= 4, Mn) = 8/32, 
上 述 波 谱 密 度 与 方向 波谱 密度 都 是 公开 洋 面 上 的 波谱 。 对 有 
孔 海 域 的 次 面 风 生 浪 ， 波 谱 频 带 与 谱 蜂 频率 变化 范围 均 较 窑 ， 根 
Bee Sylt 上山 以 西 的 北海 海面 上 | 间 虐 为 160 公里 的 13 个 位置 
ERKENE, Hasselmann 等 "9 提出 了 适用 于 有 限 水 域 海 面 的 
JONSWAP 波谱 密度 


Gw) = 2E eh Ae pled youn — ou i E (2.5-5) 


式 中 包含 5 个 参数 : Y 为 谱 峰 形状 参数 ， 取 值 为 1—7, 3 值 29 
3.3; w Sw, hf, o= g, = 0.07, o> e, No o — aym 0.09; a 
与 c, RATHER Di PUR 

. o 9 0.076D7°% 


on ‘x T D^"? 


其 中 D-sD/V* | 
JONSWAP 波谱 密度 也 可 用 重要 波 高 Hin 与 T.-—2x[o, 
a H 
GC) 
mahina Ti C 0 {2x} exp [— 1.25(T jo [ 2x) 7] ymo Tpm] 
(2.5-6) 
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式 中 e 与 节 同上 ， rn 
a 0.0624 | l 
0.230 + 0.03367 一 0.185(1.9 + Y)! 2r 
Ere R ibe tia 2 asp AREE. 
一 个 海洋 工程 结构 在 其 整个 寿命 期 内 会 遭遇 到 无 穷 多 种 不 网 
的 海浪 ,它们 的 幅 值 与 频率 售 量 各 不 相同 ,可 模型 化 为 拟 平 稳 的 高 
斯 敌 机 过 程 。 它 的 短期 模型 即 为 上 述 波谱 密度 ， 而 长 期 模型 为 上 
述 波谱 中 慢 变 参数 的 联合 概率 密度 。 例 如 。 一 种 可 能 是 ， 波 谱 用 
Hin 与 T,—2x[o, 表示， 而 or 一 125780", 因此 最 后 可 以 
H,, 表 出 。 在 一 特定 的 位 置 ，8w 的 统计 分 布 通 常 由 每 隔 3 小 时 
测量 一 次 确定 。 Banjet” 已 证 明 。 这样 得 到 的 Hu 数据 服从 
Weibull 444 


pa) = £(& EY" j- (+=EF], ae 


(2.5-7) 
Ah C.D 及 E 为 经 验 堂 数 ， 由 北 诲 南部 测 得 的 值 为 E = 0.08 
CH), D = 0.89), C 一 128, 
5j — 8 8I RERO (E HR WT h A PRAHE IO Ke 
每 种 波谱 的 加 权 因 于 .Ochiua”" 通 过 对 波 周 期 的 统计 分 析 ， 发 展 了 
对 一 给 定 的 海面 由 含 两 个 参数 (Gs 与 T) 的 9 个 波谱 组 成 的 
波谱 族 。 Ochi 与 Hubble ART HA 6 "br ded 11 个 波谱 组 
成 的 波谱 族 。 对 有 限 水 域 的 海浪 ，Ochita 发 展 了 由 3 个 波谱 组 成 
的 JONSWAP 波谱 族 , 并 对 规定 的 风速 与 重要 该 泗 ,确定 了 每 个 
波谱 的 加 权 因 子 。.. | 
AT HS i OE. BRT BAR EE HE dEELUE DERE ID TE 
dB Br Dit ADE, BO KC EES Dn o Br C MEE Ar ROC RE 
点 速度 可 能 是 确定 狂 分 量 与 脉动 分 量 之 和 ,前 者 由 海流 产生 ,后 者 
由 海浪 引起 ， 而 水 质点 相对 于 海洋 工程 结构 的 速度 与 加 速度 还 要 
考 圳 结构 本 身 的 返 动 速 宕 与 加 速度 。 最 后 应 用 水 力学 定律 确定 作 
用 在 海洋 工程 结构 上 的 载荷 ， 工程 中 常用 英 轩 森 (Morison》 公 
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式 。 Dian, BEE £1 KR 
P 一 Pu edV* |V*! + co oxd'a* (2.5-8) 


式 中 "为 海水 密度 ; 4 为 元 件 直 径 ; Ci 为 阻力 系数 人 (0.6 一 1023C。 
为 惯性 力 系数 《1.5 一 -2107 V* 为 水 质点 与 元 件 的 相对 速度 ; a” 
为 水 质点 与 元 件 的 相对 加速度。(2.5-8) 中 第 一 项 为 阻力 , 第 二 项 
为 独 性 力 。 为 计算 水 质点 和 的 加 速度 ， 必 须要 求 表示 海 面 高 罕 的 随 
机 过 程 为 可 微 , 即 P-M 谱 密度 必须 截断 。 

SM RRR RAI. Re. KAAR 
度 也 是 高 斯 随机 过 程 。 但 由 于 阻力 与 水 质点 速度 的 非 线 性 关系 ， 
作用 在 结构 上 的 载荷 一 般 将 不 是 高 斯 随机 过 程 ， 
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流体 流 过 固体 表面 时 ,由 于 摩 近 在 介面 上 存在 一 个 边界 层 . 当 
流速 较 低 时 , 它 是 层 访 边界 层 ; 当 流 速 超 过 一 定 值 后 , 它 就 变 成 油 
访 边 界 层 。 这 种 汕 流 边界 屋内 随机 压力 脉动 可 以 是 结构 随机 振动 
的 重要 来 源 。 对 超 音 速 飞行 器 ， 湛 流 边 界 层 内 的 随机 压力 脉动 很 
大 ,其 标准 差 可 达 0.02my3/2，y， 与 o. 为 自由 流速 度 与 密度 , 足 
以 引起 飞行 回 表 面 结构 的 疲劳 ， 并 在 飞行 器 内 部 产生 高 水 平 的 品 
声 与 振动 。 对 水 下 船 舰 ,通常 边界 层 内 压力 脉动 不 大 ,不 致 构成 显 
著 的 结构 载荷 ， 但 由 此 产生 的 噪声 对 航行 中 操作 检测 设备 的 船 舰 
都 可 能 带 来 麻烦 沿 着 热 交换 由 管道 轴 向 流动 的 管 外 沸 流 所 产生 
的 管道 振动 ,可 能 造成 疲劳 或 侵蚀 ,也 可 降低 传 热 性 能 . 

虽然 有 许多 文献 论述 风 洞 里 的 模型 试验 数据 及 其 解析 近似 ， 
但 几乎 没有 发 表 任 何 实物 的 测量 数据 ， 平 板 上 的 濡 流 边 界 层 内 的 
压力 脉动 可 模型 化 为 一 个 随时 间 随 机 变化 的 二 维 消 视 场 。 一 般 不 
能 急 定 这 个 压力 场 是 暂时 兼 结 的 ， 并 且 只 在 较 小 的 区 域内 声 才 是 
均匀 的 . 压力 场 与 板 的 对 流速 度 on. HATER mw 的 0.6 一 
0.8 倍 ， 高 频 分 量 比 低频 分 量 对 流 迷 度 大 些 。 在 沙 流 边界 层 特征 
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FETSE SDE JR RE EE JR. b A WARE POE 
脉动 可 近似 看 成 是 平稳 的 ， 
24 THERE SE E B A EK 73 2: 2597. ALI, lE PRESE 
构 表 面 上 的 压力 4.5; 0) QJ] ED PEE RU C2Z.1713»z 
形式 。 Corcos!* ER i ,(2.1- 13) rh i FER EP 03 2169 BD 
S, (E mio) = Salio) ACS.) BCS, erp CiS: Y (2.6-1) 
AH E 5 pb RAA S E; S$ m w/t 与 
Sy 一 onfocs, DADAAS MW Strouhal RH; ACS) 与 BCS.) 
4 8 OSS MMR PERLE , AAR BT, (2.6-1) 3 
Jis RH. 
WilbyU9$& 2€ S,(£,2,c) BJ TF TUE IUS SA 
$4 mi) 一 dSaCo)falE sn 0) 00s ( 5-) — (2.6-2) 


式 中 
fek 0,00) = exp(—a,1£i) 
felt 4,0) = exp CC 6.91) (2.6-3) 
a, = Olof v, uS, 5, 77 0.71015cf teens 
与 流动 方向 成 30? 与 60° 的 方向 上 对 1405,20). 的 测量 表明 ,在 
高 频 范 国内 ,下 列 生 积 形 表达 式 与 实验 数据 不 矛盾 : 
faCE m, 0) — j;(£,0 +00} 0 n $c) (2.6-4) 
上 有 述 两 种 近似 有 一 共同 的 缺点 ， 即 这 些 谱 所 描述 的 是 非 可 微 
随机 场 ,这 是 出 于 过 份 查 陷 与 简化 。 Willmarth 5 RoosP""?& H T 
表示 可 微 随机 场 的 纵向 与 侧 向 相干 函数 的 解析 近似 。 对 〔(2.6-1)， 
表达 式 为 
ACS) = exp(—0.1445|5, |) 0.1445] S, | exp ( — 2.51 5, |) 
B(S,) — exp (—0.092]5,]5 十 0.70exp ( — 0.7891 5, |) 
+ 0.145exp( —2.916|5,|5 + 0.99[5, | exp( —4.0[5,[) 
(2.6-5) 
与 Corcos 近似 相差 不 大 ， 
Corcos 公式 的 另 一 个 缺点 是 ,在 低频 范围 内 ,部 “ 
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其 中 #8。 为 边界 层 的 位 移 厚度 ,(2.6-3) 中 的 a, 与 6。 与 压力 脉动 
的 定性 竹 质 不符 ，o 一 0 时 ,相干 尺度 趋向 于 无 穷 ，Crockerca 提 
出 ,在 低频 范围 , 代替 (2.6-3) 可 用 下 列 经 验 函 数 
一 go 二 02655， p 0.7159 429 02.6-6) 
conv Peon: By 


式 中 和 .为 边界 屋 的 厚度 . 
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AMIS RA Bk HR OLAS SAMS Á 
SKE BRI HUKA OED ORY BSS 
一 。 现 代 嘲 气 式 运 输 机 周转 的 声 级 可 达 160 分 页 或 更 高 。 由 于 这 
个 声 辐 射 而 在 飞行 器 表面 产生 的 随机 压力 往 动 可 引起 局 部 结构 的 
瘦 劳 破坏 ( 即 所 谓 凋 疲劳 问题 小 )， 也 在 飞行 器 表面 产生 分 布 的 随 
机 激励 , 激 起 飞行 器 结构 振动 ,还 可 作为 声学 噪声 传人 飞 生 器 的 内 
部 。 由 喷气 噪声 辐射 而 作用 在 飞行 器 上 的 随机 未 力 场 的 一 个 重要 
特点 是 ， 随 机 压力 脉动 传 过 飞行 器 表面 的 相对 速度 是 音速 与 飞行 
器 速度 的 矢量 差 。 病 气 噪声 的 另 一 个 特点 是 频带 特别 宽 。 许 多 下 
机 振 源 的 谱 密 容 只 在 一 个 十 倍 烽 程 的 频带 内 有 显著 值 MAAK 
箭 嘲 气 噪 声 谱 密度 则 在 三 个 十 倍 频 程 的 频带 内 都 有 显著 的 得 ， 即 
几乎 占据 金 部 声 闫 范围 。 喷 气 品 声 的 近 场 结构 十 分 复杂 。 随 机 压 
力 场 本 质 上 是 非 均 名 的 ， 一般 必须 针对 具体 的 组 态 进 行 实 测 才 能 
得 莘 随 机 压力 场 的 谱 密 度 ， 由 安装 在 飞行 器 表面 上 的 传感器 润 得 
的 是 由 喷气 辐射 的 噪声 与 从 飞行 器 表面 反射 的 波 的 总 压力 ， 在 近 
似 分 析 中 ,可 以 把 测 得 的 声 压 看 作 随机 地 给 定 的 外 载荷 ,不 必 再 考 
患 声 与 结构 振动 的 相互 作用 。 
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28 地震 引起 的 地 面 运动 


对 许多 地 面 建 筑 物 、 坝 .桥梁 及 高 架 公 路 等 ， 一 个 主要 的 设计 
载荷 是 由 可 能 发 生 的 地 夫 产 生 和 的。 发生 弛 地 震 时 ， 从 震源 发 生 的 
流传 圣地 球 表 面 ， 使 地 面 产 生 三 个 相互 垂直 的 分 量 《 两 个 水 下 分 
量 , 一 个 垂直 分 晤 的 地 面 运动 。 地 替 引 起 的 地 面 运动 的 一 个 重 
要 特性 是 它 的 非 平稳 性 ， 地 震 的 强 运动 阶段 很 少 超过 半分 钟 。 一 
个 被 广泛 引用 的 地 震 记 录 是 1940 年 5 月 18 日 发 生 在 美国 加 州 
El Centro 的 强 地 钥 引 起 的 地 面 在 南北 方向 水 平 运动 加 速度 *. 

在 建筑 规范 中 ,通常 用 单 自由 度 的 咏 应 谱 3 描 述 地 面 运 动 , 坊 
应 谱 反 应 了 地 面 运动 的 频率 合 量 与 持续 时 间 ， 它 简化 了 可 模型 化 
为 单 且 由 度 的 结构 的 设计 ,但 对 复杂 结构 的 设计 引 人 了 不 湖 稀 性 . 
Vanmarcke”? £y Dec Kiureghian "tEh T 15 8 a9 NY ated v en S h 
MAS EI EB ER Ao RO EHE] PRI 

在 探讨 性 研究 中 ， 她 耐 运 动 分 量 4 主要 是 一 个 水 平分 量 ) 的 强 
因 阶 段 常 被 模型 化 为 等 效 的 零 均值 平稳 高 斯 随机 过 程 。 一 个 被 广 
泛 采 用 的 地 面 运 动 加 速度 谱 密 度 是 卡 耐 (Kanai) 塔 基 水 (Tajimiy 
sn ji 


G(s) ares) o (2.8-1) 
w 72 i/o Y M UT 
[LG em 

式 中 o, 为 地 面 运动 的 卓越 频率 ; 5 为 当量 地 面 阻尼 ,它们 取决 
于 从 杀 源 至 地 面 的 地 层 的 性 质 , 对 颂 硬 地 展 ，ws 一 4r, te 一 0.6， 
Gs 是 地 面 运 动 强度 的 度量 ,其 与 最 大 地 面 运 动 加 速度 o。 之 间 的 

关系 为 Mz 
a. GET (PE) [Gee (+ "| oan 


Ah e 为 地 面 运 动 加 速度 的 标准 差 ; (PE) 为 锋 值 因 于 ， 其 均值 
Ht Vanmarcke 5 Lai? HR i 3j 2.65, 地 面 运动 加 速度 的 主 村 频 
二 90 + 


率 含 县 在 0.1 一 10 HSA. | 

Ta UE BOK AS TTR RS TRE FR. JE, 28 
平行 地 支撑 在 作 宽 带 加 速 运动 的 地 面 上 的 质量 的 加 速度 。 访 模 
型 的 最 吸引 人 的 优点 是 ， 能 以 简单 的 方式 模 氢 地 面 共 振 。 当 地 圭 
通过 分 层 介质 传播 时 产生 地 面 共振 ， 对 地 面 共 振 的 卓越 频率 已 有 
丰富 的 础 量 数据 ， 而 该 模型 中 具有 可 调 参 数 ， 使 模型 中 的 卓越 频 
率 与 地 面 共振 的 卓越 频率 一 致 。 该 模型 的 另 一 个 优点 是 便于 作 结 
构 的 随机 振动 分 析 。 该 模型 的 一 个 缺点 是 它 具 有 非 堆 的 零 频率 分 
量 , 与 实测 不 一 致 .该 模型 的 最 不 现实 方面 是 把 地 震 地 面 运动 看 成 
平稳 随机 过 程 。 这 可 通过 引 人 人 依赖 于 时 间 的 包 结 线 得 到 部 分 的 弥 
补 ,这 种 受 调 制 的 平稳 随机 过 程 具有 下 列 形式 的 浙 进 谱 窗 度 


Sot) = >) Cah COSC) (2.8-3) 
i 


式 中 C. 为 正常 数 ; fC) 为 确定 性 时 间 函 数 ; Selo) 为 形 如 


(28-1) 的 卡 醒 - 塔 基 米 谱 ， 它 们 具有 不 同 的 可 调 参 数 。 在 最 简单 
的 模型 中 , 取 《一 1. 

由 于 包 络 线 只 政变 地 而 运动 的 强度 ， 并 不 改变 频率 省 县 ， 用 
确定 性 包 络 线 调制 的 平稳 过 程 的 模 垄 仍 不 能 令 人 满意 ，Lin 与 
Yongow 应 用 随机 脉冲 列 的 概念 , 研究 了 若干 非 平 稳 地 震 模 型 ， 这 
些 模 事 具有 渐进 谱 , 可 同时 反映 强度 与 频率 含量 的 变化 ,其 中 以 浙 
进 的 卡 耐 - 塔 基 米 模型 较为 简单 又 较 接近 实际 ， 

追 今 为 止 , 总 是 假定 整个 建筑 物 的 基础 作 同 样 的 地 面 运 动 , 对 
具有 很 大 基础 的 结构 (如 坝 ), 大 跨度 多 支撑 结构 (如 桥梁 与 地 面 管 
道 》, 长 的 地 下 结构 等 ,这 种 假定 是 不 适合 的 ,一 般 会 导致 对 结构 响 
应 的 偏 保守 的 估计 。 对 这 些 结 构 , 宜 将 地 面 运动 模型 化 为 随机 场 ， 
用 空间 -频率 互 谱 密度 描述 。 Harichandran 与 Vanmarcke®Z¢ 4} 
析 了 若干 地 替 地 面 运动 的 记录 之 后 ， 提 出 了 暂时 的 经 验 相 干 通 数 
模型 

上 述 种 种 模型 只 描述 发 生 一 次 地 震 时 地 面 运动 的 性 态 ， 因 而 
它们 只 是 一 种 短 时 模型 。 要 估计 地 面 建筑 物 的 结构 可 靠 挫 。 还 需 
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咎 结构 在 整个 寿命 期 内 ,在 建筑 物 所 在 地 预期 发 生 的 地 震 位 置 , 强 
度 及 次 数 ,等 等 ,也 就 是 需 变 建立 描述 地 震 地 面 运 动 的 长 期 性 态 的 
RY, 由 于 许多 因素 影响 对 这 些 参 数 的 估计 ， 因 而 这 是 一 个 很 困 
难 的 任务 ， 不 入 前 ，Shinozuka  Deodatis“ "4H THERE 
动 随机 过 各 模型 及 其 模拟 的 评述 .。 Anagnos 与 Kiremidjian'? m 
WRT CoRR RH eR, 
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PZE ”离散 线性 系统 随机 振动 
3.1 离散 钱 性 系统 的 表示 法 


实际 的 机 械 ( 结 构 ) 系 统 几 平 都 是 连续 的 , 非 线 性 的 ,离散 绥 性 
系统 是 实际 系统 经 过 离散 化 与 线性 化 两 个 步 难 后 得 到 的 一 种 理想 
化 模型 。 对 许多 实际 系统 ， 当 激励 比较 小 时 ， 离 散 线 性 系统 的 楼 
漠 在 定性 与 定 贡 方面 都 已 能 很 好 地 反映 原 系 统 。 而 且 容 易 得 到 离 
散 钱 性 系统 的 随机 响应 绕 计 量 。 因 此， 这 种 离散 线性 系统 模型 被 
eRe. 

描述 离散 线性 系统 的 运动 方程 为 线性 常 微分 方程 。 一 个 # 自 
由 度 的 离 敬 线性 系统 党 用 # 个 二 阶 方 程 的 方程 组 描述 。 这 是 根据 
动力 学 的 基本 原理 或 定律 导出 的 运动 方程 的 最 初 形 式 .。 对 机 械 
(结构 ) 系 统 ,最 一 般 的 运动 方程 形 为 

MÖ + CC 4+ GY) + CK  N)YG) © Xe) (3.121) 
Y(n)- Y,YGo "ma Ý, 
AP XO 与 YO) Xn EREHE, D pA M 为 
HEGE: CMe; Gree; AK 为 刚度 矩阵 ; N% 
iege eRe, M fu K Xp BE, GS NN 为 反对 称 和 矩阵 。 在 很 
多 情形 下 , GG 一 NN 一 0， (3.1-1) 化 为 
MYC) + CYG) + KYG) = KC) 
Ye) = Yp YGD - Y, (3.1-2) 

PE FHIERZE CU LE ASK HERR 可 与 响应 维 数 不 相等 ， 并 可 能 

与 其 一 阶 导 数 过 程 有 关 , 此 时 可 表 为 
XQ) — BX) + BX (3.1-3) 
Xm B, 与 B, ya x mR; XO) 与 Xi) Hm ERB, 表 
示 实 际 的 激励 。 
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离散 线性 系统 的 运动 方 实 也 常 表示 成 一 阶 方程 组 形式 , 即 
Zo — AZ + Fi), Zi) = Z, (3.1-4) 
(3.1-4) 常 称 为 状态 方程 ， 因 为 ,如 果 引 人 状态 矢量 


Y(t) 
Zi) = {yo} (3.1-5) 
(3.1-1) 可 化 成 《3.1-4) 的 形式 ,其 中 
^c hse] 
“MR EN) | MAC d) 

0 (3.1-6) 

FG) 一 | x 

MM) 


车 ZG 的 维 数 为 sn, FG) ER m n, 则 可 引入 nn x m 
B, 从 而 (5.1-4) 改写 成 
Zi) = AZ) + BF), ZG) = Z, — (311-7) 
有 时 离散 线性 系统 的 运动 方程 是 一 个 高 阶 常 微分 方程 
BY bY 
He Og XY 4 eee + a, 
YG) = Y, YO) = Fapte, YOO) — Yin? 
(3.1-8) 
有 时 为 方便 计 ， 上述 各 方程 还 写成 自 子 有 形式， (3.1-1)， 
(3.1-2) & (3.1-4) 可 写成 
LYC) = Xe) 
Yu» = Y,, zaa VEO (1) um yy 
其 中 s^ 为 线性 均 方 微分 算 子 ; 1! JAARS A. 而 
(3.1-8) 可 写成 
BY PBA) (3.1-10) 
YGD = Y, DYU = ¥,,°°+, Do "»yY(g) e Yi 


(3.1-9) 


Lith D= dlid, 2,- 9 b5D,2,— Y «D. 算 子 方程 
jmi 


kuil 
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的 一 个 忧 点 是 , 它 的 形式 解 可 用 算 子 简单 地 表示 。 例如 , (3.1-9) 
5 (3.1-10) 的 解 分 别 为 

Yoo = 2 (3.1-11) 
与 

YQ) = Bis XD) (3.1-12) 
式 中 ost 与 STI 表示 线性 均 方 积分 算 子 ， 

上 述 方程 中 的 系数 矩阵 的 元 素 可 以 是 常数 、 随 机 变量 .随时 间 
确定 性 或 随机 地 变化 的 量 等 多 种 撞 形 ， 本 节 中 ， 将 系数 随时 间 周 
期 性 变化 或 随机 地 快 变 情况 放 在 第 七 章 中 讨论 。 本 章 大 部 分 假定 
系数 为 常数 ， 或 随时 间 非 周期 确定 性 地 变化 ， 

离散 线 姓 系统 的 动态 特性 还 可 用 系统 对 某 种 典型 的 激励 的 响 
应 来 描述 。 脉冲 响应 矩阵 与 频率 响应 矩阵 是 最 常用 的 两 种 。 此 
外 ,时 不 变 线 性 系统 还 可 用 横 态 (固有 频率 与 振 型 ) 来 描述 ,所 有 这 
些 描述 的 理论 依据 是 又 加 藉 理 ， 脉 冲 响 应 矩阵 ， 频 率 响 应 矩阵 及 
模 态 可 由 给 定 的 运动 方程 得 到 ,也 可 用 实验 方法 直接 测量 得 到 . 因 
此 ,这 些 描述 方法 具有 独立 的 意义 ,容易 证 明 ， 各 种 描述 方法 是 等 
trà. | 

在 随机 振动 中 ,对 应 于 离散 线性 系统 的 每 一 种 表示 法 ,都 有 -- 
种 或 几 种 预测 随机 响应 的 方法 ,各 种 方法 各 有 其 优 缺 点 。 预测 方 
法 的 选 择 取决 于 系统 的 动态 特性 是 用 什么 方式 给 出 的 ， 也 取决 于 
所 要 求 的 响应 量 及 其 精度 . 


3.2 应 用 脉冲 豫 应 知 阵 的 相关 分 析 


.一 个 离散 线性 系统 ， 其 上 作用 mm 个 激励 ， "oT WARE, 可 用 
如 下 一 个 # Xx 二 脉冲 了 响应 矩阵 描述 
Bro) RtsT) te AVC,r) 
LIEFS En fali, 7) uL ui - No e 7) (3.2-1) 


bali, r) halt, r) - Baer) 


Ad Aur, 7) BRET HAER PRE 
: BEA i PWR AG,0 是 下 列 方程 之 特 解 
Lh(:,v) — BisG: — r) (3.2-2) 
AA LESS BS 0€ s oxBUGERETO4CT.Boxs:x 
mp; E29 mE RR; 8(r-- ) HK SBR, 基于 因 
果 关 系 , 当 Pet 时 ， h(:,c) -— v, Fe EA AER, 
Rs,t) = ho — r) 
7 apogee, BSRRERAWERR XO) 的 响应 
可 用 着 积 积分 得 到 , 即 
YO ~ f ACs) XC dr = N Rr Xrdr (3.2-3) 
Tt Ot RAS ER EE FR BRAG RY BT ARDY 
Yo 一 f hG — D) XGyir = r^ ROY X(1 — 8346 


- l^ RCOY XU — 8548 (3.2-4) 


E XC) 是 平稳 的 , 则 当 am 一 一 % 时 , 渐 近 稳定 的 时 不 变 线性 系 
统 的 啊 应 也 是 平稳 的 ,于 是 | 


Yo) = r RU — XCar = | ACO) XC; — 648 


- I" h(8) XC — 3) a0 ` (3.2-5) 


基于 激励 与 响应 关系 式 (3.2-3) 一 (3.2-5)， 并 注意 期 望 运 算 
与 均 方 积分 次 序 的 可 交换 性 ,不 难得 出 各 种 响应 统计 量 ， 

一 般 离散 线性 系统 对 任意 随机 激励 的 响应 统计 量 为 
平均 矢量 


ELY C) — | RTI ELXC) dr 一 人 RC,rIEL XG) dr 


(3.2-6) 
Ae 


l Ryy (41,4) = P P AG, n) RaxG, TA Cr, f1)dr, dr, 


a OF e. 


~ f. N AC st RxxG, TORT ri) drdr, (3.2-7) 


fa ty 


Bs hy ke eS 
Rey Cun) = (^ Rxx(, T) RT Ghri Jdr: 


- E Rae DA andr (3.2-8) 
方差 矩阵 | 
Var[Y(7)] = Rey (5,7 — EIY(O])EY'(2). (32-9) 
Bet AN UA EF eS SO AIO 
平均 函数 
EUG) 一 | ^ RO) ae + ELXJ= | Acooa5 - ELX 


(3.2- 10) 
相关 和 矩阵 
Rrvr (5,6) = pe P ACG) R x xCGÀÁ — 5 + 8, 
— 8;)h1 (0,)40,48, 
- "^ P^ MO )Rexle, — & 4-6, 
一 6:)A* (06,)40,40, (3.2- 11) 
Bo SS me Ej SAK 


Rxyy(n, 2) - [^ Rex, — 4 — 0,) AT (0,)40, 


-= P^ Ry x; 一 下 一 0,) A" (6,)40, (3.2-12) 


Jj; BH | 
Var[Y(22] -— RyrG 7) 一 E(YVEC(Y'T) (3.2-13) 


新 近 稳 定 的 时 不 变 离散 线性 系统 对 平稳 激励 的 平稳 响应 绕 计 
量 为 
均值 矢量 


ELY) 一 A(8)48 - ELX] 一 BEO? > ELX] (32-14) 
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KDE 
Ry G) 一 人 全 ReDRx(r + 0 — 6087 (0,)40,48, 
一 r | A(O)Rx(t + 9, — 8,)87(8,)40,48, (3.2-15) 
A n 5S wa RE Bx 
Ryy(t) = [" Rxtr 一 AJAT (0,)40, 


- Í -RxG 一 8,)^' (8,)46, (3.2- 16) 


方差 矩阵 
Var(¥) 一 Ry (0) — E[Y] - EtY7] (3.2-17) 
如 果 激 励 是 高 斯 矢量 随机 过 程 ， 那 么 响应 也 将 是 高 斯 矢量 随 
机 过 程 、 以 上 给 出 的 响应 统计 量 完 全 描述 了 响应 过 程 。 如 捍 激 励 
是 非 商 斯 随机 过 程 , 响 应 一 般 亦 是 非 高 斯 过 程 , 上 述 统计 量 只 给 出 
关于 响应 过 程 的 近似 措 述 。 可 以 用 脉冲 响应 矩阵 建立 激励 与 响应 
的 高 防 统 计量 之 间 关 系 , 例 见 3.4.6 5, 
上 述 推 导 中 ， 只 给 出 了 由 激励 引起 的 系统 的 响应 量 ， 这 相当 
于 运动 微分 方程 的 特 解 ,没有 计 及 系统 初始 状态 的 效应 , 即 运动 微 
分 方程 的 通 解 。 现 以 状态 方程 (3.1-4 为 例 落 存 系统 初始 状态 的 
影响 。 假 定 激 励 与 系统 初始 状态 独立 . 可 在 (31-4) 中 令 F — 0， 
得 解 
EG) = cA Z, (3 2-18} 


"up m, Z, OLR At, BES AURIS, 
BRIBED RMR Te A, 亦 即 取决 于 系统 的 稳定 性 。 对 时 
不 变 的 稳定 的 线性 系统 ,人 为 常数 矩阵 , 且 其 特征 值 具有 负 实 部 ， 
Zi) 将 是 一 个 指数 型 衰减 的 随机 过 程 。 不 难 求 得 


EUZ(O] 一 AO WELZ) (3.2-19) 
E[Z(n)Z10,)] 一 e^ "EL ZZ eA tan (3.2-20) 
E[Z'()] 一 e^ ELZi]e^ 7 (3.2-21) 


Cae AY DL, EH 9718 S EB ADI 3] Be 35] 7; JB eR — NE F ES BEL EC GR 


VP 


HRR, $3 节 中 将 用 数字 说 明 RR ET ARR EAE EH 
始 状态 引起 的 响应 量 的 覃 减 与 朋 态 响应 量 的 增长 一 样 是 相当 快 
的 ,在 平稳 响应 预测 中 常 可 忽略 不 计 。 


33 应 用 频率 响应 目 阵 的 谱 分 析 


一 个 离散 线性 系统 的 动态 特性 也 可 用 一 个 频率 酌 应 筷 阵 描 
XR. WDRÉL EAE FR mr BS ON n TI AE MH BERTIE A 
Hy, Ct) Hak pt) +++ HC ye) 
Ho ,站 一 ui Hae ») ico jJ) (3.3-1) 


"e s" Hale) - "tt H(t) 


Xub Hae, D 是 由 第 下 个 激励 从 st 开始 作用 of, NE + 时 
刻 上 第 i PW Se zm Ee. HCO n) 是 下 列 矩 阵 微 分 方程 之 特 解 


LLC® ne) on Bh (3.3-2) 
ERS (3.2-2) 对 应 ATE, Hio ,站 aj FH Bk rp Rz BP: EH 
Ho ur) = [ AC rege (3.3-3) 


对 时 不 变 离 散 线 性 系统 ,，(3.3-3) 化 为 
Ho r) = { h(1 — r} «eer, om L^ hla Je tdo 


= |. h(8 e 946 (3.3-45 
4am -—00, h(9) 多 对 可 积 (系统 渐 近 稳 定 )， 则 HG», D — 
Ho) 

Bo) = | ACS) eae 一 TOE (3.3-5) 
(3.3-3) 5$ (3.3-4) 中 的 Ale, 2) 分 别 为 时 变 与 时 不 变 离 散 线 性 
Fa OF HY EAS PALE Wy SRE, (3.3-5) 中 的 Hio») XB E BD 


Rd 3E RE Se noi RR. Bo ea eas 
逆 侍 立 叶 蛮 换 , 即 


. 1955 


AQ) = -L | Heo eta (3.3-6) 


稳 赤 频率 响应 矩阵 容易 从 运动 微分 方程 得 到 ， 只 要 在 算 子 方程 中 
对 时 间 的 一 阶 导 数 用 io 代 蔡 即 可 得 。 
应 用 锋 闪 哆 应 逢 阵 ， 可 建立 激励 统计 重 与 响应 统计 量 之 间 的 
关系 。 O 
考虑 时 不 变 线性 系统 对 具有 浙 进 谱 窗 度 的 非 平 稳 随 机 拆 励 的 
响应 。 设 激励 
K= |" "Axo dZ) (3.3-7) 


式 中 Axo, om Xm SE, HMB, Zx 为 
共有 正 交 增 量 的 如 维 复 值 矢量 随机 过 程 ; 矢量 Ax, dZ) 
各 元 素 实 部 为 “的 偶 函数 , 虚 部 为 2 的 奇 函 数 ， 
ELAÀx(O,2472 x(0)] = EL XG) 
ELAx(® ,D4Z (Qo 4 Zy (0) Ag Go D] 
= Axl D) Sy Co)AR Co 8) do (3.3-8) 
式 中 
Sx(o = Ao SOAR (Qo, — (33-9) | 
AGERE, CRT RAW. XO) 的 相关 函数 矩阵 为 
Rubs) = | AxCo ps) SACO JAR Go se doo 
(3.3- 19) 
加 上 激励 很 长 时 间 后 ,时 不 变 线性 系统 的 响应 为 


Yo) 一 l^ Ac) XG — 8)46 = [. AC) 
x It. eO Axl coz — 8)4ZxCGo)| do 


— 全 eM ,t)dZx(0) (3.35- 11) 
式 中 
M(o, 1) = | h(8)Ax(o,: — 0)e "40. (3.3-12) 


*i@« 


由 于 (33-1) 具有 类 似 于 G3- WEA, BH (3.3-12)， 
Mí», 与 Alo, 一 样 随时 间 慢 变 , 因此 响应 YG) 也 是 具 
有 渐进 谱 密 席 的 矢 重 随机 过 程 。 且 (3.3-12) 表明 , 响应 的 渐进 幅 
(GRE M Coo 7) 可 由 滞 励 的 源 进 幅 信和 矩阵 Arlo, D 与 Re 
的 卷 积 积分 得 到 。 在 特殊 情形 下 ， 若 在 矩阵 AQ) 的 各 元 素 具有 
较 大 值 的 时 间 区 间 内 , 注 励 的 凯 值 无 重大 变化 ，(3.3-12) 化 为 


M(t) © Aa) Ay Cot) (3.3-13) 

X JE TOY Bar. 
(3.3-12) 54 s (E (B yr 3E 4,28. 
Maw = Ma + Axl ,v) (3.3-14) 


据 此 ,有 了 系统 的 稳 杰 频率 响应 矩阵 Alo), sp C3.3-14) (px fa 
立 叶 变换 可 得 Meos), Eig (33-11) 可 得 诸 响 应 统计 量 ; 
平均 矢量 
E(Y(s)] 一 M(0,s)EldZx(0)) (3.3-15) 
95 jor V a SE SRS 
Sy (0,1) = Mor) Sx(o)M*T(o,r) (3.3-16) 
B 5s p y E BE ABE 
Sxy (o, t) = A xo, Sx Go)M*T Co P) (3.3-17) 
Ws BY THOSE REPE 
Revit) m | MG) Sx Go) Mo, eid 


(3.3-18) 
Bm 5S MI he Be 


Rev t,t) 一 | A xCGo,8) S x o)4M* T (o 1, )e 7 do 


(3.3-19) 
ESI 


Varl YCeO] 一 | Sy(o do 一 ELY] ELY GY] (33-20) 


FAY ARE Bs AER UE UE AE EUN DAS ES ER, Mio, 2) 
变 成 (3.3-4 中 的 HCo, 1)， 相 应 统计 量 (3.3-15) 一 (3.3-19) X 


* 102 * 


E[Y(O] - Hio DEL XC} (3.3- 21) 


Sylen, = Fl(»,D SxQo) (0 ,t) (3.3-22) 

S yy Go, t) - SxGo) A? (o wt) (3.3-23) 

Rye Gin) m [C HG) Sx Go) Hf! Go ede 
(3.5-24) 


RxyyG(n 5) 一 | Salo H"? Copt pe n dw (3.3-25) 


(53-20) PEM — 
对 新 近 稳 定 的 时 不 变 离散 线性 系统 对 平稳 激励 的 平稳 响 
应 ， Mio, Æ 成 (3.3-5) 的 Ao), ARIE (3.3-21) 一 
(3.3-25) R (3.3- 20) 40.35 | 
ELY] = H(O)ELX) (3.3-26) 


Sy(o) 一 H(o) Sx Go) H" Co) (3.3- 27) 
SxyCo) = SxQo) E" T Qo) (3.3- 28) 


Ry (Cr) = | HGoySxy(o) H T Cade“ dw  (3.3-29) 
Rey) = u SxCo) H* (oe "" do (3.3-30) 


Var [F] = | SyQoyeo — E(Y )EUY?] (3.3-31) 


设 系统 为 时 不 变 的 ,激励 的 作用 时 间 很 长 ,激励 与 响应 的 广义 
SESE REE. WARS A Ree Zia 
的 关系 ， 在 (3.2-7) FAR (1/4a7)e enor) F Al BR 
4. 由 于 on —90, baar) 一 AG 一 了?)。 得 

SryGo i) m AD [LAG — eRe) 
x h' (5, — rpe t mido drdt de, 
4u-—n- ys 4 — f; 0,, dt, = d0., dt: = 40,, Mij 
af" todi todi b ; 
SyyGn o) = QUA) | C jp nee Rx) 


^| * 183 ^ 


X e eee AT (9) e "dr dr dÓ, dO, 
æ A (o) Sy yx Go, 0) HT (ee) (3.3-40) 


34 单 自 由 度 系统 的 随机 振动 


341 防 冲 响应 函数 


考 碟 时 不 变 单 让 由 度 线性 振动 系统 ， 其 运动 方程 为 
mYCO + cYCO + RY(O ~= XG), YOO) = YOY) — 0 
(3.4-1) 
(3.4- 1) 可 改写 成 无 重 纲 形式 ,系统 的 脉冲 响应 函数 为 下 述 方 程 之 
M: 


KG) + Zehe) + cathe) 一 E 8G) (3.4-2) 
à(0) — A(0) — 0 | 
o 一 人 为 系统 国有 频率 ; Com c/ 1m, 为 临界 阻尼 比 ， 
HERE. (3.4-2) 中 的 oe) 是 非 对 称 的 ， 可 看 成 是 从 了 一 0 开 
始 , 持 续 时 间 为 Ar， 幅 值 为 人 的 矩形 力 脉冲 在 4: 一 0 时 的 极 
限 , 对 (3.4-2) 两 边 在 [0,Ar] 上 积分 
人 (B + Leah ol) 一 (AD 一 下 0] + 200 LAC AD 


一 k(0)] + aj hat = + N L u — (543) 


在 系统 上 旅 加 一 个 力 脉冲 ,使 系统 在 很 短 时 间 内 产生 很 大 加 速度 ， 
经 过 一 个 很 短 时 间 A 后 ,系统 积累 了 一 个 有 限 值 的 速度 ,但 由 于 
初速 度 为 零 ， 时 间 又 极 短 ， 系 统 累 积 的 位 移 极 微小， 因此 ,在 


Ar 一 0 时 , LACA — &(0)) — 0, N hd: -> 0。 并 注意 


t 
lim | 4 l1 
erc) Jo At 


"1044 


(3.4-3) 给 出 


lim [A(Ar) — K0)1—4(04-) 一 二 (3.4-4) 


其 意 为 ， 单位 力 防 冲 的 作用 等 价 于 在 :一 0 十 瞬间 的 其 值 为 二 


的 一 个 速度 首 量 ， 于 是 (3.4-2) 之 解 与 下 面 方程 之 解 等 价 : 
ACD) + 200,402) + olh(r) = 0 


Wo) — 0, AO) 一 E (3.4-5) 


(3.4-5) Æ E <1 HET ROS 
aCe) 一 a; expC ~Liogt) sin pre ult), tl (3.4-6) 
式 中 p= mw 一 总 为 阻尼 固有 频率 ; w(t) HREM RK, 
M o> 1 BY, 
prm 一 1 
AG) = 


l : i 
mo = Ty exp( — Lour) sin af (CU 一 1) ogl, C771 


(3.4-7) 


3.4.2. 频率 响应 函数 
时 不 变 单 自由 度 振 动 系统 的 稳 态 频率 响应 函数 容易 从 求解 下 
面 的 代数 方程 得 到 
[Cio)! + 240440) + cllH(o et — is — (34-8) 
HE 


- DH - 
H (wo) m Cama) + Wage (3.4-9) 


HG») ABBA EC AR [ÉL Eder 9129 
Ha)! 一 二 一 一 -一 ~- (34-40) 


m v Qui — iy + (2ta F 
5 


* 105 + 


pua to/ Y - 
出 到 tan r acr] (3.4- 11) 
Py AR AE B6 EI BE eh 3 2e ID RR ERES a RU DSS 
v 
d 十 1o, 2- 4- oi] [Hwt je" ] = etm 
ds 1 


dz? (3.4-12) _ 


H(w,0)— He, Dua = 0 


但 可 更 方便 由 (3.4-6) 按 (3.3-4) 得 到 
Ho, 1) = | ACOJe «946 


— (L cgerrieesin 5948 © Ci) 
-È mp 


= Hio) h 一 ge Gevtio | evs pt + - fe sin pr|} a(t) 
(3.4-13) 


3.4.3 HEBER he 


首先 考虑 系统 《3.4-1) 对 谱 密度 为 % 的 理想 白 噪声 的 平稳 
用 应 。 由 (3.3-27), (3.2-15) 及 《3.2-17) 可 求 得 下 列 平稳 位 移 响 
应 统计 重 


ua 2 = —_____ Se ______ 
Sro) = IHC) PSko) 一 


(3.4-14) 
二 TSi ptit S89 a - 
RT) = BOE unt (cospr 4 ; sin plr! ) (3.4-15) 
we — 3 a aS, _ 
a imal ck (3.4-16) 


注意 Rs RE SE Er E 9 57 09 35; 35. 典型 的 相关 函数 与 谱 密 
度 曲 线 如 图 34-1 所 示 . 
Wal Ri? Th ER A SR Pa a. 将 谱 害 凑 曲线 下 的 面积 
= 105 5 





图 3,4~1 RER EL EH HE SR Ebo HO BL ELDER Gr ESAE 
(a) 相关 函数 ; (D) UE 

集中 在 一 am So, HRR TIERE PIS XX VAT BER ERE BD2S A 
声带 宽 BUM RE SS 
| LH C) lide 

HG, ) |? 
这 也 等 价 于 以 带宽 为 Aw。 (UP iD HH GR GRE RR CC ER ARREARS. 

AE G 4-9) FRA C3 4-17) 得 

£o, = x Lo» (3.4-18) . 

3) Ds PR JE. f Dc «DE Rz Eg 30 C 0 E. 0,590 0R BE B E TO IE HH 
Aw m Zeon (3.4-19) 


(3.4-17) 


LI 167 = 


WAZ 


Awo, Aco = 1.57 (3.4-20) 
谱 密 度 (3 4-14) 还 可 用 单 边 谱 表示 | 
nmm — CHEN -— 25, 
S) T GE — uy + Made” o. OF 
l (3.4-21) 
前 三 个 谱 纸 为 
ho = xG t ot 
4f ws 
= 18a mio Eas BEEN, ci 
G (3.4-22) 
n= md 
+ Sty 


BEER, REL PRAT 
g—-1—— 1 二 | 一 二 aan (HOEY (3.4-23) 


BR 
qu LI), £e 0.2 


(9 ISUREAM (34-24) 
由 (34-15) 知 ，7(9) 是 均 方 连续 的 平稳 过 程 ，Ryry Er 


0 处 有 连续 的 一 .二 阶 导 数 ， 因此， YCO 是 一 次 均 方 可 微 的 - YC) 
的 响应 统计 量 


Ry(r) = — aLr) (3.4-25) 
«01 S, 
8 "- ———À—— 一 一 4- 
Ko) mE Aya SAO 
oo AS m «So (3.4-27) 


Inm me 
EEX*. BUBE A ROK EM A EH BE JR OE] EUER EUR E eI F 


' 1989 


Ramis. TE, 
of * (io), (3.4-28) 
Rr) XE r = 0 处 的 三 阶 导数 是 同 断 的 。 Bit, YCO 的 二 
蚤 均 方 导数 不 存在 ,事实 上 ,平稳 加 速度 响应 的 方差 为 无 穷 大 . 
现 考虑 朋 态 网 应 的 方差 . 设 系 统 在 + = OM RIN ELI FE, 
按 (3.2-13) Wig its (ir E ir i 7 se fn 


t ai en t ; irian? 
opts) = g, 10 — E (p! + cpi sin 2p + loit sin! pt) | 





(3.4-29) 
类 做 地 可 得 
oye) = e} L — c (p! — «cpi, sin 2 pt + 2wdf!sin! pr) | 
(3.4-30) 
pay Hoya) = (53) exp( — 25st )sin* pr (3.4-31) 


显然 ,，: 一 on Ld fir I ER HET 3E E DOS Se AM Bs f. 
Ba MAN TET RC T PREGA D. FERRARA, 0 
« 1, (3.4-29) 可 近似 地 取 为 


e$ an. 
oi (t) ne pronis — eHow) (3.4-32) 


可 知 ， 位 移 方 差 近 似 地 按 指 数 规律 增长 ， 对 【一 0, 0.025, 0.05, 
0.10 位 移 方 差 增长 示 于 图 3.472, 03H (3.4- 32) 可 估计 ;经 n= l) 
4C 局 之 后 ， 丁 态 位 移 方 盖 约 增长 到 稳 态 位 移 方 荐 的 56.(.— 
0.04 时 , 约 需 6 Hj, E= 0.005 MÆ 50 局 。 对 多数 实际 系统 , 则 介 
TEB. 显然 ;对 速度 方差 也 可 和 作 类 似 的 估计 ， 

MEHN, BEART SS (3. 4-29 ) ELSE SG US E LIB OUR JE IER 
Lk. Am BR ES EH EE 24 BEOGELRUÉS ESHS HH SS ERU MS 

Rx(r) = Re 77" cos pr 

aA Ba ot BU Bids I5] pz 75 35 8T fie e Ac "EH UA PER 3 

再 考虑 非 氢 初始 条 件 的 影响 ， 设 系统 4-1) 的 初始 条 件 为 
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fx da 6x fa wy F 


Hl 3.4-2 SACRA ED ECCRIITU BRE E ES AE. 


Y(0) = Y,, Y(0) — Y, (3.4-33) 
Y, 5 为 随机 变量 , 且 与 激励 不 相关 、。 可 令 (341m 
XCG) = 0 


其 解 为 


YCD ae e toe imn sin pt + Y,cos e| (3.4-34) 


Ea io eT 45 LS 35] pF T 65 15375 BAS BH) 
E[Y()] 一 et [EU iweb vad 


P 
X sin pr + E[Y,]cos ps} (3.4-35) 
与 
ELYON = gCOEUYT] 十 e! FOOEUTT] + meCORGO ELY Y,] 
(3.4-36) 
式 中 ACs) B (3.4-6) 确定 ,而 
gle) m eom (cos pt + sin ps) (3.4-37) 


= A BMS AS [AI LZ, 其 均值 近似 地 演 e n SUED, 
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AWG 279 规律 减 小 ， 类 似 于 系统 对 激励 的 瞬 态 响应 ,对 
实际 系统 ,这 种 衰 威 过 程 的 时 间 是 不 长 的 . 

因此 ,时 不 变 线 性 系统 对 平稳 激励 的 响应 ,只 要 系统 有 一 定量 
的 阻尼 ,在 加 上 激励 不 长 时 间 之 后 即 可 认为 咏 应 已 达到 平稳 , 且 可 
不 计 初 始 条 件 的 影响 ， 


3.4.4 RPS RP Gag KS 


MEER ORE HRE, EY (14-34), P 
稳 位 移 响 应 谱 密度 与 相关 函数 分 别 为 


So. 
Solo) em. dL cof — ot ¥ + 40 cohen?) €i S fol & co, 
0, Kihot 
(3.4-38) 
与 
-— ent eda 
Rr) (| -mw «b ) (ad — wy + Mei (3.4-39) 


(3.4-39) 中 令 r= 0, SEHEBU n] Bb r9 27 38 
s 5, ty — i . 
at -— TU (5, c) i (5. 3! (3.4-40) 
式 中 积分 因子 
I 2, c) - = ta n*! Sene 十 


to. i- (2) le A/1— (C 
M 


«je (a 
(vie 


x In (3.4-41) 
对 二 一 001 与 5 一 0.1， ! 作 为 二 的 函数 画 于 图 3.4-3 中 。 E 
较 (3.4-40) 5 (3.4-16) 可 知 , 单 自由 度 条 统 对 理想 白 噪声 激励 与 
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1.0 290 ote 


i] 3.4-3 


ae ee i eA Sv SETA 
e — w 
[m 7 (2 d] 

对 理想 白 噪 声 ， 此 因子 为 1; 对 限 带 白 噪 声 ,此 因子 小 于 L 然而 ， 
只 要 os 铁 包 含 在 区 间 [cos 之 中 ,市 县 1o: ~ ol > Aw, 
那么 上 述 因 子 将 接近 于 1, Mam Mie EY BSN. BRA 
虽 声 可 近似 当 作 理想 白 邑 声 处 理 ， 对 实践 中 常见 的 小 阻尼 系 绕 ， 
系统 带宽 很 党 , 汕 珊 带宽 不 必 根 宽 就 可 近似 看 作 理 想 白 噪声 。 

类 位 地 ， 时 不 变 单 自由 度 系统 对 最 带 白 噪 测 的 平稳 速度 响应 
的 方差 为 


gi zn [n (8. 5)— i, (a, 3l (3.4-42) 


式 中 积分 因子 


"S 

at | 一 

中 二， 5) ~ DU (SY NIE 
en 
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3 + x2) 一 2 — 24i (2) (34-43) 


BOO 


wom O01 E om Ol, HORT EH 3.474 中 ， 可 见 ， 只 要 oo 在 
PASH] 【ws wi] 之 中 ,是 | 0, — cil AG, BBA 从 系统 的 均 方 
EAR BERS AR Rae RS a 
| e; 一 cii / Ac, 的 比 为 何 秆 时 可 当 作 理想 的 ARRA Sh REI 
HOR TS BS SOR, 





1.0 2.0 


Ej 3-4-4 


时 不 变 单身 由 度 振动 系统 对 限 带 白 噪声 的 加 速度 响应 为 有 限 
值 ， 


e - Z5 [os (2, c) en (2, c)] Ge 
式 中 积分 因子 
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c 
i 2 "I 

十 i~ 40 (2!) tan `! (a) (3.4-45) 

(D) | 

BPA 108 T8 P3 RAE Be BE V IOS SK, MAE 

JR» GEBEU i? FASE, AR REE TÉ EQUME PE 34 FERE TH PAIR EUER, 


345 PIX SUUM ERE HM 


若 系 统 阻尼 很 小 , 则 LHC]? WREE 土 w 附近 的 两 个 陡 
WAE ME 3.4-3). ELE xe PRESS HS, MR aC) 在 
土 wo。 附 近 变 化 很 缓慢 ,对 位 移 哆 应 方 凑 


1 | Sx c )dto 
gi = 一 一 一 (3.4-46) 
"mt Jew Co} — ay At olo! 


的 主要 页 献 来 自 + os 附近 ,从 而 《3.4-46) 中 Sala) 可 以 Sxt 4) 
近似 代 之 。 于 是 
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gi ts Sal oe ) | do 
Y "T 


-e (ud — 0?) + AU cio! 
一 2 (3.4-47) 
因此 ,对 小 阻尼 的 单 自 由 度 线 性 系统 的 平稳 和 位移 咏 应 方差 来 说 ,在 
辕 有 频率 附近 带宽 比 系统 带 宽大 得 多 的 频带 上 具有 扁平 谱 密 度 的 
MAR Ss PERM, 其 等 效 谱 密 度 
Se = Slo). PAM, H Sala) = Sato! 十 好)， 其 中 4 与 5 为 
任意 常数 ,上 述 近 似 适 用 、 


3.4.6 SERERE ELM DD GUN Ez 


线性 系统 对 非 高 斯 激励 的 响应 一 般 也 是 非 高 斯 随机 过 程 。 可 
以 闻 时 将 激励 与 响应 表示 成 维 纳 - 埃 尔 米 特 展 式 ， 代 人 方程 的 两 
xh ,建立 激励 与 响应 的 核 函数 之 闻 的 确定 性 微分 方程 。 例 如 ,对 时 
不 变 单 自由 度 线 性 系统 ,有 
Po 十 2t v, Y? 十 pt -9 XH (3.4-48) 
式 中 YO me YKr tetry atj), XO omm XU anu, stt). FH 
给 定 XO 求解 YP, YG) 的 统计 是 就 由 YO 的 适当 积分 给 出 . 
更 为 篇 单 的 方法 是 建立 激励 与 响应 的 累积 量 函 数 之 间 的 关 
Roo, HARE, AT RBH RRMA, MATS RM 
程 的 一 维基 至 多 维 概率 密度 的 渐 近 展 式 ， 根 据 激励 与 响应 的 关系 
(3.2-5) 可 建立 平稳 激励 与 响应 的 必 阶 累积 量 函 效 之 间 的 关系 式 


st 一 人 . |l axGOBU, a) ME s,)ds (3.449) 


XB ok = s[Y(Qn), «22, YOUR), «xCs) mal XG), +， 
X(s,)), *1(3.4—49) FRE — 1 x (or nr SER, BD m Hz idi 
sts BAIA EN ig A XS He 


Dy) 一 pxCo)HCoDHCoD Hwn (— 32 o) 
i=] 


(3.4-50) 


e E S- 


AP Alo) ARARSA, = ZR. ERK 
(3.3-27), 
4 XQ) 为 8 相关 过 程 时 ，(3.4-49)7 BR 
y(t ) = | LG ACH, — a) o o hnm sds, (3.4-51) 
式 中 of 为 XG) 的 强度 ， 当 XQ) 为 平稳 时 ， 
Kyt) =m Lu | Bu) u -+ v hu + ru de (3.4752) 
在 同一 时 刻 上 ， 


ni = n IG — DUA uY] du (3.4-53) 
对 非 商 斯 白 噪 声 的 平稳 响应 , 
| "7m | -f Ho) + Hog 
x{— > wi) do (3.4-54) 


设 XC) 的 二 维 谱 密 讼 为 5,， 四 维 谱 密 度 为 D,， 则 响应 的 过 量 
系数 
a. zb Di 
(1r 30) Si 
COR, r 0, XX RB AIRE TEL ELE ERE ELTE A AXE dE 
页 斯 日 噪声 激励 响应 接近 于 高 斯 分 布 ,Lutese 还 给 出 了 响应 的 任 
BR CRA RRR. 对 偶数 m, BIE Oe; 
对 奇数 m, CELF £77. USK ARB TAE. iX 
进一步 表明 ,小 阻尼 的 单 自由 度 线性 系统 具有 高 斯 化 的 效应 ， 
用 湖 机 平均 法 { 见 第 五 章 ) 可 证 明 小 阻尼 线性 系统 对 非 高 斯 宽 
带 随 机 激励 的 响应 为 近似 高 斯 过 程 ，Rosenblat 中 证 明了 在 一 定 条 


件 下 ,平稳 随机 过 程 的 加 权 积分 Yo-[ BCs, TXCr)dr 为 浙 近 





(3.4-55) 


Y; 


Mm ATA, Paros” 还 得 到 下 列 结 果 : ri 、 ae ek, 
rel 


Trel 
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X ovi 与 vf 为 激励 不 对 称 与 过 量 系数 ，7! 与 vl 为 响应 的 不 
WE 与 过 重 系数 ，r.。 是 激励 的 祖 关 时 闻 , Tw 是 系统 的 投 帮 时 间 ， 
PA +r, 六 fr。 时 ,响应 接近 高 斯 进程。 

应 注 起 ,并非 尾 意 线性 系统 对 任意 非 高 斯 激励 的 响应 都 有 高 
斯 化 的 趋向 ， 例 如 ， 单 自由 诬 线 性 系统 对 过 油 白 噪声 的 激励 的 响 
应 ,只 有 妆 系 统 的 四 有 频率 与 滤波 器 的 频率 之 比 小 于 1, 同时 系统 
UES Mn ,响应 才 可 能 接近 于 高 斯 四。 在 某 些 频率 比 上 , 线性 系 
统 可 能 使 响应 比 涩 励 更 偏离 高 斯 分 布 ,更 罕 出 的 是 ,高 斯 随机 参 激 
可 使 线性 系统 响应 成 为 本 质 非 高 斯 ( 见 第 七 章 )。 


3.4.7 平稳 宰 带 高 斯 随机 过 程 的 包 络 线 


由 上 可 知 ， 小 阻尼 的 时 不 变 单 自由 度 线性 系统 对 具有 零 均值 
S TRE N AAT RTE, XX 


Se GS, HHH of ~ LA S, MARRY 





R(t) = xS 
2n 


MERA to, 邻 域 一 个 这 频带 Ao o. LAR, KR 
ERR OR ULT SE UR SIR IE SERRE, 表征 该 过 程 的 幅 值 与 相位 有 显 落 


变化 的 时 间 常 数 为 T, 一 x afe. 对 这 样 一 个 过 程 、 自 然 ， 


会 想到 定义 一 个 包 络 线 过 程 , 
为 此 ,将 YG) 表示 成 如 下 形式 ; 
¥C2)} = Ct) cos et -— Isle) sin cot (3.4-56) 
式 中 LO 与 LO PSDP FRU. X 
们 只 在 时 间 T, 2x-/ce. 内 才 有 显著 的 变化 ,那么 Yo) BRA 
带 随 机 过 程 。 根据 (3.4-56) 可 建立 如 下 相关 函数 之 间 的 关系 式 ， 


RyyGst + 1) m > [Ri Gr) cos oor 一 Rig Cr) sin wet 


$—e P [ cos wor + Ẹsin cool] 
L co 


十 Rig ft) sin cost 十 R, <r) cos wT] 
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十 > [ Ri Gr) cos cg(2t + T) — Rigs A) sin cog 2e + 7) 


一 Ry Cr) sin wo 24 + r) — R, Cr) cos wt 2t + 7)] 
. (3.4-57) 
可 见 , 按 C3.4-55) 构成 的 过 程 YO 一 般 是 非 平稳 的 。 为 使 YO) 
成 为 平稳 随机 过 程 LAIT PUR EF: 
R(t) 一 R, KT} 
Rigis(t) = —Ri4Cr) 
亦 即 fc€e) 与 HOO 必须 是 正 交 的 。 假 定 这些 条 忻 满 足 , 引信 记 
号 


(3.4-58) 


Ry Cr) = Ry Cr) = r(x) 
Ri 2) = s(r) 
其 中 s(—1r) 一 ~—s(r), 由 《3.4-57) 得 
Ry,Cr) = Cr) cose — tr} sin or (3.4-60) 
可 见 Ry(0) — r(05, BU of — ci; — ci, 
AME (OO) 与 L&O ARSE zo 
ZC) = fc) + FCD (3.4-615 


(3.4-59) 


Al 
YCO == Re{ Ze) e'ot} (3.4-62) 
令 
PFO) = Im(Z(De'^) — Icsin wot + Isle) cos ws (3.4-63) 
把 (3.4-56) 5 (3.4-63) BAM LO 与 LO 到 YO 5 Yi) 
的 一 对 变换 ,其 道 变 搞 将 是 
Fo) — Y Ce) cos agt t Ysin oy 
Fg = — Y CO) sin ast + Y(t) cos coy! 
除了 (3.4-60) 外 ， 还 可 由 (3.4-56) 5 (3.4-63) Fhin FAK 
数 关 系 式 


(3.4-64) 


Rr) = r(r) cos wor — s(r) sin cor 
Rys(7) = r(r)sin wor + s(1) cos wot (3.4-65) 


由 (3.4-59), (3.4-60) 及 (3.4-65) 得 
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Ry(o=R7 Cr) 
Ry (Oo --—RiyC-0? 
这 是 YO 与 YO) 为 平稳 随机 过 程 的 条 件 下 , 按 (3.4-64) 定义 
AME ie) 与 LO 为 平稳 随机 过 程 的 必要 条 件 。 可 见 
YQ) 5 YGO 必须 具有 相同 的 相关 函数 ,和 而且 必须 是 相互 平稳 与 
正 交 的 。 因 为 YCO 是 高 斯 过 程 ,很 自然 选取 Y GO 也 是 高 斯 随机 
WR. FH ie) 与 LO) 也 是 高 斯 随机 过 程 。 这 样 Ry) Z 
全 确定 了 这 些 过 程 ， 
(3.4-56) 还 可 写成 
YO = A(Dcosb(D, QC) — w + Cr)  (3.4-67) 


(3.4- 66) 


Ah 
AG) v A EEG) + HAGO , OCD m tan "LCD E00] 
(3.4-68) 

AGO RH YO) HARARE, Of) 为 YO) 的 相位 过 程 ， 
(3.4-68) 之 逆 为 i 

C KD m= AC cosia), Frl — AC) sin BC) (3.4-69) 
由 于 G-4-68) WERE, AD 与 900 不 是 高 斯 随机 过 程 。 它 
们 的 概率 分 布 可 由 (50. 与 P500) 的 概率 分 布 籍 变 柳 关系 (3 4-68) 
或 (3.4-69) 得 到 。 例 如， 同一 时 刻 上 AD) 与 000 KAR 
密度 可 按 下 式 求 得 : 


pCa i8) - P icsis)| Jl (3.4-70) 
式 中 

= der | 2 42 

J 一 det 291513 1 (3.4-71) 








KP G.4-69) RAB Seo, AF ic) 与 HG 为 联合 高 斯 分 
布 , 且 di," gi," ai, 


] 
Zag 


A (3.4-71) 与 (3.4-72) fA (3.4-70) 得 





+ 二 ja 
plicis) = exp [+4] (3.4-72) 


lgb 


jig» 


Z 


p(0,0) 一 [ra 





exp (— =), ez, 0S08 22 


e, Re 与 8 信 
(3.4-73) 
Xt— 315 uj $9 x E CURE SEE 
P a _ 
ple) = 5 exp (- =), a0 (34-14) 
pO) — 1/2x OSA < 2x (3.4-75) 


Wh, Edad RRP BHR LER ERES He ICE SHAR 
利 CRayleigh) 分 布 。 相位 过 程 的 一 维 概 率 分 布 为 均匀 分 布 ， 在 
同一 时 刻 上 , 包 络 线 过 程 与 相位 过 程 是 独立 的 。 
为 得 到 包 络 线 的 二 维 概率 分 布 , 需 要 ele), CO, be tr) 
及 ise +r) 的 联合 概率 密 新 pes is,， fes is) BERN, 
Jin (1.6-1), HPAES, Cut MAZE 
r(0) 0 rr) sCr) 
0  r(0) —sr) r(r) (3.4-76) 
r(r) —Xr} (0) 0 
se rr) 0 r(0) 
包 络 线 与 相位 的 二 维 联 合 概率 密度 按 下 式 求 取 
p(Éa, a, ,0,,0,) = plic, is, sic sis IF (3.4—-77) 


其 中 


OC cle) , Eg He(r +r) isle +2) 
7 det | ILAC AG + TON Gt 十 工 ) | (34778) 


经 运算 最 后 得 


aa 1 
ry exp |- 280? [ai + oi 


pla, 339, ,0,) = 一 2V 1 一 g’ a, a, cos (8, — 0, — v1} 
d" s d. =O, 0 = 6, 8. < 2x 
0, 其 他 à, ĉis 0,, 8, E 
(3.4-79) 
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AH 
Q? = 1 — (rte) t Meloy, Y — tan Mele) / rr) 
(3.4-80) 
(3.4-79) 对 0, 与 8, PA fL SR ER BS — HENERE d BE 

ak — Q^^ a+ a? 

049%) = g le |: p? | ad (- Liai) osas i 

0, 其 他 as 4; 18 

(3.4-81) 

Xr on, 是 零 阶 第 一 类 修正 贝 塞 尔 函 数 ， G.4-79) Ho, 53 0. 积 
分 得 相位 的 二 维 概率 密度 
3 -i 

0, Rie, A E 





(3.4-82) 
式 中 


8 — — Qice(0, — 9, — v) (34-83) 
注意 | 
p a;,a:,0,,0,) $5 p( a; a; )pC8,,0,) 
故 在 两 个 不 同时 九 上 的 包 络 线 过 程 与 相位 过 程 是 不 独立 的 。 
按 pCa; t) = gCGaloepCGCa. 还 可 以 (3.4-81) 得 包 绪 线 的 
条 件 概 率 密度 
a,a, (1 — QUA etall o 
gala) 一 ao le [ar | exp { or 
(3.4~84) 
Pierce" E52 DRE CR IET. 34+ RNPARN HERR 
的 联合 概率 密度 以 及 条 件 概 率 密度 ， 从 而 首次 证 明了 作为 小 阻尼 
的 了 时 不 变 单 自由 度 线 性 系统 对 白 曲 声 激励 的 响应 的 平稳 高 斯 窦 带 
过 程 的 包 阁 线 是 一 维 马尔 可 夫 过 程 。. 
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34.8 SIR EE hu E; 


TE Ot ARSE BR Ed t BE £8 E 48 Us xL E SE RRB BL B ROUES 9g ez BS — 
个 例子 ,考虑 对 受 调制 的 白 咯 声 , 即 散 粒 阶 声 的 响应 外。 受 调制 的 
Fa Ua E SERI FAA SERE REGE dE 


SxC e 1) = V5, (3.4-85) 
式 中 Vi HREM, ARMA 
Rahhh) = ix $(4)80, — 1) (3.4-86) 


设 激 励 在 上 = 0 ET A SRE 0.4-). 令 
Y,—Y, Y,-— Y, hy) = AC), AG) = ACs), 时 刻 的 响应 方差 
£38 3j 2E Vt (3.2-7) 为 


ELY COY] = 2258 | hCOCO — OYd0 
- 1x5, [es Coo CO 一 gi (09V (0) 


— I gi )2VG 一 TPO 27 
i, j=], ? (3.4-87) 
式 中 
gu CO = Cl/Am!L opt je El — gcos? p: + ipi wo sin 2pr] 
Blt) — Coal Am'Lp)e V v[ 1 — DE eos2pr — CC p/ wo) in 2ps] 
£u = Cl/2mip!)e "9v sin?p: (3.4-88) 
(3.4-87) 右边 第 一 项 表示 所 平稳 近似 ; 第 二 项 表示 上 一 0 时 
激励 突然 如 上 去 的 效应 ; 第 三 项 表示 激励 的 练 计 特 性 变化 率 引 起 
的 修正 。 寺 突 加 平稳 激励 只 有 头 两 项 ， 第 二 与 第 三 项 只 有 在 险 尼 
很 小 时 才 是 重要 的 ， 此 时 所 平稳 近似 不 合适 . 
对 Vo 作 博 里 叶 分 解 


V) | VCo)e'*tdo (3,4-89) 
代入 (3.4-87), & r— co, WG 
ELY,(OY;C| — 20S V HCV A ed (34-90) 


式 中 
Halo) — (^ KB Oe mai, mua 4-91) 


kCGÓ Bll29(3.4-6)tn Ce), Ae) 一 dh dt， HRA (3.4-915, 得 
Hy, Co) = Cf dm em) CEE R)(20C4 — 370) 
+ irfr? — 4(01+207)]} 
Hao) — (LJA CAIRA LA 十 pr! — 3) 
-二 rt] — ie [8 + £P — 6) + r]) 
Hy( o) = Ct/8mG wi )C80r /R) 
x {rir — 401 + 2573) 4+ 2:£(4— 32), 
(3.4-92) 
其 中 
r = fio, R = (40? + rO Dy a068200 — tJ 
(3.4-93) 
Boro ORT. Ay Ceol) HCO) — 1/4m'Cos, Hio) 4,(0)= 
L/4m bow, Hio) — HuC0O) — 0, (3.4-900 (E26 IRR E, 
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B 2 MADR , 正 交 模 态 法 或 主 坐 标 法 ， 是 预 
测 多 自由 度 时 不 变 线 性 系统 随 栅 胸 应 的 有 北方 法 。 该 方法 的 基本 
思想 是 将 系统 的 响应 统计 量 表示 成 各 模 态 响应 统计 量 的 加 权 和 . 
多 自由 度 时 不 变 线性 系统 的 模 态 可 以 是 实 的 或 复 的 。 对 以 方程 
(3.1-2) 描述 的 振动 系统 ,假定 阻尼 矩阵 可 用 实 模 态 对 角 化 ， 或 假 
APRA ERAT RRA ,就 可 应 用 实 模 态 又 加 法 。 对 非 经 
典 阻尼 ， 或 系统 中 含有 陀螺 元 件 时 , 例如 3.11), RAS 
ASME, AW CURR MARIE, Pw MS IK, 

SEn A A BINS REE ERR HR LE, Ka 
程 为 《3.1-2?。 对 应 的 特征 值 问题 的 方程 为 

Ke — «Mu = 6 (3.5- 1) 

AP e^ 为 特征 值 ,a ARER, BURCLAE LEURS ARE, R 
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全 部 特征 导 01,01, ol Sa MA TUB IER EECICES EH) 
U 一 [ata » og] (3.5-2) 
M 与 KMECHRRIET o SRE NM 与 天 的 对 称 性 使 U R 
有 下 列 正 交 狂 ; 
UTMU = į (3.5-3) 
UTKU = @ (3.5-4) 
Xm £ -digiel,i—1,2,--,n; TAA irie, 
E EEEE A] 382520 E EARS SRI eRe eS 


C — «M + gK (3.5-5) 
AH a 558 AAt, BAC 也 可 用 振 型 矩阵 U Ae 
CCU — af + 8Q' 250 (3.5-6) 


zh C diag(ti), či = Ca + poii Zon j— 1,2, n, 最 
HAASE SHEHA, E C 请 足下 列 三 个 条 伸 之 一 ， 则 C 可 用 
U 347846: 


MK'C = CK © M (3.5-7 ) 
MC'K = KCM (3.5-8) 
CMOK = KM'C (3.5-9) 


其 中 条 件 (3.5-9) 与 (3.5-7) 首 先 分 别 由 Caughey Ej O'Kelly”, 
Nicholson" 948 3j], 由 于 阻尼 机 理 十 分 复杂 ， 虽 前 尚 不 十 分 清楚 ， 
上 述 可 对 和 角 化 条 件 只 有 纯 理 论 意 义 。 实 践 中 ,如 果 阻 尼 很 小 , 常 假 
EC ETH U 54 Hit i9. 
(3.1-2) 中 作 变 换 

Y - UQ (3.5-10) 
并 以 UT ER (3.1-2) 两 边 ， 利 用 正 交 关系 (3.573), (3.5-4) 及 
《3.5-6) ,得 


Q-4-::QQ + Q= F (3.5-11) 
式 中 Qc 2j Boss au py o; 
| F= UTX (3 5-12) 
PARA RAB. G.5-11) BK nm az iE X) 
AG) = diag(A;(0) (3.5-13) 
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其 中 
he) = ER e Un sin pte ale), pim ow L— 
pom i, 2, -0s (3.5-14) 
BRR AS al SB 0g Rr HE 
Hot) = diag {H;( ct} (3.5-15). 
其 中 
Hila, i) = J RODE i 90, je 1,2, .ww (3.5-16) 


Fa AS FRR Oey IZ AR PE 29 


Hw) = diag {HC w)} (3.5-17) 
其 中 | 
Hie) m sa j= 1,2,..., #4t3.5-18) 


借助 于 《3.5-10) 与 (3.5-12)， 可 由 Qut 所 的 脉冲 响应 甜 阵 
(3.5-13) 求 得 对 X ARMAS, RUMI RAY X 
ES E RUE ON HP Ag Be SAE SE, 然后 ， 可 按 3.2 节 或 
3.3 节 中 的 公式 预测 系统 对 非 平稳 或 平稳 激励 的 非 平 称 或 平稳 网 
应 绕 计量 . 

用 模 态 登 加 法 预测 响应 统计 和 量 的 另 一 途径 如 下 。 由 于 
(3.5-11) 为 非 独 合 方程 ， 可 像 单 自 由 度 系统 一 样 建立 模 态 激励 与 
模 态 哆 应 之 间 的 关系 ,然后 ,借助 于 变换 (3.5-10) 与 (3.5-127， 建 
立 原 激励 与 厌 响 应 之 闻 的 关系 。 现 以 对 平稳 激励 的 平稳 响应 为 例 
说 明之 ， 

假定 随机 激励 XO 是 平稳 矢量 过 程 , 其 相关 矩阵 为 Rx《r)， 
谱 密度 乱 阵 为 SxCm)。 基于 变换 (3.5-12)， 模 态 激 励 了 的 相关 
矩阵 与 谱 密度 矩 血 为 

RT) = UT RyQOU (3.5-19 , 

Sp( o) = U' Sc(o)U (3.5-20) 
根据 (3.2-15) 55 (3.3-27), TOR TE BUR BED 5 Mcd i > [a] 
X GRE 5 i 4E ROSE AR: 
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Ro(t) = | N ACO) Ree + 0, — 6,)h(0,)40,40, (3.5-21) 


So( o) = Ho Spa MT*(o) (3.5-22) 
ETEK (35-10), E ESI RZ E HEC IER SAMAK SRS 
E BEER Y 

Ry) = UR GUT (3.5-23) 
Sylo) = USo co YU? (3.5-24) 
综合 (3.5-19) Æ C3.5-24), FRATS RAR CAME 
Et 5518 ar pr pn Pe At: 
Ry(r) =U r | AKC6 UTR xr + 0, — 6,)URCO, yded6 UT 
(3.5-25) 
Sylo) = UKo WU Selo UH UT — (3.5-26) 
方差 矩阵 按 (3.2-17) 或 (3.3-31) 得 到 


vat Y) — U| [ROUT R x6, — 6,)UR(0,)49,40,U* 


— E[Y ]E!Y!] (3.5-27) 
或 in 
Vat Y) =U [" HU SY UH o doU" 
— EL Y TEIYT] (3.5-28) 
rk S tl e 
ELY) =U | &CO4:UTELX] (3.5-29) 
2 | 
EY ] = UH(o)UT"E[ XI (3.5-30) 


如 果 激 励 是 高 斯 矢 景 随机 过 程 , 邪 么 响应 也 是 高 斯 矢量 随机 过 程 ， 
AOT Ge HIS ES 675 X SEE RT fS (1-6-1) SH CE RR B 
度 函数 ， 

若 激励 矢量 XO) HAR a, low ,强度 矩阵 为 五 , 则 响 
ELS 8 Ac 39 S Li (3.5-25) Æ (3.5-28) 订 化 简 为 


Rr) =U | AUT DUR: -F6,46,U7 — (35-31) 
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Slo) = I UH( UT DUH*(o YUT (3.5-32) 


Var[Y] =U r AC, )U* DURS, )40,U* (3.5-33) 


Var [Y] 一 i- U | Ho YUT DUH*( o )daU" (3.5-34) 


RAS URIS j TERA 
{a} — [uu] (3.5-35) 
yn 


ElY;Yi) = Ra) ~ (| HO) SA Co dota) 


— > > uiui Lus 


am| $mi 


oon DS uut 十 > PL fw pos (3.5-36) 


式 中 
Iac | Sp, pg io Hf o MT w deo (3.5-37) 


AAS BRE + 一 0 i. Se fe) XE SIE 
SBM SeCo) 的 元 衷 , 它 一 般 为 复 值 函数 ， 故 fs 一 般 亦 为 复 
fi. BH Sr(w》 为 埃 尔 米 特 矩 阵 , 所 以 . 
| | log = IX (3.5-38) 
显然 fe. 是 实 的 . 
当 7 一 和 时 ,得 系统 位 移 的 均 方 响应 
E[IYil'] 一 > Cw YT E X HOOT (3.5-39) 
LI. 
由 于 1。s BURA BE Im C3.5- 38), MIB e mp, 
uf?)w P Lus E EPUL ga mm 2a i wMReL Ey} — (3.5-40) 
于 是 


aii. 


EL|Y;[*] = Sut? y, -- 2 $3 S wel ReL 1l 
am | ani fe! 
(3.5-41) 
iX MBA SEBUISD Eee EA. ERAL MARGAR 
Hm 2A, S8 — 10 25 Bos E THO TAB U. 
Bolotin"* 通过 对 Rella) 量 级 的 估计 证 明了 ， 在 固有 频率 
间隔 和 模 态 响应 带宽 都 与 固有 频率 相 比 为 小 , 即 
Acus = lwo, 一 wg| K Os. (lo Jug 一 max{ lotus Eat} E Was 
(3.5-42) 
FAH woa 为 区 间 Losos) 内 某 个 频率 ,例如 


Oo, = 之 (o。 + wy) 


并 且 模 态 激励 互 谱 密度 Slo) 为 w 的 慢 变 函数 ， 从 而 它 在 量 
级 为 Ae (Co), 的 频率 区 同上 的 增 量 可 忽略 不 计 的 情形 下 ， 
对 于 满足 条 性 

| e, — osl? > (Cao hy (3.5-43) 


的 两 个 襟 态 之 闻 的 互相 关 对 南方 位 移 响 应 的 呐 献 《与 槛 态 自 相关 
贡献 相 比 ?可 忽略 不 计 。 此 时 |H(Cw。)| 与 [HCo,)| 的 曲线 下 的 
面积 重合 部 分 很 少 . 

如 巢 在 上 述 情 形 下 , 条 件 (35-43) HORE, WAR et 
均 方 位 移 响应 的 向 献 不 可 忽略 .特别 是 , 当 系 统 具 有 7? 重 固 有 频率 
时 ,对 应 于 一 个 固有 频率 有 * 个 正 交 振 型 ,这 ?+ 个 模 态 之 闻 的 互相 
关 是 不 可 忽略 的 。 当 条 件 〈《3.5-427 不 满足 或 Sep) JE OR 
慢 变 函数 时 ,应 对 Re[IQ] 的 量 级 作出 估计 ， 才 能 决定 模 态 互相 
RAST QR, 

Elishakoff 35 H—^- — Ei EH BER DI TC RMT T MAH d 
关 对 均 方 位 移 响 应 的 重要 性 。 对 作用 有 随机 激 刺 的 质量 的 均 方 位 
移 响 应 , 匆 覆 互相 关 项 可 导致 直至 50 多 的 误差 ,而 对 无 随机 激励 作 
用 的 质量 的 均 方 位 移 响 应 ,忽略 互相 关 项 产生 的 误差 可 为 [0,co) 
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内 的 任意 值 。 后 来 ， 他 又 用 另 一 个 二 自由 度 系 统 的 例子 ** 与 一 个 
NN 自由 度 系 统 的 例 于 说 明 互 相关 项 的 重要 性， 

248 b 20 FEARS ELE BY, (3.5737) 中 S, e, (0) 将 与 名 无 
关 , 此 时 将 用 到 如 下 积分 


| lo) = | dw 


- Cai — wy + 40,030? 
F 


一 一 二 3.5-44 
20,01 ( ) 


2 | Re[H,( eo MTR oY] do 


= l 
-Tu ta 
-= («i w+ 2ifw,0 (wi — v! — 2,00) 


=. Salto, F few oe 

Cob — woh} E ALL Loc 二 c8) + COIT EDoiei) 
(3.5-45) 
上 两 式 可 由 篇 姆 斯 CJames】 公 式 导 得 "93。 由 (C3.5-44) 与 (3.5-45) 
可 看 出 , 在 条 件 (3.5-42) 与 《3.5-43) 满足 时 , (3.5-45) 之 值 将 比 
(3.5-44) 小 得 多 ,从 因 (3.5-41) 中 相应 的 互相 关 项 可 和 龟 梧 不 计 。 
现 假定 激励 为 限 带 白 噪 声 ,此 时 可 能 发 生 两 种 情况 ， | 
有 频率 在 激励 谱 带 内 ,将 称 为 共振 频率 ;一 是 固有 频率 在 激励 谱 带 
外 ,将 称 为 非 共 振 频 率 。 对 共振 频率 o, 与 op 类 似 于 单 自 由 
度 系统 ,只 要 它们 与 裁 止 频率 的 距离 比 相应 模 态 响应 带宽 大 得 多 ， 
Hlo) 与 2Re(H.Co)H$(o)) 在 有 限 频 带 上 的 积分 可 分 别 用 
(3.5-44) 53 (3.5-45) 近似 代替 。 类 似 地 ， 对 非 共 振 频 率 o. 与 
ws， 在 它们 与 截止 频率 的 上 距离 比 相应 的 模 态 响应 带宽 大 得 多 时 ， 
积分 IL 与 2Re[1。y] 将 近似 等 于 零 ， 从 而 相应 的 模 态 响应 对 均 
方位 移 响 应 的 贡献 可 忽略 不 计 。 远 离 截止 频率 的 一 个 共振 频率 与 
一 个 非 共振 频率 之 间 的 模 态 豆 相 关 对 均 方 位 移 响应 的 贡献 也 可 忽 
路 不 计 ， 对 于 在 截止 频率 邻 域 的 共 操 频率 与 非 共振 频率 ， 应 作 具 
体 分 析 ,. 例 如 , 当 某 一 固有 闫 率 正 好 与 截止 频率 相同 时 ，| 瑟 .Ce 站 
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的 积分 应 为 (3.5-44) 的 一 半 。 
对 谱 密 度 随 o BEER A Co MR PC, (3.5-37) 中 的 积分 


Pa = Spp Oa) Ü | HC o) [do = Sein C.) Lei 


(3.5-46) 
对 模 态 响应 互相 关 uy 可 作 相 应 的 近似 ， 

对 于 平稳 激励 的 骨 恋 响应 ， 上述 各 式 仍 适用 ， 只 村 在 
(3.5-255, (3.5-27), (3.5-29), (35-31) X 《3.5-33》 中 的 无 限 
积分 土 限 代 之 以 有 限 的 积分 上 限 ，Rvkr) RZ Rae), TE 
(3.5-26), (3.5-28), (3.5- 30), (3.5-32) 及 (3.5- 34) 中 Hoo) IS, 
之 以 Herst), So) RZ Sosh MPA ERA 
B93ESE £i SE, Ea AX Beds d DU HE OK RESE RUNI ponent 
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A BB. n A BL ER ROR ER bb JE De CO DE LS xh. Ri wy 
MY + PY + OY = XO) (3.6-1) 
最 一 般 情 况 下 , REE M, P, Qo sx n (RRB. 
相应 自由 振动 的 特征 方程 为 
del + 1P -- Q) — 0 (3.6-2) 
一 般 有 in 个 特征 值 Ai, Age ttt. Aa, RERS EHR, ERAF 
AR HT RTE CK APE PU RRS 
Am diag{aj}, fm 1,2... de. (3.6-3) 
对 应 于 这 2s ME, Ale 个 右 特征 列 阵 学 tt， 它们 满足 如 下 
方程 
CUM + uP t Qa =O, 1,2, ---, 20 (3.6-4) 
还 有 2» 个 左 特 征 行 阵 和 mm， 它们 满足 方程 . 
Pi (AM + iP Omb, j—1,2,-+-, 25 (3.6-5) 
25 个 右 特 征 列 阵 可 排列 成 如 下 m x 22 ARETE ABE 
P 一 [qi Up? - m] (3.6-6) 
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1n 个 左 特征 行 阵 可 排列 成 如 下 2m X a ETE 


Pay 
y 一 Po | (3.6-7) 
Paw 
方程 《3.6-4) 与 《3.6-5) BM Ba RDA X. 
MOA + PGA + QS — 90 (3.6-8) 
与 
AWM + ATP + PO~0  (3.6-9) 
M, P E QJR, MERE GR I dE RE XE IHE, ABER 
DES. 
A i0 
A~ bs (3.6-10) 
@i1* 


式 中 入 一 disg{ar}, i l, 2,---. ft, 相应 的 右 、 72 S EB th 
分 别 可 表 为 
$ 
$-í(pie*) 5 V - Pa (3.6-11) 


TUR IER fa ey, Wine ERPS 3EPE 023 He IE 
部 为 负 , 即 
| Red — & = diagí(5,) < 0 


Ima = w = disg(o > 0, £m do 2 sn 80D 
zi M, PX 已 是 对 称 的 , 则 有 
WP pT (3.6-13) 
对 实 对 称 矩 阵 M. P k Q, 则 有 

p = p, ft ~~ er? (3.6-14) 

BEAR , 右 特 镍 列 阵 与 去 特征 行 阵 满 足 如 下 正 交 关系 
dE; + 4M + Pie —9 (3.6-15) 
do u1,M — Quy — 9 (3.6-16) 


jh k=l, 2, -+7 In, FR 
当 M, P E QORR, (3.6715) 53 (3.6-16) 变 成 


uw 


Cp?) (Ca; + LM + Pig’? = 0 (3.6-17) 
(PPY [22,4 — Q19 9 — 0 (3.6-18) 
j: R= 1, 2, +++, 28, jk 
EBEA EEIT eS TE aaa. 
适当 选择 常数 使 之 满足 方程 
do, 23M + Pjg” = f, j-—1,2, +++, 20 (3.6-19) 
x kot EU PE 5s AEMRUIESTURSEUdRUS— 4b. BR, LERTE 
数 中 还 有 一 个 可 任 选 。 这 样 归 一 化 后 ， 正 交 性 关系 式 (3.6-15)， 
《3.6-16) 及 《3.6-19) 可 吉成 如 下 矩阵 形式 
AW Md + TEMPA -+ WPpo-—1I (3.6-20) 
AVMQA — BQO — A (3.6-21) 
当 M, P 及 Q 为 实数 方 阵 时 , 可 将 (3.6-10) 5 (3.6711) RA 
(3.6-20) 5 (3.6-21); 当 M, P E Q 对 称 时 ,可 将 《3.6-13) 或 
(3.6- 14) RA (3.6-20) 5 (3.6-21); 当 M, P R Q 为 实 对 称 
方 阵 时 , 归 一 化 的 正 交 关系 式 变 为 
Aq M p + or Mol + p™ Pe -I (3:6-22) 
Ag! Mel — e" Qo — X (3.6-23) 
注意 ,此 时 入 一 化 特征 矩阵 是 完全 确定 的 。 
旭 然 右 特 征 和 矩阵 与 左 特征 第 阵 具 有 正 交 性 , 但 不 能 用 来 对 
(3.6-1) 直接 进行 解 厅 ,因为 db RE nx 2n HR, 只 有 # 个 
分 量 。 这 个 困难 可 用 下 述 办 法 解决 


引入 状态 矢量 Y 
' i= ‘=| (3.6-24) 

Y 

把 运动 方程 《3.6-1》 改写 成 状态 方程 
AZ + BZ = FC) (3.6-25) 

式 中 
PM Q 0 X 

Am " AL B= lo M F- H (36-28) 


与 状态 方程 (3.6-25) AMARE ERE 55 Ze 48$ üEXB BE 2 BU 29 
+ i337 


U~ oa] 与 V [PAF] (3.6-27) 


Pp FE S 
Z = UW (3.6-28) 
将 (3.6-28) RA (3.6-25), HER V, IBI ÁCIEZEAUR 
(3.6-20) "5 (3.6-21), (3.6-1) ZR mF RAERD E: 
W — AW GO (3.6-29) 
式 中 G= PXC, 《3.6-297 的 分 量 形式 为 
W, — AW, = G,(D, r — 1, 2, +++, 28 ( 3.6-30) 
x'BG,—499XG.. BG. 6-290W 对 CC 的 脉冲 响应 矩阵 与 稳 态 
38 3E n8 DV KE PE AF SU S 
hwa( = e, 20 (3.6-31) 
E - 
Hwa(0) = (icol — Ay' (3.6-32) 
根据 变换 (3.6-24) 53 (5.6-28), Y WX BORA HP SE SS FO 
频率 响应 矩阵 分 别 为 


hO = Ge", io (3.6-33) 
5 
H( 0) = diio! — Ay VF (3.6-34) 
4M, POR Q 为 实数 方 阵 时 ，(3.6-33) 与 (3.6-34) 分 别 变 成 
AC) = pe*"d--p'e^ urs. i0 (3.9735) 
与 


Fw) 一 iol 一 A)" + e* (iod — At) pe (3.6-36) 
当 M, P E Q 为 实 对 称 和 矩阵 时 , (3.6733) 53 (3.6-34) BR 
At) = pe 十 PP pi 1>0 (3.6-37) 
与 
Ho) = qX iof — A pT + e*(iol — 1*)79*7 (3.638) 
HX. A) 5 Ho) 仍 满 是 关系 (3. 3-6). 有 了 脉冲 响应 矩阵 与 
稳 杰 闫 率 响 应 和 矩阵 ,就 可 利用 3.2 与 33 节 中 的 有 关公 式 预 测 响应 
统计 午 了 ,注意 ,由 《3.6-29) 亦 可 求 出 瞬 态 频率 响应 矩阵 ， 
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A I ds eS RSME, "JBT RA ahs AL 
OC ER] SEE a ABR AS el BY, tT PE ESE TR 
激动 的 非 平稳 响应 ， 

Fang + 方 同 ) 与 Wang《 王 真 妮 ) 用 复 模 态 登 如 法 得 至 了 非 古 
Je UH JERBSAEPESRHE RSE RO", TSR ESO AOUEMA . 
A RSSE £8 8 ds IST BL ASS AGE GRE S, REE EUR FSI BASE $905] 
73 9e RE GAD E TR ROOT RET SE VUL ERSTES RR n 5L e ERG BI HE" 58 
3 Sz GIS 3e BE ET SI Un 


324. BARRIDE 


oH MHD ABE . Ree BE ,是 预测 线性 与 非 线 性 系统 
的 随机 响应 统计 量 的 一 种 常用 方法 ， 该 方法 的 基本 思想 ， 是 将 描 
述 线性 或 非 线性 系统 的 兰 机 振动 的 随机 徽 分 方程 、 边 界 条 和 件 股 初 
始 条 件 先 转 换 成 响应 与 激励 的 所 函数 所 满足 的 确定 性 微分 方程 、 
边界 条 件 及 初始 条 件 ， 然 后 在 相应 边界 与 初始 条 仁 下 求解 确定 性 
矩 方 程 给 出 所 需 响 应 绕 计 量 。 这 种 方法 首先 为 Wang 53 Uble- 
nbeck/" 所 应 用 ，。 他 们 在 FPK 方程 的 基 砧 上 ， 推 导出 并 求解 
离散 线性 系统 对 白 品 声响 应 的 方差 矩阵 所 满足 的 代数 事 亚 普 诺 夫 
(Janmo) 方程 ， 本 书 分 别 在 3.7, 4.4 及 6.3 WIRE Bee HER. 
ERRAR HERR AE A BE ENEE, 
33.1. WWE ETE SB MEM ZEE 
设 描述 离散 线性 系统 的 随机 气动 的 微分 方程 与 初始 条 件 为 
(3.1-3). HEARN, 并 利用 期 望 与 均 方 微分 运算 的 可 交换 
性 ,得 响应 的 平均 和 关 量 所 满足 的 确定 性 敏 分 方程 与 初始 条 件 : 
LE(Y(O] = ELX Co] (3.7- 1) 
E[|YC4)] 一 ELY,), ---, EtY"7?(4)] = ELLY) 
US esas: A Ya) 变换 成 XO) 的 均 方 微分 
RT. 上 为 对 应 确定 性 算 子 ， BuYuBATAR n 为 自 变量 的 方 


"iHe 


Fd (3.1-9), AAR AE RA , 0119 38 26 4p SH RENE 
性 微分 方程 与 初始 条 件 
LLRyv(asn) = RyxGn.n) (3.7-2) 


RyyGys t) = ELY, Y 1), Rayon nS) 
一 E(YV-"(Y9-7y7]- 

36 Cb xf ET fik Lo S Br 4 25 ER BT US Re H0 3 25 8 58 AI RV. 6] o e 
fF. | 
对 时 变 线 性 系统 , (C3.7-1) HERRREBMS HB, (m 
(3.72) HERRERA DE. 对 时 不 变 线 性 系统 ,《3.7-1) 
为 常 系数 线性 微分 方程 , (37-2) 为 常 系数 线性 偏 微分 方程 .对 于 
时 不 变 线 性 系统 平稳 激励 的 平稳 响应 ，(3.7-1) 将 是 代数 方程 ,不 
MOAR. i (3.7-2) 将 是 如 下 形式 的 常 微分 方程 

L LRyG) = RxG) (3.7-3) 


Wek Rre) DARES PRR RNs 的 性 
质 取 代 ， : 
| XtG7-3) 的 醋 边 作 健 立 时 交换 。 即 得 谱 密 度 和 矩阵 所 满足 的 


代数 方程 
LO —fwo)LUiw Sy a) = Sy(o3 (3.7-4) 


IK dnas PB sil d £o qve HE ABRE p RES REIR ROC UE TR. 
作为 一 个 简单 的 例子 ， 考 处 一 个 自由 度 时 不 变 线性 系统 对 任 
X ES PLI ERA na RU. 


(4 + 26 cay — 4 a. ai) YCO 一 LEG) 


(a) 
Y(0) = Y, Y(0)— Y, 
PIER SUT EE TEES DERE A 
去 十 2500, 二 十 wi) BLY) - 4 E(Xj 
(b) 


E(YT A = EIY,), P ELY fh = ETY,] 
相关 函数 所 满足 的 篇 微分 方程 与 初始 条 件 为 
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(= + 200, —- + 0) (2 Tbe, e 


+ i) fist 
n a Hy Ry it :) 


an 
-— € Ratis ) (x) 
Ry(0,0)= E[Yil, E RyY(n t) [nmm - El Y.Y4], 


3 Ry, 5) | eno = E [Y,Y,] ? 


————-RyCtis;) |, i-o - E(Y3) 


5. 81, 
对 平稳 激励 的 平稳 响应 ,均值 为 
ELY] 一 Y EIX] (4) 
FAS RT TAB ORC Se 
(= 一 2zm A + ot )( + pen -E + ai) R,(r) 
mn + Rar) (e) 


附加 条 性 是 RyCr) 及 其 导数 在 r= too 处 的 有 界 性 与 Rr) 
2 r ARAH, 

4 XO 为 理想 白 噪 南 ，RxCrT) 一 2S0 t, 方程 ez 
解 等 出 于 下 列 齐 次 方程 与 初始 条 件 之 解 : 





(+ — 2o, T + el) (4 + 2c, + M 一 0 (0 
AMO o, FRAD - 
dr 
所 得 之 解 与 (3.4 一 15) 相同 。 注意 ， e 中 的 最 后 一 个 条 件 是 由 
于 Te ~ L aS òlr), 
T fa m 


对 《e) 两 边 作 传 立 时 变换 ,得 谱 密度 函数 所 满足 的 代数 方程 
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[Co — 25 ico) + cl] GoY + 2p io) + RIS) 
一 + Sho) (a) 


TTAR AR, IBY (3.4714), 


37.2 MOVIES Fes Bx 


Mie oor RESP, DORE oe EH GE AS Be A THO SERE 
所 满足 的 微分 方程 的 阶 数 可 降低 一 半 。 
z 十 rf 时 刻 运 动 方 程 (3.1-1》 变 成 
MYG +2) + (C+ GYG- AKA NYG +r) 
-X(:4 r) (3.7-5) 
PAI He Yir), 再 求 期 望 ;得 
M E(Y Gi. + rY + CC + G)ELY Ce + YT) 
4 CK + NELY G: + )Y (01 — EEXCG + 22Y '€0] 
(3.7-6) 
BF XO) 5MRTE, Hr>0, XG+) 与 了 不 相关 ， 
(3.7-6) 化 为 


4 d 
M SiRrr) + (C + G) -& RyG) 
+ (K+ NXDRy(r)— 0, r <0 (3.7-7) 
G.7-7) R-THRERRANE, KAPARE, KATA 
1j 个 待定 常数 ， 此 由 Rr(0) 与 全 Ry(O| RAE 有 了 


RyCr), r< 0, BD nj ARBRE (1.2226) 8 c2 0 的 
Ry(c). 


为 求 Ry(O) 5 -Æ Ry] 在 (37-6): 4 c—0, 得 
M EL YY7j + (C + GEIYY7] + (K+ NDE([YY™] 
一 ELXY*] . (87-8) 
类 似 地 ,以 YTG) XE s ERU ER (31-1), 再 求 期 望 , 得 
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M EY Y* 1 + (C+ GELYY?] + (K+ N)ELYY"] 
一 E( XY"! (3.7-9) 
(3.7-9) G3 ji7T， 然 后 加 上 所 得 方程 之 转 置 ,得 
M (E[YY7?] + E(YY ^ ])M? + (C+ GE[YY? ]M? 
+ ME(YY7|}(C + GY + (K+ N)ELYYT 1M? 
+ MECYY™|CK + NY = EL XYT 1M? + MEIY X7) 
(3.7-10) 
对 平稳 可 微 随 机 过 程 ,可 证 
ELCYY7] + E[YY7"] - 9 
E[(YY*] — E(YY"] = —EtYY?] 
Aut, ELYY?] 是 反对 称 的 ， 而 ELYY?] 是 对 称 的 、 利 用 
(3.7-11), 《3.7-8) 5 (3.7-10) 3E X 
—M E(YY7] + (C+ GY)EIYYT] + (K+ NDE[YY™] 
一 E[ XY] (3.7-12) 
M E(YY" (C + GY + (C+ G)E(YY? 1M? 
+ MEIYYT}KT NY + CK + NDE[YY? ]M? 
一 E(XY* 1M* + MEiY X] 
(3.7-12) 可 写成 如 下 形式 : 


(3.7-11) 





AF + PA’ = —B (3.7-13) 
式 中 
E[YY? ]| | aaa 
E [YY?) I E[(YY7) 
y | ° —L : | (3.7-14) 
= = at ed ee pe rnan - (TS 4 
-M “K+ N) -M {C + G) 
. o | E|YX'M 7 





MOEXYHMCEUY S + EPX IM 
JERE (3.7-13) 首先 出 现在 线性 动态 系统 的 稳定 性 理论 
中 ， 称 为 代数 李 亚 普 诺 夫 方 程 .对 给 定 实 20 X 22 矩阵 A 5B, 
G.7-13) 存在 唯一 实 和 解约 条 性 为 矩阵 A 5 (CAD 没有 共同 特 
* 136 。 


iF tá , BD 


ài 59,]hk—l23,--,2» (3.7-15) 
其 中 oi; EER A 的 特征 值 ， 条 忻 《3.7-15) 等 价 于 
det # s 0 (3.7-16) 


式 中 H ORARE (Hurwitz) 矩阵， 
因此 ， 若 矩阵 态 的 所 有 特征 值 具 有 人 负 实 部 ，(3.7-13) 之 解 是 
唯一 的 。(3.7-13) BS JL FORET Ese B E D: T, [ 22 T. 
OR X GEM; P, món 召 ， 即 需 确 定 响 也 SEDES 38 
矩阵 ELYX7) 与 EIY X7], th (3-2-16) 可 知 
E(Y XT) 一 | KRxCr)dr 
l -. (3.7-17) 
EY X7) = | Ålr Rx(r)dr 
可 知 ,只 要 脉冲 响应 拭 阵 AGO Q9 AUST HR CS.7-17) ae ELV X ) 
与 EIY X7]. 
注意 , (37-17) 适用 于 任意 平稳 激励 ， 对 白 噪 声 激励 ， 
ELX] — 9, Rx(r) = Dar), 
此 处 5Cf》 是 对 称 的 8 函数 。 类 似 于 单 自由 度 系统 情形 BE 
h(0) — 0, lim AC) 一 M^ (3.7-18) 


然后 由 《3.7-17) 不 难得 到 
ELYXT] - 0, E[IY X) = i M^D (37-19) 


将 (3.7-19) FEA (3.7214) , ORE (3.7-13) 得 Ry (C0) = E[YYT] 
5 AL Rye ies = ELY Yr7], 以 此 作为 《3.7-77 的 初始 条 件 。 然 
后 求解 (3.7-7) 得 响应 的 相关 矩阵 Ry(7). 
现 以 单 自由 度 系统 〔as》 为 例 ， 说 明 上 述 方法 ， 此 时 《3.7-77 
变 成 
d 
dr’ 


R(t) + 20, = Ry(r) + wRr) — 0, r0 (h) 
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Ry(r) = e Uev(C,cospr + C,sin pr), t «0 (i) 
其 中 C, 5 C. 为 待定 常数 。 对 平稳 响应 


3. R(r)|,-.~ E[YÝ] = 0 G) 
dr 
由 (3.7-13) 解 得 
w- yl om 2Om$ k 
Ry(0) = ei Imta 0G) 


由 条 件 G) 与 (K) 可 确定 CO 中 的 两 个 常数 。 AEE RAT) 
的 对 称 性 ,最 后 得 结果 (3.4-15). 


3.7.3 ” 谱 矩 与 随机 气动 积分 的 计算 


Spanos?) 将 矩 方 程 方法 推广 应 用 于 计算 谱 矩 与 线性 随 宙 振 
动 中 常见 的 一 种 积分 。 
考虑 必 阶 时 不 变 浙 近 稳定 的 线性 系统 对 平稳 随机 激励 的 平稳 
响应 ,其 运动 方程 为 
(baD + b, D te eo b OY) — XO) (3.7-20) 
tbc 时刻 方程 (3.7-20) 两 边 对 ?微分 1 UC.BUSE XO), BR 
期 望 得 
长 下 DIR At) 
[—0,1, :+: (3.7-21) 
(3.7-20) ARAR DYG 十 r)， 然 后 求 期 望 得 
(5, D*** + B, Dr* + EDSR Cr) 一 D*Ray(r) 
n= 0,1, + (3.7-22) 
式 中 
5, 一 《一 1 k 0,1, ---m (3.7-23) 
假定 相关 函数 可 微 足 够 次 数 , 从 而 (3.7-21) 5 (3.7-22) Be, 
由 (3.2-16) 可 得 


Ra) | KO)RyCr — 8)48 (3.7-24) 


(3.7-245 对 工 徽 分 过 次 ,分 部 积分 ,然后 令 一 0， 并 注意 到 
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DIOD — 0, DIRKO) — Ù 
km, 4.2, 得 


D'Ra(0) m ra = | RODE), k= 0, l, ,m—1 


(3.7-25) 
利用 关系 式 (1.477), (3.7-20) 平稳 响应 的 24 Brie 
ia | TEST: do = (—1)!D'R,(0) (3.7-26) 
式 中 Qo) = belio)" + bio)" +++ bb, (7-22) PS 
n= m —1,m—2,-.-, ERIS C3.7-25) 5 (37-26), HRA 
Bri BAS ,得 | 
ba slag a — Pu stops T Op shang — tt po 


—balis-: F banm 7 Bradm_s T coo m rua 


(3.7-27) 


* €. Bodo o* 


ftt — bh, ct A. = r, 
应 用 克拉 梅 (Cramer) 法 出 解 得 


1, 一 dea (3.7-28) 


AP ded" 为 (3.7-27) ifo BE 太一 Y, ouv 之 行 
PX m deu", 则 是 deu" pE (m — O WRZE 
reri faa"? ere]? 
之 后 的 行列 式 ， | 
有 了 Ans, Å= 0, 1, +11, m— 1, 还 可 用 (3.7-22) 循环 求 得 
kÍBm-—imemumEs. 
ba — 19°F aan H Eaa D ue 
BC — 1M, DERG (0) (3.7-29) 
而 对 KI m— 1, r7 DIR (0) MBB (3.7-21) 循环 求解. 
bal tre ™ 6D RO) m DRY CO) — ba rise i — or 
fe 二 lm l, 2, =- (3.7-30) 
显然 ,只 有 当 Sue) fo RP BRWRRN, Auk m— 1 才 存 
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在 。 
随机 振动 中 常 需求 下 列 积 分 之 值 
一 人 LEGON Sroyda 3.7-31 
i 7 V otio 0n ain 

式 中 
PCJ P — a, 07? m3) 
显然 - l 

le = andma H anakaa Heee Hah (37-33) 
结合 (37-28) 5 (37-33), 得 


decd 
le deu" G ) 


ABS 
f= Yaa F anar Yai annar 十 on] (7-35) 
Aye (3.7- 20) B pic At hi he AR R E 
OCS) — b,S" +b, STH OOH, 
= of SH SOS H 5," QS H- 5) 


> mi = m (3.7-36) 
a UE, UP $1, tta Sa RAES, M Cop ez BO 
hk = 5 > Hy emer Pe set (3.7-37) 
式 中 
4^ [CS + SO] | 
H,. 一 二 .一 3.7-38 
“TGN Dién, — Di dst =| OCS) Jes £ ) 
当 OS) HUBS HEREDI, mm m = +e =e mg), BU 
ACt) 一 x hye Sk! (3.7-39) 
kw 
式 中 
we 1,/40€S) - 
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i 


RAEE pkr ARAA HE rit, Dian. SEM 
UM. Reír) — 2a5,5(0) 
ri DIR, (9)—0, k=0, >, m— 2 (37-41) 
而 
r.a = DRO) ~ rà (3.7-42) 


将 (3.7-41) 与 (3.7-42) RA (3.7-3 即 得 "James 等 at 之 结果 ， 
Spanos™ 还 给 出 了 限 带 白 嗓 声 激励 , 具有 "高 斯 谱 ERU 
DAT. | 


38 方差 分 析 


在 某 些 实际 应 用 中 ,只 对 方差 矩阵 感 兴 趣 , 在 非 线性 随机 振动 
的 等 效 线性 化 法 中 ,将 融 计 算 等 将 线性 系 绕 的 方差 矩阵 。 在 这 些 
情形 下 , 宜 直接 计算 方差 和 矩阵、 近来 ,这 种 方 葬 分 析 获 得 越 来 越 多 
的 应 用 、 尤 其 是 对 非 平稳 激 沥 的 响应 预测 中 。 上 节 已 推导 代 效 李 
ESERDE (37-13), 此 处 以 最 一 般 情形 出 发 准 导 方差 矩阵 所 
满足 的 方程 ， 

考虑 均 方 意义 上 的 随机 微分 方程 

Ze) 一 AWZ + FQ), FU) = BOG), Zs) = Z, 
| (3.8-1) 

式 中 ZG) 为 4 维 矢量 随机 过 程 ，ACz) 是 # X n KBR 
为 上 之 连续 通 数 ; FG) 为 均 方 连续 的 # eRe DUI EE, BO) 
fin xm RTE: ZEZAN GO 则 是 均 方 连续 的 
严 维尔 量 随机 过 程 。(3.8-17 存在 唯一 的 均 方 解 


Zi) 一 PCs, «)Z, + | ec OF (3.8-2) 


式 中 Gn) 为 与 ACD AA n X s 基 解 矩阵 ， 它 是 一 个 确定 
性 的 矩阵 ,具有 如 下 性 质 ; 

L PU, = f; 

à. 95,4) 一 05,510,425), Ait. 6G. a) IRA de 
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7S FEB ; 
3. (rn) 满足 齐 次 方程 


$(,4) 一 ACO, 4) (3.8-3) 
Mh AAE RAR, 内 为 常数 矩阵 (3.8-37 之 解 为 
DC t,t.) = Gr ty) m cA? (3.8-4) 
式 中 
Am AD (3.8-5) 
339 1 
称 为 矩阵 指数 函数 。 


假定 初始 条 件 与 外 激励 无 关 ， 由 《3.8-2?3 E RI BJSE SS A- 
量 与 相关 矩阵 


ELZ] 一 6G, 9ELZ,] + f eG ,ELFG)]Ms 


(3.8-6) 
Rzz(n,n)- EEZ Z7] 
- $ 1, ELZ ZiO Cr, t) 


十 Ü » Pn s M Ru )TC, 5 )dsds, (3.8-7) 
卷 系统 为 时 不 变 的 ，FC:) XARA ,强度 矩阵 为 D, 


ETZCD] — eA BZ) (3.8-8) 
Rzz(n, n) - cA "ELZ Ze 和 
ets utem Deade (3.8-9) 


e A= 0 =z, 可 出 (3.8-7) 或 (3.8-9) 得 方差 矩阵 。 若 系 
Se oT sea. FRR A 的 特征 值 都 具有 商 实 BD, 在 t- CO, 
ELZ] 0, PCr) = E|ZG)Z* CO] RERE, 

现在 看 方差 定 阵 所 满足 的 微分 方程 。 为 简单 起 见 ， 假 定 初始 
RAAB, BOHR E, Mm ELZ 一 0。 利用 
(3.8-1) 与 (3.8-2), Jj BE PQ) = ELZOMZT CO). ise igo 
分 方程 为 

PCs) = E[ZG)Z7T(2) + ELZ ZG) 
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= ACGOPCG + PCOA? CO + $0) + 70) (3.8- 10) 
xh 


OG) — ELFOZ*()) = B [EA ec.orcow } | 


一 f Rp, PTs, sds (3.8-11) 

Wy WR, SEXE ES EPC) 与 激励 的 相关 年 阵 , 即 可 通过 解 

方程 (3.8-10) BABB, — 这 里 激励 与 响应 都 可 以 是 非 平 稳 的 ， 

假定 实际 激励 为 维和 泉 重 随 机 过 程 G0)。 则 方程 (3.8-10) 
中 的 PC) 135 


$c) 一 | BG)RSG,:BTGYPT(6,:)45.— (38-12) 


当 激 励 FG) WARE, Rrr) 一 Del), 系统 是 时 不 变 
的 * 则 


$6) 一 670) 一 ;P (3.8-13) 


方程 (3.8-10) 化 为 
| | P(o = APO) + POA! - D (3.8- 14) 
当 GG) He 5 BE EI 7 D HARER, (3.8-14) 化 为 
PG) = APG) + POAT + BDB (3.8-15) 
(3.8-14) 3, (3.8-15) 有 时 称 为 微分 李 亚 普 诸 夫 方 程 
假定 系统 是 新 近 稳 定 的 ,对 平稳 广 励 存在 平稳 响应 , 则 


P(r) = 0 
(3.8-14) 5 (3.8-15) SBME FARMED S ERE 
| AP + PAT — —D (3.8-16) 
图 
AP + PAT ~ —BDB. -© (3,8-17) 
E UE TE a JOR Fs IS B CE . AOR BE PE TB BER A} 
或 代数 李 亚 尊 谱 夫 方程 得 方差 矩阵 


对 ?个 自由 度 陀 螺 系 统 《3.1-1)， 引 人 状态 矢量 (3.1-5) ， 就 
ALA) C3.8-1), Hoh A 5 Ft (3.1-6) RE, 此 时 《3.8-10) i 
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用 ,其 中 








P Pe oen S | 
PP| (EYI ECYY?] (3.8-18) 
0 0 
$0 -— E[FZ^]— [usse — 
M^OE[XY*]IM^PE[XY?] 





在 平稳 响应 情形 ，PC) = 9, (3.8-10) 与 (3.7713) 一 致 , 
Beh XC) MARS, Hey D" kj, 由 (38-11) 最 
后 一 式 得 


PB) = pa | (3.8-19) 
M^D'M^ 
记 D-M DM, 微分 方程 《3.8-10) 可 展开 为 
P= P, + P, 
P, = P,— P(K— N)M^" — P(C— OM (3.8-20) 


P, = P,— MXK + NP,  M'(C + OP, 
P, ~ —M XK + N)P, — M C+ G)P, 
一 PXK — N)M^ — P(C— GM^ + D 
Ii EBESEBa M,C, K 的 对 称 性 与 G, N 的 反对 称 性 ， 
注意 , 由 上 列 第 二 与 第 三 式 知 P, 一 PI. 
SE feug MZ ,方差 方程 变 成 代数 方程 
P,+ P] mo 
(K+ N)P, -- (C+ OP —MP, = 0 (3.8-21) 
CK + N)P,M + (C+ GPM + MPICK — ND 
+ MP(C—G)-D 
AZAA, P. BROS. P, 与 P BWR, BRR 
Aog sd Bm, WP, 只 有 a(n— D/2 SEX, P, S P. 有 
s(s 十 1) 个 元 寨 , 上 述 代 数 方 程 中 共有 nO + 19/2 个 未 知 数 。 
4 We XC) 为 具有 有 理 谱 密 订 的 有 色 噪 声 了 时， 可 把 XC) 
硬 成 某 个 线性 涉 波 器 对 白 噪 声 的 响应 。 在 包括 系统 与 滤波 系统 的 
扩大 了 的 系统 中 ,激励 将 是 白 噪 声 , 从 和 而 可 应 用 微分 或 代数 李 亚 普 


s E46 ^ 


BADER BEM. 
Blin iM Xie) Gm t, 2, «++ 9) ATE A 


Ry(t) = gie til, pee l, 2, ort (3.8-22) 
或 如 下 形式 谱 密度 
Silo) = 2 ot j.l, 2,7,5. (3.8-23) 
BER US Teo 
X = —aX + saN) (3.8- 24) 
式 中 
a = dis:gloj], ; = 1,2,--*,8 
a = diag [v æm; ], j= 1, 2, °° (3.8-25) 
E[NCON"(; + r}] = ear) = isgteflaC) 
j721,2,:::, 
扩大 了 的 系统 为 
Ż = ÅZ+ F (3.8-26) 
式 中 
| 0 : I j 0 
A= -M KAN) MXC + GM" 
Ü | 0 j—@ 
0 (3.8-27) 
F-| o 
VaNG) 
微分 李 亚 普 诺 夫 方 程 为 
P=AP4+PA™+D (3.8-28) 
其 中 EM 
rr į YY? vx ojo; 0 
P-E|YY!| yy Yx'|bD- oo 0 |(3.8-29) 
UY! xy? xx? 0/02ac 
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第 四 章 “连续 线性 系统 的 随机 振动 
41 连续 线性 系统 随机 边 初 值 问题 


离散 线 住 系统 与 连续 线性 系统 是 表示 同一 物理 系统 的 两 种 数 
学 模型 ,其间 的 唯一 差别 在 于 离散 线性 系统 具有 有 限 个 自由 度 ,而 
连续 线性 系 绕 具 有 无 限 个 自由 度 . 当 自由 度数 且 趋 于 无 穷 时 ,离散 
系统 就 过 渡 到 连续 系统 ;连续 系统 离散 化 可 化 为 离散 系统 ， 因此， 
“可 以 预期 ,这 两 种 系统 将 具有 相似 的 动态 性 质 , 这 两 种 系统 的 随机 
振动 可 用 类 似 的 方法 进行 处 理 ， 
考虑 连续 线性 系统 在 随机 激励 下 的 强迫 皖 动 。 此 时 ， 激 励 与 
响应 一 般 都 是 随机 场 。 连 续 线性 系统 可 用 线 竹 偏 微分 方程 连同 适 
当 的 边 异 条 件 与 初始 条 件 描述 。 最 一 般 情况 下 运动 方程 可 用 下 列 
算 于 方程 表示 : 
L Yla) 一 Xa) (4.1-1) 
式 中 XQa.0 为 激励 矢量 随机 场 ; Ya, 1) 为 响应 矢量 随机 场 ; 
L 为 均 方 意义 上 空间 与 时 间 变 量 的 线性 人 油分 算 子 ， 在 动力 学 问 


题 中 常 写成 如 FRR: 
of = M 已- +C 9 +o, . - 
Or ĝi " i e 2) 


uU. 


其 中 M 为 惯性 矩阵 , C 为 阻尼 和 矩阵 ,它们 的 元 素 一 般 为 空间 变量 
a 的 项 数 ，2 ,为 均 方 意义 上 自 伴随 线性 偏 微 分 算 子 , 即 


e, T E 
其 中 ST 为 Z, WMT. 
设 s^ 中 对 空间 变量 的 导数 的 最 高 阶 为 22， 列 齐 次 边界 条 
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件 将 具有 如 下 形式 : 
BY us 1) = 0, j=], 2,» P (4.1-3) 


AX 89, 是 线性 均 方 偷 微分 算 子 , 其 空间 导数 的 最 高 可 能 阶 数 为 
2p 一 1; uy, 为 边界 的 坐标 。 具 有 非 齐 次 边界 条 件 , 包括 随机 边界 
条 件 的 边 值 问 题 ， 可 通过 适当 的 变 执 变 成 具有 齐 次 边界 条 件 的 边 
值 问题 .对 机 械 人 结构? 系统 ， 边界 条 件 可 分 成 几何 边界 条 忻 与 
自然 边界 条 件 ,前 者 规定 对 运动 学 量 ( 如 位 移 .转角 等 ) 的 限制 ， 后 


.者 规定 对 动力 学 量 ( 如 力 ,和 矩 等 ) 的 限制 。 
为 完全 确定 响应 ,一 般 还 坚 规 定 初始 条 忻 
Y(Q,0) = Y,(a), Y(u,0) = Ý, (u) (4.1-4) 


(4.1-1), (4.1-3) Æ (4.1-4) 就 构成 随机 边 初 值 问 题 的 完整 的 数 
学 表示 。 

工程 中 常见 的 是 一 ,二 维 线性 结构 ， 只 有 一 个 法 向 位 移 分 最 ， 
其 运动 方程 可 写 为 


A YCm, n) = prox 十 eC) 2 十 evo» 


= XCatst) (4.1-5) 
式 中 YCu,r) 为 法 向 位 移 ; XC, 2) 为 单位 长 度 或 面积 上 的 载荷 ; 
a 为 一 维 或 二 维 矢量 ; mm 为 单位 长 度 或 面积 的 质量 ;。 为 单位 长 度 
ETE BUISEEJE RUE; 2 ,为 结构 算 子 ,其 具体 形式 取决 于 结构 的 形 


状 与 运动 形式 ， 便 如 ， 对 紧张 纺 的 横向 振动 ， 村 的 纵向 振动 或 组 转 
Ra. 


se 一 一 2 [a 2i (4.1-6) 


式 中 A DZE RITAR ENE, HAS A (Be 
rnoulliy- 欧 拉 (Euler) 梁 的 横向 振动 ， 

= i |p 2 - 
| LY — El 3 (4.1-7) 
式 中 EI 为 梁 弯 曲 刚 度 . ONE 56 d$ AT eC Kirchhoff) 4& 05 8 [5] 8 


* 151 + 


a g i 
g =pl Ë + Z 43-8 
" (£ 52) ( ) 


gh D-—EA/120 — t) 3 Ae B3 95 gli Wd BK GDonnetD- FF 
FY FE X CBnacos) FRAG 


d 
w= D| #3 + 2.) + Eh| 25 +2, d 





1 2? 1 a? \? 4.1-9) 
<(& Fat Raa 
式 中 局 为 党 的 弯曲 刚度 ，R, 与 R 为 主 曲 率 半径 、 

本 章 主 要 叙述 以 《4.1-5) 为 运动 方程 的 一 、 二 维 线性 结构 的 
随机 振动 ,相应 的 边界 条 件 形 如 (4.1-3)， 只 是 将 矢量 随机 场 改 为 
标量 随机 场 。 相 应 初始 条 件 为 41 和， 但 为 简化 叙述 ,假定 初始 
条 件 为 零 ， 上 一 章 为 离散 线性 系统 发 展 起 来 的 相关 分 析 , 谱 分 析 ， 
矩 方程 法 及 模 态 到 加 法 将 在 本 章 中 推广 于 连续 线性 系统 。 此 外 ， 


还 将 简要 叙述 二 个 专题 ; SHANE SMR Saw ARE, 





42 应 用 脉冲 网 应 函数 的 相关 分 析 


连续 线性 系统 的 动态 特性 ,可 用 脉冲 响应 英 数 ( 即 动 态 格 林 昭 
TRE. opm RK aCe, Er O 表示 在 + 时 刻 在 点 者 上 作 
FMR Re eR a Let Ss 时 刻 的 位 移 响 应 ,对 变量 机 
5&, 它 具有 普通 格林 阅 数 的 寓 义 ; 对 上 Ss, 它 具 有 与 高 散 线性 
系统 的 脉冲 了 响应 疯 数 同样 的 意义. 对 以 C4.1-5) 为 运动 方程 的 一 、 
二 维 连 续 线 性 系统 , 它 是 下 列 一 组 方程 之 解 : 

L (a, £3255) = ia — E) — s) u, EEV, >s (42-1) 


Bihl o,s £5 ts 5) = 0 (4.2-2) 
h(a, E3555) 2 a, Et |, = 0 (4.2-3) 
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式 中 工 和 B, 分 别 为 与 s^ 和 SS, 相应 的 确定 性 算 子 。 ATK 
af Meg A? DELI ,根据 又 加 原理 , (4.1-5) 的 解 可 表 为 


Yæ) m | È pCa gsr sXe Mis — (41-94) 


这 里 假定 :一 时 ,系统 处 于 静止 状态 MV 253 DEBIT HIR 
空间 ， 对 时 不 变 连 续 线 性 系统 ,脉冲 响应 遂 数 对 时 间 os, s 的 依赖 
只 通过 时 差 1 —s WYER, Aids Aar) RH rers, 
初始 时 刻 可 认为 上 一 0。 从 而 时 不 变 连 续 线 性 系统 对 平稳 随机 激 
Daly Er) RE ds I f 25 


Yu, = f f. RC E38 — DXG, Ddbd: 


_ f f, h(m,E;0)XCE, — 8)4E40 (4.2-5) 


BUE TR Ut f NOE EGER LL BH RNR ARR, 
ARE, YE £k £X, Vk R Ug SE SIE ER ON DU B SE TR DR NT 2 


YO, z) 一 r. " has — s)XCE, 484: 


- f f. h(a, 2:9) X(E,1 一 日 dd (4.2-6) 


Xf (4.2-4) , (4.2-5) 或 《4.2-6) 两 边 求 期 望 ,可 得 激励 与 响应 
SP PS PRA [BIAS FAL, 一般 连续 线性 系统 对 一 般 随 机 激励 的 呈 
IL BS SE- ES PEL TX. 2 


E[YCu,r)] 一 f " hs Et S) ELXCE s) )dgds (4.2-7) 
时 不 变 连续 线性 系统 对 平稳 激励 的 瞬 态 响应 的 平均 函数 为 
E[Y (1,1 一 f \, hCm.E;O)ELX(R)]didO — (4.1-8) 


浙 近 稳定 的 时 不 变 连 续 钱 性 系统 对 平稳 激励 的 平稳 响应 的 平均 函 
数 为 


EfY(Cu)] = | f, h(u.E.O)ELX(E)]dBdO — (42-9) 
(42-4) 在 两 个 不 同时 刻 a 与 n LAM we ,然后 
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30168 , BIT48.— 80 vi HF HE B 8 9L 6 oh BZ s RT Rf 
TH) 85€ PR 


Ryn, tit 1) — f. N ME h(u, En A E 8, 5) 


X Rë E25 ndEdE ds ds, (4.2-10) 
类 似 地 , Pep AR aS E Se ER EE 38 058] SE T A HR BS - EST ER] 
相关 半数 为 
CE 一 NNNM $3 0,) 


X REP i t — t — 06; + Odd do dl, (4. 2-11) 
新 和 近 稳 定 的 时 不 变 连 续 线 性 系统 对 平稳 汶 励 的 平稳 响应 的 空间 -~ 
Eb TH) ABE BK HH . 
Ryu, wv) — | ("| È, acer Bop 262 
x Ry(£,E;rd-0,— O0 Edp'dO dO, (4.2-12) 
Fr 3 aT 49 i f SEA ZA I-A EE BOE PEU Lj fn, A 
MEBEHMNARSE ES £A BER DEDERIS ABUSE EEUU ， 
Riy(u,u';7) 一 NEC ES OR lasg sr — 8) dk a0 
| | 7 (4.2-13) 
(4.2-10) 8 (4.2-11) PS u= ur 5 onm n, © (42-12) 
pe u= w 5 r= O.BITE RI TETTE TRLRZ 59351 5 SEL 例如 ,对 
后 一 情形 ， 


gi) 一 人 人 人 Ma és0 Mus BA 


Xx Rr(é§, ;0 — 0) dadF 40,46, (4.2-14) 

(E DIT. aeos Lag 9E ERE, EBJ Fk TP iR BY. 08 33 
hu, Ec) 满足 如 下 线性 偏 微 分 方程 : 
ats Oh ath 


5s "^5 T pA duc X — BE) (a) 


Ji 


EI — 


SARR. 
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O*k 


dui Oe uc 05d (b; 
pe r1 
OA 
dub dn (c) 
应 用 分 离 变量 靶 或 模 态 登 加 靶 可 求 得 


下 = m >} l e 77 sin pir sin ism sin E TO (d) 


i-3 Fi 
式 中 | 
(0 Pr Uo — GI2y Y^, oj m T GL gelm (e) 
mi 与 p, 分 别 为 第 了 个 模 态 无 阻尼 与 阻尼 固有 频率 ; 8 Oma 
>My EO AE, 


Ur a* 253839 f ,空间 与 时 间 上 都 是 “相关 的 随机 场 , 即 
E[X(GH:)] = 0 


Ri, ED A e — yx) (5 


则 均匀 篇 支 肤 对 激励 《f 的 平稳 耽 应 均 信 为 零 。 FSS B8 DIC AU Ha 
(d) 53 (E) RA (42-12) , CERRADO 


Ryu, 50) 一 s ee SY LC con pee 


je, VN 


+ -— tinpi; —— 
25; filtri) sin ER sin ; (g) 


SEED 9 RA 2o RLS RE, ， 可 定义 
=) Bb HE SIE LAUR TE SLAB T. 


43 “应 用 频率 响应 函数 的 谱 分 析 


连续 线 竹 系统 的 动态 特征 还 可 用 频率 响应 函数 描述 。 频 率 响 
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RiP HC, Eon) 是 从 开始 在 上 处 作用 e 激励 ,而 在 
时 刻 在 a 处 的 网 应 与 e*! 之 比 ， 对 变量 a 与 吉它 具有 普通 格林 
PES AT ME SC iro cone, 则 具有 与 离散 线 竹 系统 的 频率 响应 图 数 癌 
样 的 意义 ， 对 以 (4.1-57 为 运动 方程 ，(4.1-2) 为 边界 条 件 的 一 、 
二 维 线性 结 松 系统 , 它 基 下 列 一 组 方程 之 解 : 

L [HC a, 85098 )e*] -8(u- Eye’, > (43-1) 


Bil HCu, E3058 )e"') -0,j71,2,--, p. (43-2) 
HGas Ei o, 4) 一 Sr [HCE 0) m 0 (3-3) 
(4.3-1)— (4.3-3) Ze fe xs OT AR ek RA SZ BELICE ERST T B0) ER TL EA 
4 SOR EGER PERPE SIE BT RD, 
HC, Ezo, D m | Asse (4.3-4) 
对 时 不 变 连 续 线 性 系统 ， 
Hu, io, 门 一 " ka, Er) dr 


-— rl A(m,Eir)e "dr (4.3-5) 


CHEN ASE EES UE TR GERE S PR, A > — 00, FR 
2g RE LISGERT , (4.3-5) BER 


H(a,é30) 一 N h(u,Eir)e "dr 


-= | bm, és re "dr (4.3-6) 


H(u,£;0) A EA EER A AY BS ST SE Og BS 
Wk. h (4.3-6) Aj, BARR RAO 09 Yr PE 3E HL , 其 反 变 换 为 


lu,r) = > | Hu, £; we dio (4.3-7) 


AHIRA DEN, "IRE I E RR E R e AO  S TELLS £X 
计量 之 间 的 关系 ,其 中 以 谱 密度 关系 为 最 基本 ,因此 ， 应 用 频率 响 
应 阔 数 的 分 析 可 称 为 谱 分 析 。 设 激励 为 用 渐进 谱 密 度 表 示 的 非 平 
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pns ELE 
XQ - f PAG u Ze) —— (43-8) 


式 中 Ax(E;o,s) 是 对 时 间 + HEHE; Za (Ro) HE 
RET. BGR Le USF RR 
E[XCE,1)) — 4x(E:0,) EL4Z(£,0)] (4.3-9) 
Zl w) 对 具有 正 交 增 量 , 即 
EldZx(é,@)d ZXCE 0))] = SxCE,E ;co dw — o) 
(4.3-10) 
EURA ELS BY 2s [8] - 38 35 2 2E us BP 29 
8xCE, £5058) = AxCE o, D) SECE,E 3:0) AXCE 5,1) (4. 3-41) 
d ARLA d 2 -RAA 


RAEE m | anos S4 ES) 
X AXCE ie, t)e "duo (4.3-12Y 
Pe Fs st, 由 《43-12) 可 得 激励 随机 场 的 均 方 函数 . 


加 上 激励 很 长 时 间 后 ， 时 不 变 线性 连续 系统 对 上 述 激励 的 响 
应 , 按 :(4.2-67 为 


Y D m [^ f, su gie 一 0)d849 
一 | Au, 8:0) I. ee AxCE os 
— GJA Z CE, c) | 4660 
— | | eM eo bd ZEE = (4.3 -13) 
式 中 
MG Eier) m |" Kus i8) Ax (Esos t — Oe tas 


(4.3-14) 
EH (4.3~14) M1, Mus so) 与 Arlo) —HFEXotE RI e s 
ba ex, 再 由 (4:3-13) A Y(a,t) 对 id, F RAS XCE, f) 26 ul 
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WEH. ENG Wate aE E HE BS ESPERA LO, 
Bi (4.3- 13) 可 得 响应 场 的 空间 -时 间 相 关 盖 数 
Ry (a, a’ 3552) . 
— LLL M (a, £i, Sx E 0) M" Qa E 50,1) 
xe TRAE dea (4.3-15) 
Surv, s— or 即 得 响应 场 的 均 方 函数 、 .由 (43-13) 福 响 应 
35 8315] ii 
E[Y(u,7r)] ~ " M(u,£;0,) E[dZx(E,0) ]d& (43-16) 
FH (4.3- 15) 知 响 应 场 的 空间 -频率 新 进 谱 密度 为 
Sy Cm, a 30058) =m h | Mut, Eso) SLE E 30) 
X M*r yë ico DdkdE (4.3717) 
对 《4.3-14) 两 边 对 # 作 传 立 叶 变换 得 
MCa, ëw r) - H(u,£;o 十 »)AMCE;c,v) (4.3-18) 
T AE ES A HERE Ee AA os ROLE I YK HC a, E50. 
可 按 《4.3-18) 得 Mu. iio»), 然后 作 道 傅立叶 变换 得 Mus. g; 
wst}, FLA, (4.3-16), (4.3717) X (4.3715), A IBLE 
HE er t ES - RAA, 
WHA RARER SFB AEG p, 类似 于 
(4.3-13) 的 推导 , 令 MuR, — 1， 并 利用 C4.3-5) 得 
Y(t) = |, | eH Cu, Bw)dZr(és0 dE (43-19) 
从 而 响应 的 平均 函数 与 空间 -频率 渐进 谱 密 度 分 别 为 
E(Y(u,1)] 一 [ H(a,€50,2E(XCE) de — (4.3-20) 
5 | 
SCIT ; i, 1) -— , f, H(u,Eio,t)5sCE, Im io) 
X H*Cu' ,E' io, DdEdE (4.3-21) 
REP AYA BE ZEE E EA DESDE BE FU BZ, (45-19) 
«1589 


化 为 
YC, D 一 | | e H(gio)dZy(E,o)dg (C4.3-22) 
从 而 响应 的 平均 函数 与 空间 -频率 谱 密 度 分 别 为 


ELY(a))] — |, HC, ELX — (43-23) 
5 


Syla w 300) = 1， | H(u,&;o)8x (E, E i0)H* Qu E sco )d&dE 
| (4.3-24) 


. 类似 她 ， 可 推导 各 种 情形 激励 与 响应 的 空间 -频率 互 谱 密度 ， 
Plin AYE ROSE RR , 


SeyCusurso) = È, HOr Eso) Si QE sdk (43-25) 

谱 密 度 (4.3-17) , (4.3-21) B, (4.3— 24) 中 u ~ e, RAR o M 

一 如 到 co 积分 , 即 得 均 方 位 移 响 应 。 FM PAR Das 
响应 , 均 方 函数 为 | 

ELY(2)] = | Sy ,520)do (4.3-26) 


NAR LO I RR 


(Er te tod- D tB Goose" 


= iw — £e (a) 
THEBESRAONELIGSUN ERAT DE 


(21 = — + koc — opd ) Hs £340) = 5x — §) (b) 


两 种 情况 下 的 边界 条 件 为 


H (#5 &30053) - Hy- 0, u- 0,1 (c) 
Vi ds FRU ERRAR HEH 
H(u, Ez, 0) 一 5, H-0 (4) 


:155* 


Fi x Bs SE SEDE nb MS ER PAE TRES ES LIE IRI RV. DIE IG 
3 Eo 一 二 ` lt _. i jzu 1 int 
H(u,£3 w) M2 Gad Fife P sa TE Ce) 
假定 激励 随机 场 为 零 均 值 , 空 间 不 相关 的 白 躁 声场 ,其 谱 密度 
为 


Si(E E’; o) = * alë — E) (£) 


将 Ce) 与 CE) 代 人 (4.3-24) 得 稳 坊 啊 应 谱 密 度 


~ 29) S sin (jaruji) sin (jus fD | 
SyCu, w' 5o) Mi T [Co] 一 ay + fo!) (g) 
(g) BS u= r, FE @ Mh —ooFJOMS , WB H Fw 
数 


3 2x5 i jru 
ELY’ (5) ] = —— S —— sin? P m 
( ) M's je: 5 I 


xS Ë ti ox z 

38ME " a) Ch) 

对 于 泗 励 与 响应 为 矢量 随机 场 的 更 一 般 连 续 线 性 系统 。 可 定 
PESEL CITES PRA PEAS LS HE T. 
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Uk EE ER oe HE RAL IR SO AE (4.1-5) 连同 边界 条 
# (4.1-3) 及 初始 条 件 (4.1-4) 描述 。 对 上 述 各 式 两 边 求 期 望 ,得 


响应 的 平均 函数 应 满足 的 偏 微分 方程 
L ECY(a,s))] = EC XCun, 05] (4.4-1) 
EB NIA SERE H 
B;ElYCu,,1)] -0,]-1,1,-:5,p 154-2) 


及 初始 条 性 
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ECY (4,0)] = EL[Y GO ]. E| Ya. o |= E[Y.(u)] 


(4.4-3) 

两 个 不 同时 刻 s 与 n 上 的 方程 (41-5) WRI, HR 
期 望 ,得 响应 的 相关 函数 应 满足 的 偏 微 分 方程 

L L R,(u,u';n,5) = Rgl, i527) (4.4-4) 


Hfi Hpt 


用 类 似 方 法 可 由 (4.1-3) 得 相关 函数 的 边界 条 件 
B; Rut, JU 5.445%) = BjRyCu uh. t) 一 0 
j=l, 2 ? (4.4-5) 
由 (4.1-4) 得 初始 条 忻 
Ryu, tr styst) = E[Y,.GOY,Cu)] 


D. Ru m; nt) = ECP Cu) Y. Gr) 
85, (4.4-6) 


oO Ryta, Wi asto = ELY (aY C) ] 
8t, 


ð: " i 了 " 
51,07, Ry Cas nsn) E(Y,C@)Y,(a )] 
于 是 ,求解 确定 性 的 边 初 值 问题 (4.4-1) 一 (4.4-3) 得 响应 的 
SP PR; 求解 确定 性 边 初 值 问题 (4.4-4) 一 (4.4-6) 得 响应 的 相 
A PR, 
对 于 渐 近 稳定 的 时 不 变 连 续 线 性 系统 对 平稳 滞 励 的 平稳 响 
应 FAAR: 无 关 , (4.4- 1) 与 (4.4-2) 分 别 化 为 
LE[YCwu)] 一 E[X(€a)) (4.4-7) 
与 
BELY Cuj)] = 0,7 = 1,2, +e, P (4.4-8) 
而 初始 条 人 忻 应 代 之 以 有 界 性 条 件 ELY) < ce， 相关 函数 的 
方程 《4.4-4) 化 为 
L 


eer 


L Ryu wie 一 RyCa,eir) (4.4-9) 
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相应 的 边界 条 件 为 

B;RyCu, n; 7) = B; R,Cu air) m=O, ji 1,2,-:7. p 

. (4.4-10) 
初始 条 件 代 之 了 以 r= to BREDELSRRESdOPRDREGRT to 0 dd 
称 性 条 件 。 

对 《4.4-97 Es (4.4- 10) 作 仿 立 叶 变换 , 即 得 响应 空间 -频率 放 
密度 所 满足 的 微分 方程 

L(—io)LGe)5, Qu, ur io) = Si(u,u'50)  (4.4-11) 


与 边界 条 件 

Bj;S,(u, uw io) = BjS,Qu,u;o)m 90, j1,2, +e p 

° " (4.4-12) 
(4.4-11) LG) 为 L 以 io 代替 对 * 的 一 次 侗 导数 所 得 之 算 


T. 注意， 这 里 om 只 起 参数 作用 ,《4.4-11) 只 是 空间 坐标 的 偏 微 
分 方程 。 此 外 ， 还 应 满足 有 界 性 条 件 ,并 具有 空间 -频率 谱 密 度 所 
应 有 的 性 质 。 
类 似 地 ,还 可 得 到 激励 与 蚁 应 之 间 的 空间 -时 间 互 相关 函数 所 
注 足 的 微分 方程 与 相应 的 边界 条 人 忻 及 初始 条 件 ， 例 如 ， 在 平稳 汶 
天 与 平稳 响应 情形 ,方程 为 
忆 Rxy(asar3r) 一 Rau e;r) (4.4-13) 
边界 条 性 为 
BjRgy(m,u,;7) = 0, j= l, 2 (44-14) 


此 外 ,还 需 满 足 有 界 性 条 件 并 上 共有 空间 -时 间 互 相关 函数 所 应 有 的 
性 质 . 413) 53 (4.4714) 两边 对 作 健 立 时 变换 。 可 得 平稳 激 
励 与 平稳 响应 之 疗 的 空间 -频率 互 谱 密 度 所 满足 的 艇 分 方程 与 边 
TERT. 
仍 以 两 端 篇 支 均匀 有 梁 为 例 ， 设 nm 0. RAZOR, W 
么 ,平均 函数 所 满足 的 方程 为 


gi 2 tef ca 


àv Bn JELY Cus) 一 ELX(w,:)) (a) 
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WA RHA 


ECY (ws, 1)] - 2. ELY G9) —0,2—91 (b) 
初始 条 件 为 
E(Y(s,0)] 一 2 E[Y(u,0)) = 0 Ce) 
18 3X DEL Ef i9 I8 3 79 38 26 
ə 8 aye 
(212+ eÈ + AZ) El 7 + 65 + eA 2 
X Ry(u 551 5) = Ry Cyt’ if) (d) 
边界 条 作为 
Ryu u' 55,5151) 7 e R, = 0, u- 0, lI 
(e) 


Ry(w, 34,533) = a R, = 0, w 0,1 
WER 


Ry4Cu, 0 3.0552) - =. (4,51710,1) = 0 
1 


9 Cf) 
RyGusu' 32,.0) -— ds, (#54'37,,0) - 0 
对 平稳 激励 的 平稳 响应 ,平均 阴 数 方程 化 为 
EI P EEY G0] — ELXG)] (g) 


AEREI (b>, THOSPRISL IN 8 25 E 


AN FENCE: 
(s: Z ^a ML + eB + 04 25) 


X Re(w,2;T) = Rx(u,w zT) (h) 
WAR (e), 只 是 Ry 中 以 一 1 一 RB nn 初始 条 
VE RU PLE UA. 


QRy o ,一 一 i 
óc Us Ws, F 0 (i) 
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Ry(u,u' 50) = RyQu 5 —1) C) 
Er Sosy a Fee. 
pin. irai 5 RO FHE, SHISHA LBS 6 HRA 
Bus (4.2 ich CO) 式 )。 在 边界 条 件 (e》 及 条 件 CO. (D FH 
HAERERE (h》 可 得 4.2 HR Ge). 
zs |R] - 53 E RET EE. DELE e 75 RR 
[E] 2 — cio + pA Gay | |E: 2 + ciw + eAGwy | 


| X Sy (e, i co) — Sy uh 5e) (k) 
(e) 中 以 了 一 有 一直 伐 to on, BS c BH eR, BA 
HLR RE , 

Srna 5o) = 2 Sr Grow se) -- 0, wm, i an 
Sy (us u' 5 w) = son Sys, S) — 0, w 0,1 
假定 激励 为 空间 不 相关 的 白 噪 声场 ERE RE p 4.3 节 中 (f) 给 出 ， 
ERE (1) 下 求解 方程 (ko, "I 4.5 Fo W), 
上 述 求 解 相 关 函 数 方 程 的 一 个 缺点 ， 是 要 求解 比 原 方程 阶 数 
高 一 倍 的 偏 微分 方程 。 采 用 二 步 方 法 ， 即 先 求 激励 与 用 应 的 互相 
KB ,然后 求 响应 的 相关 函数 可 蓝 免 这 个 缺点 。 COE SRL DD I 
平稳 胸 座 情形 汐 例 ， 第 一 步 是 在 边界 条 件 GD 下 求解 方程 
(4.4-13), 第 二 步 求 解 方 程 
L Rra, r0) = Rrr Cawr) (4.4-15) 


"iH (4-5) GR YQu', + + 7) 再 求 期 望 得 到 ， 边 界 条 件 奶 为 
《#4.4-10), 此 外 还 要 满足 有 界 性 与 对 称 性 条 件 。 
45 模 态 又 加 法 


4.5.1 特征 值 问题 
设 时 不 变 连 续 线 性 系统 的 随机 据 动 以 偏 微分 方程 .《4.1-5) 与 
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边界 条 件 《4.1-3) HR, TEL IE) SC HIE fRLLG] RR EE 7 AEA 


L,¢(a) = miu) oiu) (4.5-1) 
RL, 4S ££. 相应 的 确定 性 微分 算 子 。 边 界 条 件 为 
Bipa) 一 ü, j— 1,2,--5,P (4.5-2) 


(4.5-1) 中 c^ 将 有 无 穷 多 个 解 oj. RAKE, o PARAM 
率 ,相应 的 diCu) 称 为 特征 函数 ,或 第 于 阶 振 型 。 

同时 满足 几何 边界 条 件 与 自然 边界 乏 件 的 函数 称 为 比较 函 
数 , 由 于 假定 L HARK, WERTH RR f) 与 


gla, FA 

( OD Lilea em = È eL Gn)da (4.5-3) 
显然 ,同时 有 | 

| f a)mCu) (ada " glajm(a)fCa)da (4.5-4) 


因此 ,上 述 特征 值 问 题 是 自 伴随 的 。 对 给 定 一 个 特征 值 问 题 ,判断 
是 否 满 足 自 伴随 条 件 (4.5-3) 与 (4.5- 4 和， 可 以 用 分 部 积分 法 并 考 
外 给 定 的 边界 条 件 确 定 。 
特征 值 问题 的 自 伴 随 性 ,使 特征 函数 具有 如 下 正 交 性 : 
|, er Cu) mCa) d Ci) du 一 eum, 
(4.5-5) 
[oi C) LEO (a) Mur 一 omi 


式 中 54 DEFRA 0 PREX. m ARI TRAD MRE, 


由 (4.5-5) 得 
, |, SDL leuan 
dn 


BRERA AMS Sik Wie E. 
[E XE EB Fe n] 5 e Bs ES HM om Sm, & 为 常数 ; 则 
有 





(4.5-6) 
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( pn a ud — 8, 8m; (4.5-7) 


B 称 为 模 态 带宽 , 它 与 模 态 损失 因子 出 《损失 因子 定义 为 振动 一 
周 中 阻尼 消耗 的 能 量 与 振动 系统 的 能 量 之 比 》 及 模 态 临界 阻尼 比 
č: 之 间 的 关系 为 
B no; = Ziwi (4.5-8) 

为 常数 的 根 定 意味 若 所 有 模 态 具有 相 阿 的 模 态 带宽 ， 而 模 态 损 
失 因 子 与 模 态 临界 阻尼 比 则 与 机 杰 的 固有 频率 成 反比 。 

注 春 , 校 上 述 方 法 确定 的 振 型 只 是 比值 ,可 差 一 个 常数 ， 为 完 
全 确定 振 型 ,可 进行 归 一 化 。 蚂 一 化 后 的 广义 质量 不 同 作者 有 不 
IB. bib, HR m; M, MORRO. 

以 两 端 简 支 的 均匀 梁 为 例 , 特 征 值 同 题 的 微分 方程 为 


El £ Eu) 一 modu) G) 
x 
边界 条 件 为 
da) 一 Fw) — 0; w= 0,/ Cb) 
MAME UI — £03 AY eS ti 38 26 
ei -(s) (EV. jed.2, coe (c) 
PN) m VD sin EH, pet, 2, ee (d) 


ci 


f Å- 


452 SHRED Stith 


im 3.5 53 3.6 BATA. be FR BS T ee at 
两 种 途径 : 一 是 应 用 模 态 登 加 法 求 系统 的 防 冲 响应 函数 或 频率 响 
应 冰 数 ,然后 用 相关 分 析 或 谱 分 析 方 法 求 响应 统计 量 , 另 一 是 利用 
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RAVER sb b de UL S BS ng 5073 Fd. ORAE IR 
Ax zh BS RAMA, dico Bec d RA 
MET, RARER SRR, (BERSIBCRISIBUI I 98) 
示 了 随机 响应 的 性 质 。 

先 游 碟 第 一 种 和 途径 * 设 wi 与 dhe) 分 别 为 系统 的 固有 频率 
BRE, oak) 一 1，2r …)》 构成 一 个 完备 基 ， 系 绕 的 任 柯 响 
应 量 可 按 此 完备 基 展 天. 因此 ， 可 令 


ACau, È, r) — > eX £ pA) (45-9) 


趟 中 gir) ORR THR. 将 (4.5—9) 代 人 (4.2 一 1), OR 
H cser, BBAZRIBISE HC), Rate 在 整个 系统 所 占据 
的 空间 e 上 积分 。 考 虚 到 正 交 性 (45-5) 5 (45-7), 得 ei esr) 
BH Bg B3 — 56 P TENE 09 9 0 DRE 


M (££ + 520 + wigi) — op) (4.5-10) 


or 
此 外 *# 还 应 满足 边界 条 件 
Biek) = 0, pol, 2, -tP (4.5-11) 
与 初始 条 件 
8 本 0 j=- 2 zs, 0) -0 (4.5-12) 


en, (4.5-10) 之 解 形 为 
gi £i) -- ei DAC) (4.5-13) 
Rip Aidt) 为 第 了 个 模 态 的 脉冲 响应 函数 


Ar) hin e n" sin pir mr), i 71, 2, +++ (4.5-14) 


式 中 | 
| Pi [Lo Cp/2 14 (4.5-15) 
于 是 ,系统 的 脉冲 响应 函数 为 


1367-7 


kaski) m D DEA) — (45-16) 
4.2 节 中 简 支架 的 脉冲 响应 函数 可 用 上 述 方法 得 到 。 h (4-5-16) 
A. 
Aa, ër) 一 AE. (4.5-17) 
这 表明 脉冲 响应 函数 具有 互 易 性 ， 这 是 线性 连续 体 动力 学 互 易 定 
律 的 一 个 具体 表现 。 
利用 关系 式 〈4.3-5》 与 〈4.3-6)， 可 直 《4.5-16) 分 别 得 到 系 
绕 的 昭 态 与 稳 态 频率 响应 函数 


H(u,£:o,1) = >) dj(uOdCE)H;(0,1) 【4.5-18?》 
p-1 


与 
Hla, g) — Y pp EHC) (45-19) 
imi 
其 中 
Hio, = ( bi rye de (4.5-20) 
Hj (o) e 一 -1L (4.5-11) 


M Coo! — o! + ipw) 
它们 分 别 为 第 i TATHR E5 AGARA, BR. 系统 
的 频率 响 点 函数 《4.5-18) 与 《4.5-19) 也 具有 互 易 狂 。 它 也 可 用 
模 态 登 加 法 直接 求解 频率 响应 函数 记 满 足 的 方程 《4.3-1》 及 相应 
的 边界 条 件 得 到 , 

将 脉冲 响应 函数 (4.5-16) RA 4.2 TAXAR REA 
率 响 应 函数 《4.5-18) 或 狠 态 频率 响应 函数 (4.5-19) 代入 4.3 节 
有 关公 式 , 即 可 得 相应 的 响应 统计 量 。 

用 模 态 全 加 法 预测 响应 统计 量 通 常 采 用 如 下 第 二 种 途径 。 根 
据 展开 定理 , (4.1-5) 之 解 可 表 为 


Y(u, 1 一 >) diCa)Y;G) (4.5-22) 
tm] 


«168 + 


AB OY; 称 为 第 了 个 模 态 响应 (或 广义 举 标 )。 将 (45-227 fX 
A (4.1-55, 前科 pla), 并 对 9 在 整个 系统 体积 上 积分 ,利用 正 
交 性 (4. 5- 5) 5 (4. 5 一 7), 7 可 得 确定 Y; 89 —3& 9U JEJE SAS 


M (£2 PY; up d j- FG), j= 10,2, -++ (4:5-23) 


式 中 | 
B ~- eX G dE (4.5-24) 


为 第 7 个 模 态 激励 (或 广义 力 ), 注意 ,虽然 《4.5-23) REN S 9, 
但 由 于 各 模 态 激励 过 程 一 般 是 相关 的 。 各 模 态 响应 一 般 也 是 相关 
8. 

(4.5-23) 的 脉冲 响应 阔 数 为 《4.5-14)， 因 此 ， 模 态 响 应 与 模 
a B S n TRE RS FRY 


Y) =< f h(t — FA r)dt (4.5-25) 


再 根据 系统 响应 同 模 态 响应 之 间 的 关系 (4.35-22)， 模 态 激励 同系 
统 注 励 之 问 的 关系 《4.5-24)， 可 得 系统 响应 同系 统 激 励 之 间 的 关 
系 


Yeas) m 3 o0 [ hG — =) | e (XC aba 
jut “te 


(4.5-26) 
出 此 可 得 系统 位 移 响 应 的 平均 函数 
ELYCu = Y oa) [si — r) | e DELXCES agas 
imi fa d 
(4.5-27) 
与 相关 函数 


Rye ssh) m 23 21 ép Gn) |" ("ACODE 


x Ll bi BCE ORIG E in — 0,5 — 6,)dkdg 9,40, 
(4.5-28 ) 
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(4.5-28) PS ama’, nom rn iy SHB ELY? C, 
r)i. FH. WR GE BK I Se Mz zn [RI BS] ZERO DC 


RyrCut u' ;5n,5) = Sa) L B, (0) { RED, 


X RxCn,E 5,7 — 0)dE dO (4.5-29) 
现 设 系统 激励 共有 渐进 谱 密度 《4.3-11)， ES (45-22), 机 
态 激励 的 渐进 互 谱 密度 为 


Sr Cos) m || oai SE s) 


X AXE 300,86 CE ded 
— Co ^S o C 0 4$, (co 58) (4.5-30) 
RAUF (3.3- 16), KENTER 
Sy vC, 1) = Mr Co tSpn Co MI) — (45-31) 
式 中 


Mrs) m | hp Ko t — 86749. (5-32) 
青 根据 (45-22), 系统 位 移 响应 的 渐进 谱 密 度 为 l 
$r Cu a a,r) ~ > X ój Cad Cu 5r, Go t) (4.5-33) 

类 似 地 ,系统 激励 与 响应 的 渐进 互 谱 密度 为 


Sarla, tt 30,8) 
- D Axla) he) 人 Salato) 

X AXCE sco t — OJD CE ead (4.5-34) 
系统 的 均 方 响应 由 《4.5-33) 令 e —— a 并 对 吕 从 一 oo 到 co 积分 
得 到 

对 平稳 激励 的 瞬 态 响应 ,只 要 在 (4.5-27) 中 以 ELX($)] 代 
$ EX(E,r)]，(4.5-28) 及 《4.5-29)》 中 非 平稳 激励 的 空间 -时 
间 相 关 函 数 代 之 以 平稳 激励 的 空间 -时 间 相 关 晃 数 , 凤 可 分 别 得 位 
移 晃 由 的 平均 函数 、 空 间 - 时 间 相 关 诗 数 以 及 激励 与 响应 的 空间 - 
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PERLE OE HG 
EU Qus] 一 E 600 |, EGO | MOJA 
(4.5-35) 
Rra, stints) = 23 D eG GO [7 | sono 


x [ |, DP GEORIGHE ir + 9, 64 40,40, 


(4.5-36) 
Ry a nun) m S2 dua) | "m HE) 
x Ry(n,£:r — Oak dd | (4.5-37) 


itih t ERR, Sp; (0r) 一 Sax Co). > 
Hi(w,t) = | hO, 
HUF (3.3-22), 有 Sviva Co t) - Hiart )Szjx,Cco HEC). y 
而 ,位 移 响 点 的 鹤 间 -频率 谱 密度 为 


SyCa,a’ jif} =m > 2] ba pa JH; Cost JH Cot) 


人 | AEDES GE sobs (4-3-38) 
3546, BR ETa E S t BE E 
SiC ieu) = 2 babu HI) |, GO Ca E oa 


(4.5-39). 
3335 fir i$ NR A (45-36) 9 a =u Boos, BE. 也 可 出 
(4.5-38) $ m =w, FROM — o 到 oo 积分 得 类， 
对 平稳 激励 的 平稳 响应 ,相应 的 响应 统计 量变 成 ; 
FHAN - 


ELY Qu) — HOODS) a) |, &DEUXGDI4E (45-40) 
int 
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vigi abs i - LA SEO 
RyCa a se) o 31 23 d Gv GO |” | CODO) 
fei k=l b -0 


x | I. bi EO CE REE Sr + 9, — 6)4gdE d8 dO, (4.5-41) 
沿 励 与 响应 空间 -时 间 互 相关 系数 


Ryr(Qu,u r) 一 2j pCa’) N BC?) | pE) 


x RxCat,£ 37 — 0)d£'d0 (4.5-42) 
Wa] o£ 5) Ze i] — 38 2 jl s EE 


$yCu so) m 33 bil ada C HoH, —w) 


x | |, bere CE Sx (EE odg (4.5-43) 
激励 与 响应 空间 -频率 互 谱 密度 


Syey Ctt ,u' so) —= > fr, Car DH aC —w)} | PCE )SsQur, E 30) dF 
(4.5-44) 
15375 br FS Na hz 
ELY: Cu) ~ DD 69 wa |. | 8008.8) 


x | |, iB pC DR CEE 30 一 6:)4p4E 40,49, (4.545) 
或 


m oo 


ELD] = 2; 24,604.00 [^ Heo Ha 9) 


jid 


[JO HP rSxE8 s dide (4540) 
类 似 地 ， 还 可 得 违 度 与 加 速度 响应 的 各 统计 量 ， 如 果 它 们 存在 的 
话 。 
若 记 模 态 响应 互 谱 密度 的 积分 为 


+ 172 « 


t, = | HH- de (45-47) 
式 中 
Seo) 一 | | bie dese SCE E io) dd (4.5-48) 
SARD SUE RAI I EUER. (4.546) 可 表 为 
ELY(u)] 一 > > paba (ay 45-49) 
X DUE SAIS we 26 
Ev = 3] 2 BUDKA (5-50) 


式 中 
i= | HoH —o)Srr Lodo — (45-51) 
SP 3008] 23 Jn sk RE OA . Bri FERNE. A R 


EiP(u)] = 32 3) pap (5-52) 


pei ket 


X d 
r= [ator oSm (odo (4.5-53) 


注意 ,如 同 离 散 线 性 系统 情形 ;由 于 Spr (e? — Sh ro), In, 
las lA POS Pai, Fui, 14, ZENS BARE ,速度 及 加 速度 
Un] Fz Bip 26 SC TI BRR. 

比较 均 方 位 移 . 速 度 及 加 速度 响应 的 表达 式 可 知 ,对 均 方 位 移 
啊 应 ,低频 模 态 比 高 频 模 态 责 献 大 ; 对 询 方 速度 ， 各 阶 模 态 的 贡献 
为 同一 量 级 :对 均 方 加 速度 响应 ,高 频 懂 态 比 低频 模 态 商 献 大 ， 鸯 
然 , 当 激励 为 理想 白 同 声场 时 , 均 方 加 速度 响应 是 不 存在 的 。 


453 关于 均 方 响应 计算 的 可 能 简化 的 讨论 


AML, LE CRT BS E VERE CRANE AMR. FR 
型 阻尼 及 总 质量 , 即 可 按 上 述 公 式 计算 响应 统计 量 。 然 而 ， 只 有 
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xf — 538 f8 69 35953 55:9 OGS SE 
简 支 矩形 板 、 简 支 正三 角形 板 , 贺 板 等 ), 已 有 精确 的 固有 频率 与 振 
DRA, AAR SRA Dk. BAR 
S£) 在 非常 特殊 的 随机 汶 励 【空间 与 时 间 都 是 5 相关 的 均匀 随机 
场 ) 的 作用 下 才能 得 到 其 均 方 (位 移 ) 响 应 的 解析 表达 式 ( 见 下 面 讨 
论 )， 多 数 情况 下 ,响应 量 的 计算 要 皋 数值 方法 进行 。 而 均 方 响应 
力 是 双重 的 无 穷 级 数 ,计算 量 极 大 。 因 此 ,判断 在 什么 情况 下 无 穷 
级 数 可 以 截断 或 双重 级 数 可 代 之 以 单 重 级 数 〈 即 可 忽略 模 态 互相 
关 的 贡献 》 是 十 分 重要 的 。 本 小 节 就 给 出 关于 这 个 间 题 的 一 般 性 
Wie. 
1. 对 小 阻尼 结构 ， ; 
LEGO] S aU — Grey" 
«ai ES j 的 增 大 而 增 大 ， 对 足够 大 的 hk-—NM, IH; Co )H,C —9)1 
i, ABRAM MR Sexo) ABH o FUNCTI CHE 
多 实际 激励 篆 如 此 )。 均 方 位 移 响 应 (4.5-49) 中 的 双重 无 穷 级 数 
可 代 之 以 有 限 的 双重 和 ， 所 取 的 项 数 WwW， 取决 于 所 要 求 的 精 诬 与 
Sp, (o Ba o ADE prm, 
2, SP EREE TF RO 4 1 已 证 明 ， 
3E Jt fot CSS TEE p ERAN, Site MA A DU PT A 
BS ARTE SE db, 均 方 速度 响应 (4.5-50) 中 的 双重 无 穷 级 数 可 截断 ， 
所 取 项 数 N 由 下 列 不 等 式 确 定 ， 
tty < + (4.5-55) 
式 中 oe, O08 ETUR HOS BR it HR. 
显 热 ,在 此 情形 下 ， 对 均 方 位 移 响 应 (4.5-497， 所 到 项 数 N, 
可 小 于 或 等 于 N， | 
3. 对 均匀 结构 ,如 等 截面 梁 , 板 、 壳 ,单位 长 度 或 面积 的 质量 二 
BGA ERT SE» MITT ARTE EERE (4.5-5) 的 第 一 式 变 成 


> 


|, PHa da - L*8;, (4.5-56) 
其 中 L* denthpegie RB PA. BERDANSA [BL BR 


= 174 + 


(4.5-54) 


其 谢 密度 形 为 


$8 o) = Se) a(t — &') (4.5-57) 
模 态 激励 互 谱 密 度 将 为 
Spr, (o) - Soin (4.5-58) 
于 是 有 
1 (4.5-59) 


MESTERI, TSHR, RRMA MOREA, 
(45-49), (45-50) Be (4.5-52) 的 双重 级 数 简化 为 单 重 级 数 ， 例 
如 ,对 均 方位 移 唤 应 


ELY<a)) 一 > bhai (4.5-60) 
Am j 
太一 | IEK SC0) de (4.5-61) 
根据 上 面 讨论 (4.5-60) 还 可 截断 , 即 
EUY) ~ 32 any (4.5-62) 
db P se MLN Re ARE W 
lim si e (Ho) do ~ wa (4.5-63) 
类 似 地 ,对 均 方 速度 响应 ,有 
EL Y'Cu)) = > dC (4.5-64) 
其 中 
H " a (4.5-65) 


fü N 由 不 等 式 (4.5-55) 确定 
4. 对 非 均匀 铺 构 ,或 激励 随机 场 空间 是 相关 的 ,那么 模 态 互相 
关 对 均 方 响应 的 贡献 与 模 态 自 相 关 相 比 基 咨 能 忽略 不 计 要 具体 研 
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5L. 在 3.5 ba zz TRUE BE Aoi, = | a —e0, | « in, B 你 tjg’ 
其 中 ou 一 L Coy 十 ai， 且 Spo Co) 为 "的 慢 变 函 数 ,此 外 ,还 
Wig d 


lay — cog? > (8/2? (4.5-66) 
时 ,第 j 与 上 (SAO SE MR TREN AH T E 


Iu © Sho) HG) dom Sr C) oos 45-67) 
+ ^. - 
Ig 55 Spp (oni) M'E (4.5-68) 


当 激 支 为 限 带 白 噪 声场 BS AB RT DR EST S 235973 fI Rz 
将 用 到 下 列 两 个 积分 号 : 
ld 
Pi |. (wi — «o! + ifm wl — «à — igo) 
F (co; peog 30, ) + F(a; 210} 500, ) 
T Co woh) + 2 Ca) + wi) 
， Pe ta dto 
Pu = OO 
‘ " (cat — «d + ifc) — w* — ipw) 
- F'Co; 104 30, ) T F'Co, pti} 544) 
o] — oh) + 29 Cal + ul) 


(4.5-69) 


(4.5-70) 
式 中 


ua wai 一 


Zlew; — 814 y^ 


x + wi — 20 Cui — pt" 
c 十 co! t 2w lo 一 FEST 
+ gran Bee _ (4.5-71) 
[2 


e 


F Cc; +i; pwo) = 


2 z 1 i a 4 
F LF y Mor" = 25600) 一 ei) 十 Cea} E vii 
(oj 00, 160, ) 2(oi — gi [Ay 
xin E ot hokoj — BIA). 
wo c ol + 2o) — £/4)^ 
+ 176 = 


Pwe 


wr 





+ Alah + e$) tan! 
we 一 


o; PERENNI: — 
i («61 — wi} + 28'(o1 + wi) 
k= PB, 
= 7 jf 
$9 go! CI EA 


x ln wk cj 2w0(o0i— gia 
ot + al — 20,Ca} — 6/4 
+ 1 an^ fe. | 
m 


(45-74) 中 方 轿 号 内 之 表达 式 与 《3.4-41) 中 1 (2, 


Oo," CO 时 ， 


x 
= — 
pw; 


(4.5-72) 


(4.5-73) 


(4.5-74) 
) -&. 


(4,5-75) 


最 后 提 一 下 均 方 响 应 的 封闭 解析 解 。 作 为 能 得 到 封闭 解析 解 
的 一 个 例子 ,考虑 两 端 简 支 均匀 浴 在 空间 与 时 间 都 不 相关 的 随机 


场 作用 下 位 移 哆 应 ,激励 谱 密 度 为 
SLEE e) = ea — E) 
按 (4.5-48》， 模 态 激励 互 谱 密度 为 
SrL) 一 38 
B (4.5-31), 模 态 响应 互 谱 密度 为 
Sr v 0) 一 So HC —o dig 
TJ Wr iz 2 [i] - 9 3 jit i n 26 


sin Z” tae’ 
25, zn A 
E £M i -— Mi 


(a) 


(b) 


(e) 


(4) 


1T? 


Ht (4.5-41), eB he 


Ryu, 0) = e > sin ins sin ‘ae 


j=: 





e |». dw BERT 1 
* MC 一 a) + fw! — r'Elc 2; i 


pel 





x [cos RRM 一 cos UF v] (e) 
AR RIE A, 
a 90 12 + 12 apos TER (D 
(e) RER 
Ry(n, P 30) =m 12 rai |-«& — EY + C£ 一 & 


一 二 (和 一 全 十 (各 十 和 一 (各 十 全 


十 PES 十 ay] (g) 

Ap i 一 Wil Wl， (g) RBH Eriogenm 得 到 。 4 
iam i= Pres eR 

ELUI  ot(w) 一 SSE. eC — gy (h) 

T. P 
«(4 r) T 48ETe (i) 
SR HL 2698 TE ERES], AE o, 足够 大 , Ci) 仍 可 
FATE a (LL, | 

. Be B) BY 3 Ed Mil, Elshakoff 与 

Livshits*) grax T SRR zh tfc GN ODETEUBE E E PHBSTS A173 6 3E 

(Bresse) - ER 3g Bl CTimoshinko) EE Xd 3 [B] 7 3H 3 E 888 29 i 0] 
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应 。 发 现在 下 列 兰 种 阻尼 卡其 响应 与 均 色 伯 努 利 - 欧 拉 梁 的 响应 
相同 : REHEB; AEA (Voigt) 阻尼 ; 转动 与 横向 粘性 阻 
尼 。 在 横向 粘性 阻尼 情形 , 均 方位 移 响 应 有 有限; 而 均 方 应 力 发 散 ， 
但 在 转动 楼 向 粘性 阻尼 下 , 均 方 位 物 与 均 方 应 力 均 为 有 限 . 

均匀 弦 的 类 似 结果 见 [7]， 弹 性 基础 上 的 芝 曾 为 Wedig” 用 
协 方差 分 析 法 研究 过 . 


46 ”结构 宽带 随机 响应 的 渐 近 估计 


第 二 章 中 已 指出 ,喷气 噪声 的 带宽 约 为 三 个 十 倍 频 程 。 同 时 ， 
飞行 器 表面 结构 的 加 有 频率 间隔 ( 相 邻 丽 个 固有 频率 之 间 的 间隔 ) 
可 为 10 赫 或 更 小 。 从 而 当 结构 受 喷 气 噪 声 激 励 时 ,被 激 起 的 共振 
模 态 数目 可 很 大 ，。 例 如 ,一 块 0.5 毫米 厚 .0.7 平 方 米 面积 的 铝板 的 
平均 固有 频率 间隔 约 为 7 款 。 如 果 激 励 带宽 为 10 TEE TARE 
的 模 态 数 约 1400 个 .对 这 类 问题 应 用 模 态 鸽 可 法 预测 响应 ,其 计算 
量 将 会 过 大 以 致 准 以 完成 ,这 就 迫使 人 们 寻找 某 种 简化 分 析 方 靶 . 
另 一 方面 ,对 某 些 均匀 对 称 结 沟 , 当 激 励 的 模 态 数 很 大 ， 均 方 响 应 
的 衬 间 分 布 虽 现 出 某 种 渐 近 的 趋向 。 这 样 , 在 随机 振动 中 ,就 形成 
结构 的 宽带 随机 扰动 这 个 特殊 的 售 域 ， 近 十 多 年 来 ， 在 此 领域 已 
取得 不 少 有 意义 的 结果 。 本 节 简 要 介绍 估计 结构 响应 统计 是 的 渐 
近 方 法 ,下 节令 述 均 方 响应 的 渐 近 空间 分 布 规律 . 


4.6.1 估计 固有 频率 与 摄 型 的 渐 近 方法 


Bolotin 提出 一 种 估计 s 维 矩 形 弹性 体 的 固有 频率 与 振 型 的 
渐 近 方法 。 这 里 以 四 边 固定 的 矩形 板 为 例 叙 述 这 种 方法 。 考 虑 边 
长 为 4 与 6 的 矩形 板 ， 想 定 抗 咨 刚度 DD 与 单位 面积 质量 oà HH 
数 , 特 征 值 问题 的 方程 为 


DA p — pho — 0 (4.6-1) 
3h FRA o8 
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pm ÊE 2o mm, e 
24 (4.6-2) 
$9557 0 Ww, = Ù, b 


该 问题 至 今 没 有 封闭 形式 的 精确 解 。 按 照 浙 近 靶 ， 该 问题 的 特征 
为 效 由 之 解 分 成 两 类 .一 类 适用 于 远离 边界 的 板 的 内 部 区 域 。 它 具 
有 新 和 近 性 质 , 不 受 按 界 条 件 的 影响 , 称 为 生成 解 。 另 一 类 适用 于 这 
界 区 ， 对 每 一 边界 可 构造 一 个 满足 该 边 边 界 条 件 的 解 , 随 着 与 边界 
虐 离 的 增加 ， 该 解 趋向 于 生成 解 ， 然 后 通过 解 的 匹配 运算 得 到 特 
TARRA EREA. BHA, He RELEE h 
于 半 无 限 区 域 的 精确 解 来 构造 矩形 城 的 近似 解 ， 
对 本 问题 ,生成 解 可 了 为 | 
$n) 一 sin Ai (uu, ~ LC) sim b #, — 0) (4.6-3) 
AH hi 与 kı A RAE E. Ši Ej C: 为 生成 解 的 未 知 胃 位， (4.6-3) 
ih ke EUER US E (4.6- 1), HATH E 


- 3 3 D 1/2 B 
o — Git D (E) (4.6-4) 
(4.6-3) 并 不 满足 固定 边 的 边界 条 件 (4.6-2)， 但 满足 四 边 简 支 的 


边界 条 件 . 
对 于 接近 于 边界 mm 0 的 解 , 可 假定 它 形 为 


pms Hs ) = WC) sin £u, — 0) (4.6-5) 
它 应 满足 方程 《4.6-1)。 将 (4.6-5) RA (4.6-1), A WC) 应 
满足 如 下 方程 
aw W 





— 249 s + (用 一 oho!]D)W == 0 (4.6-6) 


dud 
将 (4.6~4) 代 人 上 式 得 


dul 


相应 的 特征 方程 为 
2 一 0 


— (208 二)W=0 (4.6-7) 
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ERAM TERSA TRE 
fi; Erik, nuc E TID 
虚 根 相应 于 生成 解 (4.6-3)， 实 根 相应 于 修正 解 . 《4.6-77 的 一 般 
积分 为 
Wa) C, sin Rin + C; cos ky, 十 C ,exp[ — CR 十 28,9] 
十 Ciexplu Ck + 241)"7] 
由 于 上 式 中 最 后 一 项 随 n 增 大 而 无 限 增 大 ,应 略 去 ， 头 两 项 与 生 
成 解 (4.6-3) 重合 ,第 三 项 表示 动态 边界 效应 , 它 随 上 距离 内 增 大 而 
BEB), FRLATKSR | 
Wu) 一 sin &,Cs, —i)+ C expl — CR 2E") (4.6-8) 
式 中 未 知 常数 6 SCH o0 上 的 边界 条 件 确 定 
sin £d; — C = 0, kcoskd — CR + 241) "C = 0 
从 而 
tan ġġ, = a 
c- i (4.6-9) 
J 2 GR + ^ 
TE (46-8) SEM 
Ws) - A [HERD dn gus, 
J 26 + DY kı 


— cosku, + expL— CR + 241 (4.6-10) 


对 边界 w= a 可 构造 类 似 于 《4.6-8) 的 解 
Wm) 一 sink Ca — m — m) + C'exp[ —Ca 一 uk + 2ky"] 


(4.6-11) 
由 mw 一 a 处 边界 条 件 确 定 
ann T DE yr 
(4.6-12) 
C' 5 


= OM OA AD? 
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在 远离 边界 m0 5 a-o 外, (4.6-8) 应 与 (4.6-11) E 

合 , 考 虑 到 在 远离 边界 处 ,(4.6-8) 与 (4.6-11) HAD% i h 
量 , 于 是 匹配 条 件 为 

sin £,Cu, — £,) = sinkla— m — t) (4.6713) 


BI 
he = AC, 十 xD 十 max (4.6-14) 
AFP m, 为 任 章 整 数 ， 将 《4.6~9) 55 (4.6712) RA (4.6714), f 
_ Å pma s- 
As = 2tan (E IE 十 m, (4.6-15) 


HE BI m -— 0 5 ww 一 RECA] (4 


hb 一 an^ AE + mr (4.6-16) 


(4.6-15) 55 (4.6-16) 中 的 tan 应 理解 为 主 值 。 由 匹配 条 件 
(4.6-15) 5 (4.6-16) 可 确定 波 数 k 与 & Zi. Pw, HOR, 
am b, 相应 于 m = m = m jd WEBS (ELO 

=m k= (m 十 i) aja (m-1,2,::) (4.6-17) 
RA (4.6-4) 得 固有 频率 


l 
2l m + > x? Wi . 
„iir + 3 (ay (m = l, 2, °*-+) (4.6-18) 
oh 


a 
当 m ~ 1 时 ,误差 约 为 2.5%， 随 着 频率 的 增长 ,误差 迅速 威 小 ,由 
(4.6-15) 与 (4.6-16) 确定 的 钮 与 ki 值 代 人 (4.6-3) 可 得 生成 角 
振 型 , 代 人 (4.6-10) ,然后 代入 (4.6-5) 得 边界 一 0 附近 板 的 
Rmus. 
L3RNDEIRE SHEER EYE. AAMAS 
senum, 


16.4 弹性 系统 固有 频率 分 布 理 论 


考虑 一 个 有 限 的 弹性 体 ,假定 其 固有 频谱 是 离散 的 ,固有 频率 
的 重 数 是 有 限 的 ,加 有 频率 的 有 序 集 记 为 Qm (01, wines), 


ijze 


YAH HE BRAD 20 ORE IET EC, 
以 Nio) WENT c A SO Ri 


Nw) m 之 wo — on) (4.6-19) 


ma xm 


式 中 woo) sfr E PHAR, NCo) BR a A ME 5} Hp PR 
数 , 其 导数 
v0) — Bho) = >» Bw — w,) 
称 为 精确 的 固有 频率 密度 通 数 ， 式 中 oo) 为 狄 拉克 5 图 数 ， 显 
fA, NCGo) 或 »(o) 唯一 地 规定 了 集合 OL, 这些 函数 是 给 定 弹 性 
体 的 特性 ， 
假定 固有 频率 谱 充分 密集 ,此 时 没有 必要 知道 精确 的 分 布 , 而 
可 用 近似 分 布 代替 BE Ae IG BOR CE SEED. (4.6719), 
i£ 3€ SET AS m B2 $8 3 OC KS e dr By, Bay t8. E— ER 
件 下 ,它们 可 取 小 于 1 z., HAR ARERR, Tas 
厚度 作为 这 种 参数 。 将 称 较 数 Nw) 为 关于 参数 Bis Br? 的 
国有 频率 渐 近 分 布 立 数 ,如 果 它 与 精确 的 分 布 函数 IN o) 之 间 的 


(4.6-20) 


关系 为 IR R 
[NGo) — NCo)| u ees - 
Nla) o (fi, Bas ) | (4.6-21) 
其 导数 称 为 固有 频率 的 渐 近 密度 


(co) = Ne) (4.6-22) 
Ci} 


由 于 浙 近 分 布 函数 为 可 微 函数 ,除了 可 能 在 可 数 个 点 之 外 , 渐 近 密 
度 在 一 般 意义 上 处 处 存在 。 

我 们 之 所 以 对 渐 近 分 布 感 兴趣 、 不 仅 因为 它 比 精确 分 布 更 便 
于 解析 处 理 ,而 且 还 因为 ,在 弹性 体 振动 理论 的 许多 问题 中 、 有 一 
些 参数 对 固有 频率 的 分 布 影响 很 小 ,例如 ,在 某 些 条 件 下 、 漳 性 壳 
体 固 有 频率 的 位 置 随 边 界 条 御 的 变化 很 小 ,在 弹性 板 中 ,对 充分 高 
的 频率 ,单位 频带 内 平均 频率 个 数 只 依赖 于 板 的 面积 ,而 与 板 的 形 
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状 无 关 。 有 从 而 渐 近 频率 分 布 只 侣 有 了 问题 的 基本 和 参数， 而 不 含 次 要 
因素 ,这样 , 渐 近 分 布 将 适用 于 某 一 类 弹性 系统 ， 而 精确 分 布 只 是 
某 个 葵 定 系统 的 特性 。 

渐 近 分 布 ,不 藉 精 确 分 布 , 它 不 是 唯一 的 ， 首 先 ， 几 种 新 近 分 
布 可 适用 于 同一 个 或 网 一 类 系统 .其 次 , 渐 近 分 布 函数 加 上 与 新 近 
TAZ (4.6-21) 同 量 级 的 项 所 得 的 新 的 渐 近 分 布 仍 等 于 原来 的 渐 
Wo aH. BJA, RARER, 从 而 增加 参数 Bis Bas HRE, 
ge] 48 $3 98 AAE T, 

WEBUS Sus RIA OO MERGE k AR, R om Ok), BH 
慢 变 函数 ,其 中 kom [hà e. AV MAM) OF 中 的 波 数 
矢量， 为 得 到 加 有 频率 个 数 的 渐 近 估计 ， 可 将 波 数 君 成 连续 的 变 
EK. ROM OCk) 与 包 侣 一 个 频率 的 单元 体积 AK MERA 
谱 。 小 于 规定 值 w 的 画 有 频率 的 个 数 将 是 波 数 空间 的 第 一 象限 
92€. 被 曲面 OR) 一 c 包围 的 区 域 的 体积 与 单元 体积 AR 之 
EE » Bi 
No) T Rk NEU 
LAER RS , BEAR DCRR DA BIA EEG DR T BOR AE bE OCR) 
3r (Ec A, 


(4.6223) Jf o 85) 39 26 DE SE SK B EE Be RE 
- dl d 
9 Co) Ak dk Im 

af dX 
AR J re grad ok) 
AP Z(e)- (Gk:O(k)-— 4)， 是 被 数 空 间 中 的 等 频率 曲面 , 当 
grad QC) 一 0 时 ,固有 频率 可 能 存在 渐 近 密集 点 。 

几 种 典型 结构 的 渐 近 固有 频率 分 布 与 密度 如 下 ， 对 长 为 了 的 
均 名 楼 柱 杆 的 纵向 振动 ， 


No) = =, Hw) = =, ing = T (EJ (4.6-25) 
+ à 


(4.6-23) 


(4.6-24) 
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对 弦 的 楼 向 振动 ,可 得 类 似 结 果 , 只 是 常数 w。 不 同 。 对 长 为 1 的 
均匀 伯 努 利 - 欧 拉 梁 的 弯曲 振动 | 


No) 一 (2). Pu) = Gaye iy m = (2) 


(4.6-26) 

w= 0 是 斯 近 密 集 点 。 边 长 为 e 55 sR DT ECHELLE EE 
b h it ' 

$00) 一 t e) (4.6-27) 


HETARA URERA 代替， 上 式 也 适用 于 非 矩 形 板 . 
壳 体 的 男 有 频率 的 浙 近 密度 如 图 4.6-1 所 示 。 图 中 v 为 板 的 


ie ver 
Het 4 


图 4.6-1 AAA Ree 


i(Z Ey, wm dn (E) + Oo, is ( E)" (4.6-28) 


mn SB Ap o, b,c, 4 5) Hig PRE NEAR GR 


= Os = 


jc 2E s Hr E He RO S Ha E. 


46.3 响应 统计 量 的 积分 估计 法 


考虑 线性 弹性 结构 在 随机 压力 场 作用 下 的 振动 。 恨 定 外 载 闪 
是 宽带 的 , 且 谱 密度 值 随 频 率 的 变化 充分 缓慢 。 再 候 定 结构 的 固 
有 频率 密度 充分 大 ， 即 在 其 谱 密 度 具 有 显著 值 的 频带 内 有 充分 多 
的 固有 频率 ,从 而 可 用 固有 频率 与 报 型 的 渐 近 表 达 式 。 此 时 , 均 方 
响应 的 表达 式 中 各 量 均 可 表示 为 波 数 的 通 数 ,在 波 数 空间 M 中 
从 一 个 单元 过 渡 到 另 一 个 单元 时 ,这 些 量变 化 很 小 ,那么 ， 求 均 广 
响应 的 累加 可 近似 代 之 以 对 波 数 空间 的 第 一 象限 OF. 的 积分 ， 
这 就 是 积分 估计 法 的 基本 思想 。 

此 处 仅 考虑 模 态 互相 关 可 忽略 不 计 之 情形 。 计 及 模 态 互相 关 
之 情形 可 见 [31。 假 定 模 态 激励 的 谱 密度 oo) 随 w 变 化 缓慢 ， 
Ri (45-47) 变 为 

Ia = Oww) |. iG) Plo = auo Z (46-29) 
注意 ,这 里 与 5 RL, RALA 1 而 不 是 总 质量 M. 由 
(4-5-49) , 均 方位 移 响应 为 


E [Y'Qu) ] = >) ba) Di oi) Rat 
im w; 

LASASRAKMPRA j 可 转换 成 波 数 矢量 肯 的 函数 
E(Y'Go] = So zléGnD ok) 46-31) 


fmt PCko Ck) 
AMG A REAR MATEMU 


E[YGn)) ~ .To PACE SA 6- 
[YC] ^k, .. BO wich) dk (4.6-32) 


式 中 Ak, 是 空间 OF 中 的 单元 尺寸 ,相应 于 (4.6-31) 中 的 一 项 ， 
积分 (4.6-32) 的 重 数 与 波 数 空间 OF ”的 维 数 相同 。 积分 估计 的 
误差 可 与 数值 积分 一 样 确定 。 如 果 其 他 因素 不 变 ， 则 固有 频率 愈 
密 , 锌 积 函 数 变 化 愈 慢 ,误差 也 就 傅 小 ， 
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(4.6-30) 


BEBE RUE RIL cu, JUI 


ale T. dlu ROR) ap (46-33 
E L6] Ak, cM BOO oC) ) 


(4.6-33) 中 以 中 代替 on RAA RS, HS SE EEE 





估计 
evt. 8. lelu k Polk) - 
Sy Cat, o) 2AR, Oo "M ECR) oR) dk (4.6-34) 


将 .上 式 被 积 明 数 通 过 变换 Om o ER o DBR, AG, 设 这 
些 函 数 与 固有 频率 的 浙 近 分 布 天 数 Now) THrbS B3 ik ae IUD 
值 定理 并 考虑 到 (4.6-24), (4.6-34) 可 化 为 
Sy, o) ~ Ak ee) ote) Pla) (4.6-35) 

这 就 证 明了 HSE SyCa,0) EM TRA ie RE Ko). 
如 果 Mo) ERASE LAA ESSA EREEB uS iuis. 
如 果 oo) 在 某 一 频率 上 有 最 大 值 ,那么 ,可 预期 在 这 个 频率 邻 域 
的 谱 密 度 也 达 最 大 值 。 

可 类 似 推出 均 方 速度 的 渐 近 式 , 与 (4.6-33) 相 比 ， 分 母 少 一 
^ w FF ,相应 谱 密 度 也 一 样 ， 

TAMAreVR, BUD. f BD ME SRB Og NN XE de ys 3s 
(4.6-45, (4.673) 和 (4.6~-5y。 设 激励 随机 场 是 空间 不 相关 的 ， 


SxCm, ur ;0) — Sloj a — a) (4.6: 36) 
Bi) ids 294 bob 1E is SE AIME DRE AUR. 
Pula) 一 tSo) (4.6-37) 
oot 
转换 成 玻 数 的 函数 为 
p(k) 一 AS) (4.6-38) 
o bab 
者 板 由 线性 粘 弹 性 材料 制 成 , 则 
P ~ XCGoOo(R) (4.6-39) 


将 (4.6739) HLA (4. 6-32) 得 


* 18?» 


ry? ~ (uk) POC) 4.6-40 
E[Y!(u)] "AK, J.P D d ( ) 


K (4.6738) PLA, (4.67405, FERRI RBH: k m Koos0, k= 
dain 0, k - iki , 得 


ELY?(a)) ~ — (2 wa (^ r Ca D dkd@ 





(4.6-41) 

式 中 | 
nw Ak jAk (4.6-42) 
AR 一 x! /ob 为 相应 于 固有 振动 的 一 个 模 态 的 波 数 空间 单元 面积 ; 
Ak, 是 相应 于 (4.6-31) 中 一 项 的 淡 数 空间 单元 面积 。 例 如 , 对 四 
边 简 支 的 矩形 板 ，& 一 总 一 0， 对 板 中 心 点 的 挠 度 ，(4.6-31) 中 
ASEM 4 与 VWODESCUDLTAE n= 4, 46-4 OR 

分 后 得 
3 b vi N K)dk 

E |Y (7 >) ~ 2D 50 | ‘ PT (4,6743) 
HUE UCGSROR DORCTARRS Rr 6 So, Ab, 可 预期 它 对 任意 形 
状 的 板 及 任意 边界 条 件 都 适用 (在 渐 近 意义 上 )。 ] 
事实 上 ,(4.6-43) 等 于 板 内 部 均 方位 移 的 空间 平均 ,因为 对 板 
内 部 的 一 般 点 ， 每 个 轩 有 机 态 对 〈4.6-307 均 有 贡献 ， 因 此 ,应 取 
n= 1， 由 4.6.1 知 , 板 内 部 振 型 的 断 近 式 为 《4.6-3)?， d 


ir js | da sink Cat, — ci ysin? 4, Cu, 一 (,)du,du,m — (4.6-44) 


FA (4.6744) (RF (4.6-40) 中 的 | Cu AD, BHCRRIR AS ETE X, 
BN (4.6-43), | 
表征 振动 场 的 其 他 参数 的 方差 也 可 类 似 计 算 。 例 如 ， 内 部 板 


AIDA EMER SEARS 
i $D Fw Ow - 
r= + 2 (2x aS ta $4) (4.6-45) 


以 板 内 部 振 型 (4.6-3) RE (4.6745) 中 必得 应 力 振 型 。 作 类 似 天 
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(4.6-44) 的 空间 平均 ,以 代替 《4.6-407 中 IS, 得 板 内 部 应 力 方 
莽 的 空间 平均 
| ~ 2 (Dy i, (^ SCAR 
(ELPC ]5, "m (4) G + 2a t 3a) | CKK 
(4.6-46) 
B e SPALL. 
现 考 虑 板 的 固定 边 的 边界 效应 。 例如 由 一 0 边 ， 此 边界 区 
的 振 型 为 《4.6-5) , 其 中 Gn). 由 (4.6-10) 确定 。 边 界 区 的 正 应 
力 按 (4.6-45) 计算 ,然后 对 边 长 « 作 空间 平均 ,可 得 


36 { D\" ("Sd . 
(E [天 Cat) ] m0)», ed 6 (2) Enn (4.6 47) 


固定 边 上 的 应 力 方 姜 与 板 内 部 应 力 方差 之 比 


CELLE) ], mo)e, 16 
CEtoCm)) se ^ 3-024 + 3p! (4.6-48) 


表征 了 边界 处 的 应 力 集 中 ， 注 意 该 比值 为 常数 ， 与 谱 密 度 的 类 型 
及 阻尼 类 型 无 关 ， 例 如 , 当 4 — 0.3 时 ，(4.6-487 的 平方 根 近 似 
35 2, 


464 统计 能 量 分 析 


统计 能 量 分 析 是 一 种 估计 复杂 结构 平稳 宽带 随机 响应 的 方 
法 , 它 是 60 年 代 随 着 航空 与 航天 技术 的 发 展 ， 在 室内 声学 与 热力 
学 启发 下 ,由 Lyon? 等 人 发 展 起 来 的 。 在 该 方法 中 ,结构 参数 被 
看 作 是 随机 的 ,主要 用 平均 寞 态 密度 来 描述 。 所 研究 的 基本 变量 
是 能 量 的 长 时 间 与 局 部 空间 平均 ， 在 估计 各 模 态 之 间 能 量 分 配 基 
础 上 ， 根 据 对 结构 内 功率 流动 与 能 重 储存 的 分 析 而 对 响应 量 作出 
粗略 的 估计 ， 由 于 该 方法 对 激励 与 系统 作 了 一 系列 的 简化 假设 ， 
引起 人 们 对 它 的 许多 批评 、 并 使 该 方法 目前 主要 用 于 声学 及 声 与 
结构 的 相互 作用 领域 ,而 不 是 结构 动力 学 领域 
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47 ”结构 宽带 均 方 响应 的 渐 近 空间 分 布 


47.1 5p 


众所周知 ,一 个 结构 当 只 有 一 个 振动 模 态 被 激 起 时 ,结构 响应 
WEARZE T d BEBO Er ME (Chladni) 节 线 表征 。 当 几 个 
Heh Bios BL eh. LU RT BLUR HO 28 [8] 43 X R, AE 
当 激 励 为 随机 时 。 然而 ,小 阻尼 的 均匀 结构 〈 如 均匀 梁 、 电 缆 、 膜 、 
RMS) SRS PLN , 均 方 响应 (位 移 、 速 度 、 加 速度 等 ) 的 
空间 分 布 常 晨 现 出 相对 简单 的 渐 近 形式 。 随 着 被 激 起 的 模 态 数 昌 
的 增加 ,结构 上 的 大 部 分 区 域 的 均 方 响应 趋向 于 均匀 分 布 , 与 边界 
SEK. 当 结 构 具有 某 种 程度 对 称 性 (例如 ,矩形 、 圆 ,等 边 三 角 
形 等 )， 在 孤立 点 上 受 平 稳 宽 带 随机 激励 时 ,在 基本 均匀 的 均 方 响 
应 场 中 ， 存 在 某 些 均 方 响应 强化 的 局 部 区 域 或 带 。 这 种 均 方 响应 
的 局 部 强化 构成 了 均 色 结构 均 方 响应 的 空间 分 布 的 最 突出 的 特 
点 。 这 些 局 部 强化 域 或 带 的 位 置 以 及 响应 的 相对 强化 什 取 决 于 滞 
励 的 位 置 与 结构 的 对 称 性 . 
”” 娃 构 对 宽带 随机 激励 的 均 方 响应 的 空间 分 布 浙 近 型 式 首先 由 
Crandall 与 Wittige 在 均匀 弦 与 矩形 板 上 发 现 。 此 后 ,这 一 课题 
得 到 了 系统 的 研究 %” "中 边界 区 域 均 方 响应 的 强化 或 弱化 取决 
于 边界 条 件 , 可 以 用 Bolotin"! 的 动态 边界 效应 来 解释 (网 上 节 ). 
下 面 用 空间 平均 的 方法 考察 四 边 简 支 矩形 板 的 均 方 速度 响应 的 源 
近 空 间 分 布 。 
考虑 一 块 厚度 为 上 边 长 为 4 与 5 的 了 四边 简 支 的 均匀 薄板 ,在 
板 上 一 点 QE.) 上 受 一 个 法 向 随机 力 的 作用 ,该 力 是 一 个 限 带 
EM oS E REOS 
; Sela — Q»)sCu 一 Q), | eo | *- (0, 
SCa,u sa) — lo. i| > o, 
(4.7-1) 
式 中 S, ORM, o. 为 截止 频率 。 VBR LRA PG.) 的 
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SE Ron P. 

FE (4.7-1) FRA (4.5248) , 然后 将 所 得 结果 代 人 人 《4.5-51) ,最 
后 代入 (4.5-50) , 得 P 点 的 均 方 速度 响应 

ELV(P)] 一 > > bal P) GP (Qo. CODI... 


uim | 


(4.7-2) 
或 
EIV' GP] — $ APR QH + 55 2) 
am] oS 1 
X 6 CP) CP)o CQ). CQ)I.. (4.7-3) 
式 中 
į” oH aH, odo (47-4) 


HZQo)H,Co) = 
[M e 一 wo — ifw)Y ol 一 w'd-igBw)l', HEEE 
M 7 [Co — o? — inet) Cot — at + ined), 对 粘 弹 性 材料 
(4.7-5) 
式 中 8 为 模 态 带宽 。《4.7-3) AAAS Ru 25 Bos EL AXA 
献 ,第 二 和 式 为 模 态 互相 关 的 贡献 ， | 
47.2 固有 频率 的 分 布 


为 了 求 值 (4.7-2) 或 (4.7-3), 须知 板 的 加 有 频率 与 振 型 ， 简 
支 矩形 板 的 固有 频率 为 


eem or — a) (=) + (em Jl (4.7-6) 
#8 mr A Ge BY 29 | 
P, UP) = d x y) m 2sin Pu sin v (4.7-7) 
它 满足 如 下 正 交 性 条 件 : 
[ dx | di x5) a Éx y dy = OTT pe (4.7-8) 
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局 有 频率 o TRAA MRI AMPH, f SPP SUR 
FAX 27 lA 


Aw, ~ [7 — (0, (4.7-9) 
RAR. EE, WSR FETE B3 d XL BOSE Si 

u—- 4x D yZ 

Ko = ($5) (2) (4.7-10) 


现 以 简 支 矩形 板 为 例 ， 推 导 〈47-10)。 考 虑 小 于 或 等 于 o, HE 

BERTAN, BD j, p 平面 的 第 一 象限 中 由 0, < o, 确定 的 本 

贺 内 的 整数 格 点 数 ,这 里 o 是 一 个 大 的 信 。 取 单元 面积 为 !， 这 

下 分 之 一 枉 图 内 的 格 点 数 渐 近 地 等 于 四 分 之 一 夭 贺 的 面积 * 访 /4， 
. ~ D ilz ix 2 pr i 

其 中 jo DARE o - (2) [8 + 经) | 的 长 、 短 

半 轴 


! x ( D ) > P x ( D ) (43711) 
TEK UE 
m SÈ (ea - 
-N "m ) a, . (4.7-12) 


o, 除 以 入 得 浙 近 平均 模 志 间隔 (47-10), E, SA TRUST 
(4.7-10) 与 新近 频率 密度 《4.6~277 互 为 倒数 ， 

假定 阻尼 很 小 ， 从 而 平均 模 坊 重 闪 比 /Am 入 1。 对 长 度 a 
SRE 上 不 可 通 约 的 矩形 板 ,由 于 没有 重 根 ， 模 态 重 登 极 小 发 生 ， 
从 而 可 忽略 不 计 ， We 与 6 可 通 约 的 矩形 板 ， 尤 其 是 方 板 ， 由 
(4.7-6) 式 确 定 的 频率 将 出 现 很 多 置 根 ， 一 个 + BRAS ,将 有 
r 个 不 同 的 振 型 与 之 对 应 ,这 r 个 模 访 是 完全 相关 的 ,这 种 模 态 的 
相关 将 影响 均 方 响应 及 其 空间 分 布 。 

设 矩 形 板 面积 为 A, RRL e/b = r/s, + 与: JERR., B] 
有 频率 (4.7-6) 可 改写 为 


aft 1 
0, 一 (2) = (4.7~13) 
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式 中 | 
p = (y + rpy (4.7- 14) 
面 有 频率 的 重 数 就 等 于 与 同一 个 "对 应 的 (jp) 的 对 数 。 
对 方 板 ,+ 一 ;一 1， 可 用 数论 方法 研究 〈4.7-14)》 x. 以 
MG) 记 对 应 于 同一 个 » 的 不 同 表达 式 
pem p +p (4.7-15) 
的 数目 ,也 就 是 固有 频率 〈4.7-13) 的 重 数 , 则 在 le eco, 内 的 
模 态 数 为 


N= > M(») (4.7-16) 
Rp v 是 满足 下 式 的 最 大 正 整 数 
ph - 
P, 4 (2) e, | (4.7 17) 
文 [4] 已 证 明 ,新 近 模 态 总 数 为 | 
ON e y, — 0.995 Vy (4.7-18) 


与 (4.7212) 一 致 ， 
在 估计 均 方 响应 的 空间 分 布 时 ,还 要 用 到 重 数 的 平方 和 ,应 用 
Hoe AE WEBS 


>) My) ~ "e In», + 0.477», (4.7-19) 
vw] 


BOE, (4.7718) 5 (4.7-19) 的 正确 性 已 用 计算 结果 证 实 。 

其 余 长 宽 比 可 通 约 的 矩形 板 的 固有 频率 重 数 难 以 得 到 解析 结 
果 ,但 不 准 算出 . 表 4.7-1 中 列 出 了 ris = 1:1, 2:1, 3:1, 3:2 情 
形 第 形 板 固 有 频率 重 数 吧 。 由 表 可 看 出 , 方 板 的 重 频 最 多 hr 与 
GR) 的 增 大 ,逐渐 减 小 ， | 

为 了 定量 地 描述 固有 频率 的 重 数 ， 可 引 人 如 下 了 两 个 概念 。 -一 
是 每 个 模 态 的 平均 重 数 

M(y,) 一 [> M w|/[33 MG)| (4.7-20) 
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E 43-2 KXLWDESIB SCIETEAR RE ERUEISUPES RE 


it e M È Af’ a M' £ 
EXE » 信 范 转 (3530) TEMOR (A dy "A 





bt 1—-10000 3.54 3.52 2.93 2.91 
1— 20000 3,77 3.76 3.05 3.04 
1—30000 3,89 3.90 3.12 ` 3.11 
1—32000 3,91. 3.91 3.13 3.13 

2: 1— 10000 2.47 1,47 1.74 1.74 
上 -一 20000 2.65 1.64 1.80 1.81 
1—30000 2.74 2.74 1.83. 1,84 

3:1 1—10000 2.14 2.11 1.99 . 1.95 
1— 30000 2.38 — 2.37 2.06 2.07 
1—32000 2.39 2.38 2.07 2.08 

$:2 1—10000 1.59 1.58 1.39 1.40 

| 1—20000 t.69 1.69 1.43. -— 1.44 
1—30000 1.76 1.76 1.45 1.46 
1—32000 1.78 1.78 1.46 1,47 
男 一 个 是 每 一 个 固有 频率 的 平均 重 数 


M'(»,) 一 ba «o/[3: M*G»| (4.7-21) 


式 中 WO MO) 表示 在 p» «c», 内 其 值 不 同 的 固有 频率 数 ， 


om] 


对 几 种 长 宽 比 可 通 约 的 矩形 板 ,由 计算 机 算得 的 MO) 5 Mo) 
什 列 于 表 4.7-2nn。 可 以 证 明 o, 随 着 r > 00, MC, 一 oo, Xj 
上 表 中 的 数值 。 可 用 最 小 委 方 拟 合 方法 得 如 下 平均 重 数 的 浙 近 表 
达 式 


MG.) ~ (+) Clo», + b) (4.7-22) 
Hi) ~ (=) Clav, + d) (4.7-23) 


+ E95 e 


3k4.7-3 RB a,b, c,d 





其 中 系数 0, b, c,d 值 列 于 表 47-359, wR, (4.7-22) 式 可 
ch (4.7-19) 除 以 (4.7-18) 式 得 到 ， 作为 比较 ， 按 (4.7-22) 与 
(4.7-23) 算出 的 MO) 5 MO) WNAF 4.7-2 之 中 。 


47.3 ” 鸭 方 速度 响应 的 渐 近 空间 分 布 


现 沽 虚 均 方 速度 澳 应 (4.7~3)， 其 值 以 复杂 的 方式 依 琅 于 PP， 
Q 的 位 置 。 取 (47-3) 对 P, O 的 空间 平均 惊 ， 鉴 于 正 交 性 ， 
(4.7-3) 中 模 态 互相 关 项 平均 值 为 零 , 于 是 


li 2 
(ELVHP)) >ra = L| sar y dAaE IV (PY) 


Led 5 I (4.7-24) 


a= 1 


(4.7-24) 包括 共振 横 态 与 非 共振 模 态 贡献 。 EIR, nus 
Stabs SMe Ait, 从 而 《4.7-24) 中 可 以 有 限 项 之 和 近似 , 其 中 
项 数 NN 由 (4.7~12) 确定 。 而 积分 I。 的 上 下 限 可 近似 代 之 以 oo 
与 一 名 ;于 是 

《E[IVzP)] ye ~ S15, C w |H, (io) [do 一 NV 


(4.7-25) 





EPES REREN, Dl 6 — $(P,Q, N) i2 
EVP), XR 65 
9$ 77 (pra — (pP. 9) (4.7- 26) 
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对 长 宽 比 不 可 通 约 的 矩形 板 , 已 证 只 


ame (ZY Us) A TAG 


(4.7- 27) 
LE EOS EE Pix es 


is (E E+) wt rey 
(4.7-28) 35 BH], BRE RREAN CIR Jc 35975 SEE LR EE AB. 


形 板 上 趋向 于 均 名 分 布 。 
Aj CE EE ETE EUH ATE AR 23 08375 35 260^ 





á- vil (I Lett 2 v, da» 
4rs 
b 
+ =. (22+ 2 +2 v} 4.7-29 
Apg 16 ( ) 


(4.7-29) 5 (4.2-27) 的 主要 项 为 同 量 级 。 因 此 , 均 方 速度 响应 渐 
近 均 稀 分 布 的 结 沦 对 长 宽 比 可 通 约 的 矩形 板 也 是 适用 的 . 
然而 上 述 结 论 并 不 适用 于 板 上 某 些 特殊 的 局 部 区 域 ， 板 的 边 
界 区 域 ， 以 及 板 内 部 某 些 察 带 。 这 些 空 带 的 形状 到 决 于 板 的 长 宽 
比 及 力作 用 点 的 位 置 , 见 图 4.7-1， 为 表征 这 些 牵 带 上 均 方 速度 响 
应 ,引信 强 化 因子 的 概念 。 强 化 带 的 强化 因子 定义 为 
(e?P,Q 
I. F. — ESP Po 
Ath (é)eo 为 中 对 P 在 强化 带 上 对 如 在 整 块 板 上 的 空间 平均 
全。 例如 ,对 图 4 7-1(a) 上 强化 带 A4' ,zx 二 ,从而 
I.F. 一 11d LJ dind ag. Y | gsin? Play 


LT s 


LÒ’ aam PT! ay) om - 
x E 2n ; ay} 3/2 (4.7-31) 


(4.7-30) 


4.7-1a 上 其 他 强化 带 的 强化 因 于 也 是 3/2, MATER FERRE BJ 
一 条 中 线 上 (图 4.7-1tb) 语 类 似 地 求 出 该 中 线 上 的 强化 因 于 为 2. 
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EB HH == 
A’ ig (b) (ci 


EA E LE e] B PURO ICE s OS PACA E a SE: 


另 两 条 强化 带 的 强化 因子 仍 为 372。 当 外 为 作用 在 中 心 时 ， 出 现 
“十 " 字 型 强化 带 《 图 4.7~1(c))。 两 条 强化 带 的 强化 因 于 皆 为 2. 
以 上 强化 带 是 由 (4.7-3) 中 的 第 一 项 , 即 模 坊 自 相关 贡献 的 结果 。 
对 长 寅 比 可 通 约 身 矩形 板 , 由 于 存在 多 重 固 有 频率 ,除了 上 述 
主要 的 强化 带 外 ,还 可 出 现 一 些 附加 的 次 要 强化 带 , 这 些 强 化 带 是 
由 重 频 的 模 杰 互相 关 引 起 和 的， 例如 ,由 于 大 量 二 重 固 有 频率 ,使 长 
宽 比 可 通 约 的 矩形 板 出 现 一 些 45? 或 一 15” 的 附加 强化 带 ， 对 非 


特殊 激励 点 位 置 强化 因子 为 1 Tul. 对 特殊 的 激励 点 位 置 ， 强 


化 因子 可 为 i+ 5 或 1 十 nm, 例如 ,对 方 板 ,非特 殊 激励 点 ， 


附加 强化 带 构 成 两 个 内 接 和 矩形 (图 4.7-2(a)), 强 化 因子 为 574。 当 
外 力作 用 在 一 条 对 角 线 上 时 (图 4.7-2Cb))， 其 中 一 个 内 接 和 矩形 并 
为 该 对 角 线 ,强化 因 于 为 312, 另 一 个 内 接 抵 形 仍 不 变 。 当 外 力作 
用 在 方 板 中 心 〈 图 42-2(0)) HM, BARS AH OREM 
线 ,强化 因子 均 为 2, 与 主要 强化 带 的 强化 因子 相同 ， 又 如 1:2 的 
矩形 板 。 当 外 办 作用 在 两 个 次 方形 之 一 的 中 心 〈 图 47-204) B], 
将 出 现 如 图 所 示 的 附加 强化 带 , 强 化 因子 为 3/2, Ex BO RE 
线 表示 主要 强化 带 。 

下 面 考 虑 激励 点 强化 因子 。 对 长 宽 比 不 可 遂 约 的 矩形 板 的 非 
特殊 点 激励 ， 最 大 的 强化 因子 出 现在 激励 点 (= E, y—n) 及 
其 三 个 象 点 上 《 见 图 4.?-1(a))。 油 励 点 的 强化 因子 的 空间 平均 为 


= CP max) -— 6. b * sin* ix 
人 2: f, Jj z 
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W 1.7-7 gi — XC RES [ESOS AR (a). (b), (6) 及 1:2 BIER 
(d) BOPHONVSLIU SEC CER DS BER A EO EL EN 


X sin’ Padeda - 2 (4.7-32) 


式 中 den EOI, "EBSESRDEAE eps 可 按 (47-26) 式 
一 样 求 信 。 只 是 此 时 P-Q, EXCEL EIE UOS 
Is 3 waft aie p vi 4 - 
mus +(e) vemm 
这 表明 ， 对 大 N， 与 平均 激励 点 强化 因子 (47-32) AEE h 
的 。 即 可 认为 对 任意 非特 殊 激励 点 位 置 ， 激 励 点 的 避 化 因子 为 
14。 然而 ， 当 激励 点 在 矩形 的 一 条 中 线 ， 而 不 在 另 一 条 中 线 上 
( 见 图 4.7-1(b)) 时 , 激励 点 的 强化 因 于 为 3。 当 激励 点 位 于 年 形 
板 的 中 心 ( 见 图 4.7- 1(c)) 时 激励 点 的 强化 因子 为 4 
上 述 激励 点 的 响应 的 强化 乃 来 自 (4.7-3) 中 覃 术 自 相关 ， 对 
长 宽 比 可 通 约 的 矩形 板 。 由 于 存在 重 频 。(4.7-3) 中 的 模 态 互相 
关 使 入 励 点 的 强化 因子 增 大 ， 虹 明显 的 情形 是 方 板 在 中 心 点 受训 


励 时 ,《4.7-37 中 令 sm ym Emam, 应 用 数论 方法 可 得 四 
强化 因子 为 





I ~ -Ż Cln v, + 1.908) (4.7-34) 
w 
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表 4.7-4 长 宽 比 可 通 约 蝶 形 板 中 心 点 激励 时 激励 点 强化 因子 


ES 
ca FE ELE RSS ae 
12.1 
13.0 
13.9 
14.8 
15.6 


—  —  Á—ninalla 


6.55 
7.03 
7.46 
7.99 
8.33 






























1:1 


7.20 
7.79 
8.35 
8.98 
9.57 


3:2 4.69 
5.01 
$.34 
5.66 
5,98 





ris k H 

141 4.00 1.96 
2i 1.97 1.92 
3:21 oo 0. 81 
3:2 1.46 2.50 


对 其 余 长 宽 比 可 通 约 的 矩形 板 ， 一 些 特殊 激励 点 上 的 强化 因子 可 
用 计算 机 算出 ao。 例如 , 中心 激励 时 的 强化 因子 如 表 4.7-4 所 示 ， 
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其 中 第 3 ADEL GE, FSO ee A ERS 
h~ - (Inv, + f) (4.7-35) 


其 中 常数 。 SPATE 47-5. XE 47-4 中 的 第 四 列 数字 为 按 
(4.7-35) 算出 的 结果 ,由 (4.7-34) 与 (4.7-35) A, RAL 
西子 随 油 到 带宽 的 增 大 而 无 限 地 增 大 。 

对 简 支 等 边 三 角形 板 , 可 得 到 类 似 于 方 扳 的 结果 呈 。 

上 上 述 关 于 均 方 响应 的 空间 分 市 的 理论 结果 已 定性 地 得 到 实 
验证 实 。 旋 指出 ， 虽 然 关 于 均 方 响应 空间 众 布 的 理论 结果 是 针对 
一 定 的 边界 条 和 件 得 到 的 ， 宙 于 边界 条 件 对 商 频 宰 态 的 影响 仅 局 限 
于 边界 附近 , 工 述 理论 结果 对 其 他 边界 条 忻 情形 也 是 渐 近 正确 的 ， 
实验 也 证 实 了 这 一 点 。 

Be, Crandall" 研究 了 均匀 结构 对 空间 不 相关 限 带 白 曲 声 
场 与 限 带 白 噪 声 涩 励 酚 种 情形 者 方 速度 响应 的 空间 相关 人 性 ,指出 ， 
在 均 方 速度 啊 应 趋 于 绝 匀 分 布 的 区 域 , 空 间 相 关 趋 于 零 ,而 在 均 方 
速度 唤 应 旨 化 区 或 带 .上 ,空间 相关 性 趋 于 有 限 值 ，。 


48 随机 有 限 元 法 


481 引言 


本 章 前 几 节 的 随机 只 应 分 析 中 ,假定 系统 是 确定 性 的 ,系统 的 
模型 与 参数 都 是 精确 已 知 的 ， 然 而 ， 在 工程 中 有 不 少 结构 的 材料 
特性 (如 弹性 模 量 、 泊 松 比 ) 与 (或 } 儿 何 尺寸 (如 板 的 厚度 ) 蚌 空间 
坐标 的 随机 项 数 。 这 种 结构 称 为 瑚 机 结构 。 描 述 随机 结构 的 运动 
微分 方程 是 具有 空间 随机 变化 系数 的 偏 微分 方程 。 对 这 种 结构 ， 
用 解析 方法 预测 响应 统计 量 是 很 困难 的 ， 随 机 有 限 元 法 是 目前 唯 
一 可 行 的 办 法 。 

随机 有 限 元 法 ,也 称 概 率 有 限 元 法 , 它 可 看 成 是 确定 人 性 有 限 元 
ABRE Chote BR Xs -EF (Monte Carlo) 法 ) 
ite ag EOS dk. —Br Lv OBIESUNBCGHOBE S BET 
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年 代 初 期 由 Cornell!? 在 一 次 关于 统计 学 与 概率 论 在 土壤 与 结构 
工程 中 应 用 讨论 会 上 提出 ， 其 后 ，Handaw" 与 Cambou99 各 自 
正式 地 把 这 种 方法 用 于 结构 的 静 力 分 析 ,并 考 尽 了 材料 特性 ,几何 
尺寸 与 (或 载荷 的 空间 相关 性 .70 年 代 末 与 80 年 代 初 ,Hisada 与 
Nakegiri 等 Crz% 作 了 较为 系统 的 研究 ， 包 括 静 力 分析 、 瑰 立 特 征 
间 题 及 含 随机 阻尼 的 结构 的 动力 分 析 。 自 前 ， 随 机 有 限 元 法 主要 
角 于 静 力 分 析 与 随机 特征 问题 。 对 随机 结构 的 动力 响应 分 析 ， 此 
法 尚未 成 功 。 用 蒙特 ， 卡 罗 方 法 进行 研究 则 始 于 文献 "加 ， 近 来 
Shinozuka SERHAET XN Lp, 

随机 结构 的 随机 参数 一 般 是 空间 坐标 的 随机 函数 ， 它 们 可 模 
型 化 为 随机 场 . 当 一 个 结构 合 几 个 相关 的 随机 参数 时 ,它们 可 模型 
化 为 一 个 矢量 随机 场 .作用 在 结构 上 的 载荷 也 可 模型 化 为 随机 场 . 
在 随机 有 限 元 分 析 中 , 需 将 随机 场 离散 化 。 旋 今 , 有 三 种 离散 化 方 
E. 最早 与 最 简单 的 方法 是 取 场 在 有 限 元 中 点 上 随机 变量 代表 该 
单元 的 场 ,这 样 ,每 单元 内 的 随机 场 被 认为 是 完全 相关 的 。 两 单元 
土 场 的 粗 关 性 由 两 单元 中 点 随机 变量 间 的 协 方 差 来 近 似 包 -32 

在 第 二 种 方法 中 ， 单 元 上 的 随机 场 由 场 在 单元 节点 上 的 随机 
变量 通过 形 函 数 进 行 播 值 得 到 。 随 机 场 的 相关 特性 由 节点 随机 变 
量 的 协 方差 乱 阵 来 近似 描述 2? 岂 ， 由 于 在 估计 刚度 矩阵 及 其 变动 
率 时 计算 复杂 ,这 种 方法 较 少 被 采用 ， 

在 第 三 种 方法 中 ， 单 元 上 的 随机 场 由 场 在 单元 上 的 局 部 平均 
来 代表 ,随机 场 的 相关 特性 由 局 部 平均 的 协 方差 矩阵 来 描述 mt-m。 
这 种 方法 《以 及 第 一 种 方法 ) 有 以 下 优点 : 它 与 确定 性 有 限 元 法 中 
假定 每 单元 的 材料 为 均 质 是 一 致 的 ， 从 而 可 利用 已 有 的 刚度 矩阵 
公式 。 文 1f33 一 36] 比 较 了 第 一 与 第 三 种 方法 ， 认 为 基于 随机 场 局 
部 平均 的 蝴 机 有 限 元 靶 在 收敛 性 方面 显著 优 于 第 一 种 方法 ,因此 ， 
下 面 着 重 叙 述 基于 随机 场 的 局 部 平均 的 随机 有 限 元 法 及 其 应 用 。 


45.2. 随机 声 局 部 平均 的 定义 
WA n 个 分 量 的 ?” 维 矢 量 随机 场 荐 (ap — 1,2,3) 
=. 702 + 


| XG)-— [XO XP Gad » X9 Qu ]7 (4. 8-1) 

已 知 其 均值 矢量 om (a) [m (a) m; Cu) — mu), FRE? 
GO —[e?G0oi00 + 200)" EIB—1LU 7 Bee 
Pult) polit,- ^ua, a’) 


plu, a) - esr a) Pulu a’) ttt ess Cr, a’) (4.8-2) 


palaa) ole, uw) our, a’) 
对 均 句 场 ，m(w) 与 oa) XXE AC WES EE (4.8-2) 为 


u 一 mp 


的 函数 , 且 满 足 关系 | 
e(r) = p" (—r) (4.8-3) 

若 oO 关于 空间 a 象限 对 称 , 则 
e(n 一 plr) (4.8-4) 


Af, hex poe ROAR IR 一 1。 若 plr) 是 
各 向 同性 的 , MIERE (4.8-2) 只 是 [uu — e| =r HBR. AH, 
(4.8-3) 5 (48-4) 自然 满足 ， 

矢量 随机 场 XQ 在 体积 为 了 的 区 域 上 的 局 部 平均 定义 为 


Xy = ij X (du (4.8-5) 
于 是 ,局 部 平均 的 均值 矢量 为 
E[X,] = x| mada (4.8-6) 


Xa) 在 区 域 了 与 V' 上 的 局 部 平 询 矢 量 X; 与 Xp 之 后 的 协 
方差 矩阵 为 


Cov(Xy,; Xp) = yir |, ] De dot ) 


X Dol )]dudu' (4.8-7) 


协 方 差 矩阵 的 第 ， 行 第 i TRB WU. 4E BB ULiS Xu) 5 
X (wm) 分 别 在 了 与 V' 上 的 局 部 平均 的 互 协 方差 
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Cov XP, XP) = E. |, |, Cao; Ca) o; Cura) dnd 


(4.8-8) 
E Xx) 是 均匀 的 , 则 有 
EUX,] == FN 
Cove Xv) = oh |, f, Calota — m Do dur 
(4.8-9) 


48.3 均匀 矢量 随机 场 在 矩形 域 上 的 局 部 平均 


Vanmarckebs 首先 建立 了 均匀 标量 随机 场 在 矩形 区 域 上 的 局 
部 平均 理论 ， 给 出 了 局 部 平均 的 方差 与 协 方差 公式 ， 文 134] 在 均 
勾 与 各 向 同性 条 件 下 ,将 这 些 公式 推广 到 矢量 随机 场 情 形 。 文 [36] 
进一步 将 省 向 同性 这 条 件 放 松 为 象限 对 称 。 

首先 考虑 一 维 空间 的 情形 。 stb BOER RPL XQ) 
在 长 为 工 ， 中 点 坐标 为 » 的 线段 上 的 局 部 平均 为 


Ki m Xn, L) = L pr X(u)du — (48-10) 


-L 
由 于 XO) 是 均匀 的 , Xe 的 方差 矩阵 为 

Cov XL, X2) = Cr JCD Uo; (4.8-11a) 
其 分 量 形式 为 


Cov(Xf? , Xi?) = oor CL) (4.8-11b) 
式 中 


¥(L) 一 i ND plu — u)dudu' 


一 EC- Ih) pCar (4.8-12) 


为 矢量 随机 场 的 局 部 平均 的 归 一 化 方差 和 矩阵， 如 果 plr) 为 象限 
对 称 ， 即 Btr) pC 一 +)， 则 
y(L)= 2 | (1 — =) p(r)dr (4.8-13) 
L Je L 
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作为 例子 ,下 面 给 出 四 种 常用 的 相关 结构 的 eur) 与 ral) 
RAAN, 


i. 三 角 型 相关 结构 
1 一 irl, izl ed 
eur) | a (4.8-14) 
9, |r| Be 
I=, Leia 
T4 CL) = a 0- a (4.8-15) 
L 3L /* Lae 
2. 指数 型 相关 结构 
eu = expC frii) | . (4. 8-16) 


vuCL) m2 (4) |= 一 1 十 exp(— L/>)] (4.8-17) 


3. 二 阶 AR 型 相关 结构 
once) = (1 + H) expire) 4.8-18) 


T4j(L) = 2 T | -+ exp(— L/ e) 


-3 Ê (-eap(— - 
3 £ aec Lio) | (4.8-19) 
4. 高 斯 型 相关 结 均 | 
eu) 一 exo — n] d) (4.8-20) 
rut) 2) [v> = eri( E) + exp (— Ld» 一 ] 
(4.8-21) 


定义 一 维 空间 随机 场 的 相关 长 度 为 
Oy = Him Lry(L)— | eulsdar (4.8-22) 


对 以 上 四 种 相关 结构 ,相关 长 度 分 别 为 ; 1. Oy 7 as 2.05 — 25; 
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1.6 
6.5 
0.2 
0 
l , 5 M 1$ Lið; , 
A e-i JL Ho HUBER 893—405 XEB IE. — -一 --- 高 斯 型 
一 一 一 二 阶 AR 型 5 SAMS 一 一 :一 指数 型 


3. 6j m 4c 及 4. Ou m M ad, 图 4.8-1 为 这 四 种 相关 结构 的 
Y"4(L) Bü L/0,; 的 变化 曲线 ,它们 之 间 相 差 甚 微 ,也 就 是 说 ,局 部 
平 坷 的 归 一 化 方差 国 数 主 要 成 赖 于 归 一 北平 均 区 间 工 /8 向 对 
KAW AAI RR, KR BUH, | 
T;(0) = 1 (4.8-23) 
YCL) = O;/L, 4 L—œ (4.8-24) 
THEE XO) 分 别 在 线段 天 与 L 上 的 局 部 平均 矢量 之 
站 的 协 方差 矩阵 Co Ar, Xv), BASER ape o dE FREE L 
上 的 局 部 积分 


uy tiii 
I, = LX, = NE X (ude (4.8-25) 
由 图 4.8-2 的 几何 关系 ,有 
di = fit ds, 
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图 4.$-2  — HEZETRIBO EO EG IESUS di 53 — RAS 点 位 置 


fim de di, (4.8-26) 
fe = fi t fe + hi, 
由 此 得 各 局 部 积分 之 间 的 如 下 代数 关系 
E] 
fll + idie DCH DIT, (4.8-27) 


iw) 
-上 式 两 边 取 期 望 , 并 应 用 均匀 与 象限 对 称 条 件 (4.8-3) 5 (4.8-4), 
(4.8-27) ERÈ 


2Cov i, lu) 一 > (—1)*CovGi, ft) (4.8-28) 
keg 
Bb (4.8-11) 5 (4.8-25) 可 得 
j 
Cov( Xi, Xv) = Co) —— D (C- D*LIY(LOUo;] 
LE SS 


(4.8-29a) 
其 分 量 形式 为 
Cov(XP^, Xi?) == "TD 5 (—IMLir;(La) (4.8-29b) 
kw 
显然 , 当 = fit, €4.8-11) 5 (4.8-29) 化 为 标量 随机 场 情形 的 
相应 公式 9 
对 于 二 维 空 间 情 形 , 矢 量 随 机 场 Xen, MINH 
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A= LL, 
中 点 为 (as "A BY FEI 区 域 上 的 局 部 平均 为 


[mast Lay mM Lyst 


X, = AX ao 94203 Ly sE) - | X Ga sty) didt; 


i TT 


(4.8-30) 
E X (ap 是 均匀 的 , 则 X, 的 方丈 矩阵 为 
CovCX , sA a) - Uo; YCL,, L;) t cA] (4.8-31a) 
K 5 SEX S 
Cove? XP) = e; ra (La, Ls) (4.8-31b) 
A 81154025 38 5B Pe 


i [^ fh Iri 
ret defe f (to t 
(hy ! Liba fei J-£, L, L, 
X o(r,ridridr, (4.8-32) 


由 此 可 定义 二 维 空间 随机 场 的 相关 面积 
a= lm Lara. 1) 一 | | pi(rordradr (4.8-33) 


v siot iue 8; 一 样 , 是 确定 随机 场 及 随机 场 局 部 平均 的 统计 
特性 的 主要 参数 , 


E erty) HERI MERE (4.8-4), BU 
PCr = perir) m Pris 一 r) = e(—n,—r1) 





(4.8-34) 
则 2o 
¥(L,,L;) 一 LE f f (1 一 2) ( 1 一 t pri rodndr, 
(4.8-35) 
ihe HHR 
Cov X 4X4) = Ue] Py: 
x 2 D, CIPE Lyla vy Chae, Le) Pon] (4.8-36a) 
=o img . 
其 分 量 形 式 为 


= 109+ 





图 4.8-3 “SSP Eee RRS 2X2 高 斯 积分 点 位 置 


“G "G oat 
Cov (Xv Xr) 2e $3 31 ww’ Do; lps, Ce I | 


kmj] fom] 


(4.8-36b) 
局 部 平均 区 域 4 与 4 A i Emp 4.8-3 Bra, 
在 应 用 中 , 场 的 相关 结构 经 常 候 设 为 可 分 离 的 , 即 
piil rirni) = eit rpi ri) (4.8-37) 
此 时 归 一 化 方差 函数 ral) 也 可 分 离 为 
Tal Lis L2) = PCL DTR L) (4.8-38) 
相关 面积 则 等 于 两 正 交 方 向 的 相关 长 度 之 积 
m; m eme (4.8-39) 


对 于 更 高 维 空 间 中 的 矢量 随机 场 的 局 部 平均 ， 可 有 类 似 的 结 
x, 
4.8.4， 非 均 习 场 与 /或 在 非 矩 形 域 上 的 局 都 平均 


陆 机 场 的 局 部 平均 理论 通常 只 适用 于 均匀 场 与 矩形 区 域 。 但 
是 实际 问题 中 的 随机 场 常常 只 在 局 部 区 域 上 才 可 以 认为 是 均匀 
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B). bob, ES ERU ERE BE SE OR RS) TES S oc iu 
三 角形 与 等 参 单元 在 有 限 元 分 析 中 常 被 采用 ,对 非 均 名 随机 场 、 非 
矩形 区 域 . 或 者 含 非 象限 对 称 的 均匀 随机 场 ,要 建立 局 部 平均 的 协 
方差 积分 显 式 ,一 般 是 不 可 能 的 ， 

对 非 矩形 单元 ,为 了 能 应 用 上 节 局 部 平均 公式 , 文 [37] 提 出 用 
等 价 托 形 单元 代替 非 矩形 单元 。 等 价 原则 为 两 单元 面积 相等 。 形 
心 重 合 ， 矩 形 的 纵横 比 等 于 原单 元 的 节点 最 大 纵 坐 标 差 与 最 大 模 
坐标 差 之 比 。 

为 适用 于 最 一 般 情况 ， 文 136] 提 出 用 高 斯 积分 来 估计 局 部 平 
均 的 均值 与 协 方差 。 即 用 下 式 近 羽 估 计 (4-8-6) 与 (4.8-7)， 


ELX} > s mB,) (4.8-40) 


kei 


Cov( X , 了 yn D -— > D w aw; Ue; Cá, Jaca, Do 


(4.8-41) 
式 中 sc, 8, 和 wy mo, 8, 和 w 分 别 为 区 域 了 与 了 ARM 
RAR MADAMA BRR SY 形状 相同 ， 
MR sagen. 高 斯 点 的 局 部 坐标 与 权 系 数 可 在 [339] 中 查 到 ， 这 
里 , 权 系 数 满足 关系 


*G 
^» wml (4.8-42) 


在 随机 有 限 元 分 析 中 ,起 we 一 1 等 价 于 第 一 种 离散 化 方法 ， 
这 时 单元 尺寸 必须 充分 小 才能 使 (4.8-40) 5 (4.8-41). 较 好 地 分 
Wir (4.8-6) 与 44.8-7)。 文 [36] 推 荐 使 用 的 高 斯 积分 点 数 , 对 
一 维 区 域 sc 一 2; 对 三 角形 区 域 we 一 3; 对 矩形 区 域 we 2X 
2。 采 用 这 些 阶 数 的 高 斯 积分 ， 可 使 随机 有 限 元 结 妆 的 收敛 性 很 培 
近 或 梢 优 于 采用 精确 局 部 平均 的 收 全 性 ， 


eits 


48.5 弧 立 特征 值 问题 的 随机 有 限 元 法 


设 某 结 构 含 有 * 个 随 空间 举 标 随机 变化 的 材料 特性 与 (或 ) 凡 
何 尽 寸 参数 ,把 它们 模型 为 合 + 个 分 量 的 矢量 随机 场 
XGO-[X9? QD XPD e X?G0Y. 
将 结构 离散 化 为 个 有 限 单元 , 然后 作 XC) 在 每 个 单元 < 上 的 
局 部 平均 


X; = + [. X(u)du e 1,2, -,N.— (48-43) 
AR V, XEGUeHMES, FRESE X 
x= LX xt, e Xt, T= CXX, T x, J" (4.8-44) 


式 中 4 一 = X N。 以 让 vy, 代表 单元 。 上 的 材料 特性 与 (或 ) 几 何 
尺寸 用 与 确定 性 有 限 元 法 相同 的 步 又, 建立 与 组 集 单元 刚度 及 质 
量 矩阵 , 进行 边界 条 件 处 理 等 ,可 得 到 下 列 实 特征 值 问题 方程 
(K— 1,M, = 9 (4.8-45) 
和 归 一 化 条 件 
$iMp, = 1 (4.8-46) 
式 中 K 5 MX SEED REABPE SS MSE: 2, 与 du ORK 
特征 值 与 特征 矢量 或 固有 振 型 . Taw SRA, KM 
是 随机 矢量 X 的 函数， 从 而 i, 与 4, BEBIL. EKM 
分 解 为 均值 与 随机 扰动 两 部 分 
K 一 K,-- AK (4.8-47) 
M -- M, -- AM (4.8-48) 
Ah K, 与 邮 ， 称 为 均值 系统 的 刚度 矩阵 与 质量 矩阵 Ce K 
SMASH X-—ELX] 上 的 值 , 而 AK 与 AM 线性 化 为 
AK = 5 KX; — Xi) DKAR, (48-49) 


i=] 


AM - S MX, — X;) - SM AX; (4.8-50) 
zm 
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8K aM B 
K; ax, yer, M DX, | xek (4.8-51) 


同样 把 2, E d. 也 分 解 汐 均值 与 随机 扰动 两 部 分 
à, om dag 十 AA, (4.8-52) 
$i o bu Ad (4.8-53) 
Mr (4.8-47) 53 (4.848), (4.8-52) E. (4.8-53) 代入 《4.8-45) 与 
(4.8-46) A FH] 48 [| — vx 80 fd E 


(Ko — 1,,M 64, = 0 (4.8-54) 
iM ,, = 1 (4.8-55) 
和 
(K, — AM A, - f, (4.8-56) 
iM Ad, — — TAM hu (4,8-57) 
式 中 


f, = —AKó, + A SAM Qu + ALM du, (4.8758) 
可 见 i» 与 4, 为 均值 系统 的 特征 值 与 特征 矢量 ( 振 型 )。 
用 $i, BTE (4.8-56) 式 , 得 
Aim PILAK — LAM re 一 PLAK 一 1, AM 59, 
Pio oP, 
(4.8-59) 
确定 AP. 的 方法 有 几 种 名 4 但 对 大型 特征 值 问 题 ， 一 般 只 求 前 
MARA, ,这 时 可 采用 如 下 的 方法 后 ,因为 1,, 为 单 根 ，(4.8-56) 
中 有 一 个 方程 是 不 独立 的 ， 而 《4.8-57) 正好 补足 了 所 缺 的 方程 ， 
用 aM by 前 荚 (4.8-57)， 然 后 将 所 得 结果 加 入 《4.8-56)， 可 
得 到 


CK, — iwM, + BAM dob MOAÓ, 
mF i M bbl AM bu (48-603) 
Sid) 
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DA, = f, 一 I aM bub dAMd, (4.8-60b) 


Bit aT DE — REAL HP BTERHR EBRD 
(Fox)--E df (Kapoor) p EU 238 24 RR pa 7 2, 1S BBR 


fa o Ay Fd, 
#6 (4.8-49) 5 (4.8-50) A (4.8-59) 5 (4.8-60), 得 
Al, 一 > atAXx; (4.8-61) 
D^, — > BAX, | (4.8-62) 
Ap 
5? — BTR — 14M Ds | (4.8753) 
bi m (—K, + ipM; + atM, — + uM iub LM 06, 
(4.8-64) 
由 些 可 有 求 出 特征 值 与 振 型 的 协 方差 


Cov(2,, 4) = > 5 ejo!Cov(X,,X;) C4.8-65) 


imi jm] 


t 


Covers) ~ Di [ 3) 21 bt Cb) Cov x, Xi) | Dit (4.8-66) 


iej m1 


feX—- tW RLDIT-,36:8— aE, K L= 2100S, ARH 
积 4 一 25 BK ARES 了 一 521 毫米 ', 设 弹 性 模 量 ECHO 
和 质量 密度 mC) 为 均匀 随机 场 , 可 模型 为 矢量 随机 场 
X() = [XV u) X? GO = LEGO mu) J? (a) 
Gn E- 205800 3M, i — 7.8 x 10 APE, EQ 与 
ms) mISEAE XA MEMO D 一 0.1， 妇 一 化 自 协 方 羞 函 数 为 
Pur) = polr) expl ~ ud rl/ L) CO 410.0) Cb) 
fu j— 4.5 hh 3k DR c o6 
er) = on€r) = BexpC—Alrl/L) (0 Be i10) (c) 
V3 Br FH BRE LIS OC BE B PE 533326 I Mo 0g 
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4p 一 四 Ar 


( LE, ` d 
K, P t2 —6P (4) 
对 称 AP 
156 221 54 —I13 
m,Ai 4n 131 一 3 
M, 一 420 (e) 
对 称 156 22) 


4 
Ab E, f m 分 别 为 随机 场 E(w) 与 me) 在 单元 LA 
部 平均 ; 2 为 单元 长 度 ， 
4.8-4 表示 第 一 阶 特征 信 的 变 莽 系数 
C.O. VC) = Vara) (ECA) 

SDZHMSIRN Dat. ABT, FAAARA 
计 局 部 平均 的 协 方 益 时 ， 计 算 结 果 随 单元 数 的 增加 由 大 到 小 收 伍 
FRE; 而 精确 局 部 平均 的 结果 随 单元 数 由 小 到 大 收 笋 于 同一 
最 终 值 。 在 收 伍 乌 方面 ， 用 精确 局 部 平均 的 收敛 速度 比 用 一 点 高 


| 

Li e | 5 [ol 
' [A [a2 19 
.ü 


| 4 
Ls | 9. [i0] 9 


C.O.V.4.y D 


d 
te 
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斯 积分 快 得 多 。 特别 当 随 机 场 的 相关 尺度 不 大 (例如 相关 尺度 小 
于 结构 尺寸 ) 时 ,采用 精确 局 部 平均 比 采 用 一 点 高 斯 积分 优越 得 
多 . 图 4.8-5 表示 用 基于 局 部 平均 随机 有 限 元 法 计算 所 得 的 第 一 、 
Br AD Eat E 3e PR, 






SE SB (mm 


= 600 


Hl 4.8-5 eA ICs. Ais ----3oRk 


随机 有 限 元 结果 的 精度 一 般 上 只 能 用 蒙特 * 卡 罗 方 法 来 哈 证 ， 
当 随 机 场 的 随机 性 较 小 《如 变 姜 系数 小 于 0.2) 时 ;一 次 摄 动 法 能 
给 出 满意 的 结果 ,用 二 次 报 动 法 对 结果 的 改进 不 天 ,而 计算 量 之 大 
一 般 是 不 可 接受 的 2 


A86 ” 置 特征 问题 的 随机 有 限 元 法 


E iy 为 均值 系统 (48-54) r > 重 特征 值 , 记 为 
Ly hay Ro se (4.8-67) 
其 中 t= Br], 设 对 应 的 一 组 正 交 插 型 为 $^, tt Pros 由 


+ te 


于 重 特 值 的 振 型 ġe 不 是 唯一 的 ,因而 可 表示 为 $.. +s Fo 的 
线性 组 侣 
$a — Pat (4.8-6B) 
式 中 
B= [po Pode of = [ol af IP (4. 8-69) 
T Fe LF GE (SEE A—diagl A. +--+. AJ RAR ABE 


© = [9. A] 
表示 为 
A — Ad AA (4.8-70) 
P = Pa, + AP (4.8-71) 


其 中 本 是 7r 阶 的 单位 年 阵 ,ao 是 ”> RP 
AA = diag[ AA, … AA] 
AO — [A9,--- A6] 
类 亿 于 孤立 特征 值 的 推导 , 将 (48-47), (4.8-48), (4.8-70) 及 
(4.871) 代入 基本 方程 


(4.8-72) 


Kb —MoA-—9 (4.8-73) 
和 正 交 归 一 化 条 件 
$'MÓÓ-I (4.8-74) 
可 得 一 次 摄 动 结果 
AA, — @AA= 9 (4.8-75) 
aja, = J (4.8-76) 
5 


| DA — AF — TuM OPAM $a, (4.8-77) 


式 中 
! AAT TC AK—A,AM)®@ , (4.8-78) 
D,— K,— Mot pM. MOT M, (4.8-79) 
AF — — AKP , Oy +A AMP a, - Mo o%AA (4 3.89) 
方程 (48-75) 是 一 个 > 阶 的 标准 特征 值 问题 ，A4 5 av 中 的 各 
AVR REE SHEIK, 方程 (48-75) 与 开交 反 一 北条 
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件 (48-76) 可 决定 AA 与 an AA pI IEA Coles DU 
大 排列 。 假 定 《4.8-75) 式 没有 重 特征 值 , 那 末 这 样 决定 的 AAS 
a, 是 唯一 的 ， 
以 上 方法 是 胡 海 昌 ea 提 出 的 ， 下 面 将 这 种 方法 与 随机 有 限 元 
法 结合 起 来 . 用 《和 AAa, 一 a A)! HR (48-75), HARE 
(4.8-76), 得 
AAAAT a, — a, AMAA == 0 (4.8-81) 
(4.8-81) 取 期 望 ,可 得 特征 值 的 方差 矩阵 Varl A) 一 ELAAAAT) 
与 a, BS EB ERE GE EC RR 


Corl A, Aa, — Aa Varl A] = 0 (4.8-82) 

ig (4.8-49) 5 (4.8-50) RA (4.8-78) 55 (4.8-77), 得 
SA = > A;AX, (4.8-83) 
DAP 一 > BAX , (4.8-84) 


式 中 
A, = BK. 一 A,M P, 
B. = —K®, + uM P, — 7 pM POM D, + MDA. 
(4.8-85) 
于 是 , (4.8-82) 中 的 Cov( A, A) 为 - l 
Cov(A,A) — >) >} A,ATCov(X;,X;)). (4.8-86) 


fmt omg 
REEE P 的 协 方差 矩阵 为 
Cov( ,PD 一 D; > * B.BiCov(X;,X;)D;7 (4.8-87) 
fmt fmt 
ES a 无 关 ， 


提出 重 特征 信 问 题 的 摄 动 法 的 还 有 Hang 与 Rousselet?) 及 
陈 塑 赛 w% ,这 方面 的 研究 近来 还 在 继续 进行 &- 
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48.7 线性 随机 结构 动态 响应 预测 


用 随机 有 限 元 法 求解 线性 随机 结构 的 动态 响应 归结 为 求解 年 
动 方程 
MÝ + C¥G) + KY = FG) (4.8-88) 
式 中 K,M 与 心 分 别 为 随机 的 则 度 红 阵 , 质 量 矩 阵 与 阻尼 矩阵 ， 
Fs} 是 矢量 随机 过 程 ， | 
ig M,C, K 5 FG) 分 解 为 均值 与 随机 扰动 两 部 分 
M —M,-- AM, C—C,-- AC 
K=K,+AK, Fo- Fa + AFC) 
同样 把 YO 20398 Shettazm 
Y = Y, -- AY = Y, + AY, + AY, (4.8-90) 
式 中 AY, 与 AY, 是 分 别 由 随机 向 融 与 随机 参数 引起 的 响应 , 这 
样 做 的 根据 是 生 加 原理 、 将 (4.8-39) 53 (4.8-90) FRA (48-88), 
用 一 次 捧 动 法 得 到 


(4.8-89) 


1 


~d mkale) 
AAP 


VAL 





Ki4.0-6  REDLEKRP ERAT ECAC 与 标准 基 9X). MERK 
E 0.05, HRM Ee =< - ph = 0005 


> 288 + 


M Y, + CY, + KY, — FG (4.8-91) 


MAY, + CGAY, + KAY, = AFC) (4.8-92) 
M AY, 十 CAY, 十 KAY; -— —AMY, 
— ACY,— AKY, (4.8-93) 


(4.8-91) 为 确定 性 运动 方程 ;《4.8-92) 为 随机 振动 方程 ， 其 解法 
RES SMR. 将 (4.8-49) 与 (4.8-50) 及 
AC |= > C,AX; (4.8-94) 


fe 1 


4 
AY, = >) YuAX, (4.8-95) 


em] 


代入 《48-93), 然后 令 该 式 两 边 AX, 的 系数 相等 ,得 
MÝ 十 CY, 十 KY; - —M Y, — CY, — KY, (4.8-96) 
i=], -g 
用 直接 积分 求解 (4.8-90) 后 ,由 (4.8-95) 得 AY, 的 方差 给 阵 
Var(Y,) = E[AY,AYi] 一 >> > Yay) CovC Xi Xi) 


imi j-1 
(4.8-97) 
很 设 激 励 与 结构 参数 随机 场 是 统计 独立 的 , 则 响应 Y CO HAR 


-一 .一 一 次 摄 动作 二 0.05) 
一 一 一 二 次 报 动 从 =0.05) 


—— AFAN 





1 2 3 wl 
图 4.8-? 随机 频率 呜 应 函 炊 的 标准 拓 Fpl o> 
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矩阵 为 


Var(Y) = E[AYAY?] = Var(Y,) + VarCY,) (4.8-98) 


注意 ,上 述 计 算 AY, 的 均值 与 方差 的 振动 法 只 适用 于 开始 一 


BSH wha, SRA RRR, A 4.8-6 表示 单 自 由 度 随 
机 系统 的 脉冲 响应 函数 的 均值 与 方差 ,与 数字 得 拟 结 果 比 较 表 明 ， 
摄 动 法 只 适用 于 时 间 :< 4z /ws， 此 后 偏差 越 来 越 大 ， 尤 其 对 方 
其 ,而 和 且 二 次 摄 动 结果 比 一 次 摄 动 更 莽 、 图 4.8-7 表明 , 用 摄 动 法 
计算 所 得 的 稳 态 频率 响应 函数 与 数字 模拟 结果 差别 很 大 ， 产 生 上 
述 问 题 的 原因 在 于 (4.8-93) 中 存在 久 期 项 。 对 此 问题 , 目前 尚未 


找到 有 效 的 解决 办 法 ， 
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BHA AERA RD: 
扩散 过 程 理论 方法 
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JER ASL Ca) 系统 都 在 某 种 程度 上 呈现 出 非 线 性 性 
态 。 系 统 的 非 线性 可 以 玫 现 为 非 线性 恢复 力 ， 非 线性 阻尼 或 非 线 
ERE. Bin, RH, TERR HK PER, 
BIZ 73-53 Biz 2E RAR A ES set dit , tT oj A aR RE, BY aE Sy 
移 之 间 的 非 线 性 关 系 。 此 外 ,许多 结构 在 承受 严重 载荷 时 会 出 现 
请 迟 效应 以 及 刚度 与 (或 ) 强 度 的 退化 ， 这 使 恢复 力 成 为 位 移 的 非 
线性 多 人 函数 ,恢复 力 的 值 不 仅 取决 于 系统 当时 的 状态 ,而且 取 决 
于 系统 响应 的 历史 ， 同 时 伴随 着 能 量 的 耗 散 。 非 线性 阻尼 也 是 多 
种 多 祥 的 ,如 干 摩擦 ， 固 体 在 流体 中 快速 运动 时 受到 的 者 律 阻尼 ， 
等 等 。 非 线性 惯性 则 较 少 出 现 ， 一 个 典型 的 例子 是 附加 于 压 杆 末 
端的 质量 在 杆 作 横 向 振动 时 所 起 的 非 线性 惯性 作用 . 

按照 线性 理论 记得 的 结果 ， 人 往往 是 实际 系统 随机 响应 量 的 一 
议 近 羽 。 这 种 近似 在 许多 情形 下 是 够 满意 的 。 但 是 。 也 有 很 多 场 
A ,问题 的 线性 处 理 并 不 能 给 出 满意 的 结果 。 首 先 ,由 于 随机 激励 
的 幅 和 值 往往 没有 物理 上 限 , 大 幅 的 响应 总 是 可 能 的 ,虽然 这 种 大 幅 
隐 应 出 现 的 概率 可 能 很 小 ,但 它 密 色 关系 效 结 构 的 破坏 ,而 非 线性 
效应 正 是 在 这 些 大 幅 响应 中 起 着 重要 甚至 决定 性 作用 。 例 如 ， 非 
线性 效应 可 使 受 高 斯 激励 的 系统 的 响应 明显 地 偏离 高 斯 分 布 ; 而 
这 种 偏离 对 系统 的 可 靠 性 与 寿命 的 估计 往往 有 着 显著 的 影响 ， 其 
次 ,从 确定 性 非 线性 振动 理论 知道 ,在 非 线 性 系统 中 存在 许多 线性 
系统 中 不 会 出 现 的 现 浆 ， 即 所 谓 本 质 非 线性 现象 DU ORR. ELO 
振动 , 亚 谐 与 高 谐振 动 . 浑 沌 等 。 用 线性 理论 预测 存在 这 种 本 质 非 
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线性 现象 的 非 线性 系统 的 随 宙 响应 ， 往 往 会 给 出 错误 的 结论 。 央 
此 ,研究 非 线 性 系统 的 陆 机 振动 ,发展 预测 非 线性 系统 随机 响应 的 
方法 ,揭示 非 线 性 系统 在 随机 扰动 下 可 能 发 生 的 现象 ,具有 症 分 重 
SEU, XL. 

如 同 确 定性 的 非 线性 振动 理论 EFR ERNE hA 
研究 的 大 多 是 离散 已 的 非 线 性 系统 的 随机 啊 应 ， 通 常用 非 线 性 随 
机 常 徽 分 方程 描述 ,最 一 般 情形 下 运动 方程 形 为 

FACY ,YY O= GOY,Y ,6OO)X (OO, >n 
Ylin) — », Y(n)— » (5.1-12) 
其 分 量 形 式 为 
AY YY) — ga QN Y OX, 029 


YA) -"- YP, Yin) = yg 


jeod,21,25,5; k= 0,2,:-.m (5.1-1 b) 
当 不 存在 非 线性 惟 性 时 ,运动 方程 形 为 
Y 十 (Y, Y 5 — GOY,Y DXO, 1> 
Yen) = rn, Yn) = (5.1-2 a) . 
其 分 量 形式 为 
Y; t+ f(Y Y yt) — gQY,.uXxi0, 0 
Yi) ya, Yj(4) = jp (5.1-2 b) 


pm db,2,—-,9; Rm 1,2, m 
SUB ERR UEISUEEIST, 12:20 73 38 UAE B — B1 25 ERR LESE XC 
VF) + GY KG, (8 


Yh) yo (5.1-3 a) 
其 分 量 形式 为 
Y; — fCY ,2) + gall X400 , 22 a 
Yih) = ya (5.1-3 b) 


¿= 1,2,7; k= 1,2,755.m 
LEiR BReb.XGO-LX:G) X00 XO] 33) m BEL 
Fact Bs Y G) = CY, Ct) Y. GO) c Y, (GOOD X n 
维 矢 量 随机 响应 过 程 ; FCA See APs G gul ea Xm 
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MERE, (5.1-Eb), (5.1-2b) 及 《5.1-3b) 中 重复 的 下 标 表示 
xxm. f 明显 依赖 于 时 间 + 时， 表明 该 非 线性 系统 是 时 变 的 ， 和 否 
则 ,是 时 不 变 的 ， 当 G 明显 依赖 于 Y 或 了 时 ,表明 系统 受 随机 
参 激 作 用 。 当 G KRATY 与 了 时 ,表明 系统 受 外 加 随机 激 
励 作用 。G 对 + 的 明显 依赖 可 表示 存在 确定 性 证 励 , 也 可 表示 对 
E EL D PR RR 

近 20 ££ rp, AE ER BER LS ROM LI XD RERO AREA 
之 一 .在 众多 学 者 的 长 期 努力 下 ,已 发 形 了 许多 预测 非 线性 随机 响 
应 的 方法 ， 其 中 一 类 是 扩散 过 程 理 论 方法 ， 主 要 是 福 克 - 普 朗 元- 
柯 尔 莫 哥 洛 夫 (简称 FPK) 方程 方法 。 还 有 一 类 是 从 确定 性 非 线 
性 振动 理论 方法 推广 而 来 的 ， 包 括 等 效 线 性 化 ， 报 动 法 等 ， 随 机 
平均 法 则 是 上 述 两 类 方法 的 结合 的 产物 。 此 外 ， 还 有 等 效 非 线 性 
系统 法 ,和 矩 函数 微分 方程 法 及 各 种 截断 方案 , 拟 静 态 法 , 维 纳 - 埃 尔 
米 特 展 式 靶 ， 泛 函 豚 数 展 式 法 ,及 数字 模拟 〈 或 蒙特 . ED) 法 ， 
这 些 方法 及 其 应 用 的 文献 已 达 孝 百科， 其 中 大 多 数 已 在 一 系列 专 
题 综 述 中 帮 了 概括 ， 

在 发 展 预测 非 开 性 系统 随机 响应 方法 的 间 时 ， 学 者 们 也 对 一 
些 典 型 的 非 线 性 系统 的 随机 响应 作 了 许多 研究 ， 其 中 研究 得 最 多 
MBE 35 (Duffing$R--, A (van der Pol) fg FE GE 
统 ， 大 多 数 研究 注重 响应 统计 是 的 预测 ， 较 少 注意 响应 的 定性 方 
面 ， 通 常 假定 在 没有 随机 激励 时 非 线性 系统 处 于 稳定 的 平衡 〔 或 
平稳 ) 状 态 , 扬 研 究 的 是 在 小 随机 扰动 下 系统 念 离 这 个 平衡 (平稳 ? 
状态 的 随机 运动 。 

应 该 指出 ， 虽 然 目 前 已 有 许多 预测 非 线性 系统 隧 机 响应 的 方 
法 ,但 没有 一 个 是 十 分 令 人 满意 的 ， 尤 其 对 多 自由 度 非 线性 系统 ， 
对 随机 扰动 下 非 线性 系统 的 定性 性 态 方面 ,了 解 甚 少 ,特别 在 系统 
存在 本 质 非 线 性 现象 时 。 因 此 ， 非 线性 系统 随机 振动 仍 是 今后 一 
个 重要 向 困难 的 研究 评 题 ， 

本 章 与 下 一 章 分 别 叙 述 扩 赦 过程 理论 方法 与 其 他 预测 非 线 性 
系 绕 随 机 响应 方法 ,并 以 典型 的 非 线 性 系统 为 例 说 明 它 们 的 应 用 ， 
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在 给 出 网 应 统计 量 的 同时 ETE e DER FA Od bz f ye Vb E ds ERE 
是 畴 有 的 非 线 性 现象 。 对 非 线性 系统 随机 振动 的 最 新 发 展 则 列 出 
了 相应 的 参考 文献 .虽然 对 参 油 随 机 振动 的 专门 论述 放 在 第 七 童 ， 
但 由 于 许多 预测 非 线 性 系统 随机 响应 的 方法 也 同时 适用 参 滞 随机 
据 动 ,在 本 章 与 下 一 章 儿 述 非 线 性 系统 随机 响应 预测 方法 时 ,将 司 
Oy AS 18 25 BUS HEIDE. 


5.2 FPK 方程 的 推导 


FPK 方程 通常 直接 从 马尔 柯 夫 过 程 的 转移 概率 密度 所 满足 
的 积分 方程 导出 。 此 处 为 更 清楚 地 说 明 该 方程 的 含义 ， 先 从 一 般 
随机 过 程 的 概率 密度 的 进化 方程 人 手 , 一 步 步 推出 FPK 方程 ， 


5.2.1 概率 进化 方程 


为 简单 起 网， 先 考 瞳 标量 随机 过 程 。 设 ely.) 是 随机 过 程 
Y G) 的 一 维 概 率 密度 ,由 内 叶 斯 定理 , CHOSE TEE 
式 求 得 
| PCy tH Assays) m plys aris ps) (5.2-1) 
AH ply, t+ Atle, 0D 为 条 件 概率 密度 。 理由 概率 密度 的 相 容 
性 可 得 
plys t AD - (pO, + Arnlz,Op(xz.Ddz (5.12-2Y 
以 pCO, t + Ariz, 0) MRE Y (2 一 z 条 件 下 随机 过 程 增 是 
AY = YG + A: —YCO 的 条 性 特征 函数 , 按 定义 
plt 十 Anz, D = |" eply, 十 Ai|z,17)4(Ay) (5.2-3) 
式 中 Ay 一 了 一 8 (522-3) AOR Dir dE My 
Pya Ariza) - i » e 19^*9 (0,2 + Ar| z,:)d0 (52-0 
将 pl, r+ Ars, 0 Æ ôm -0 处 展 成 麦克 劳 宁 级 效 ， RRRA 
(5.2- 15,18 


eo 16^ 


PCy, + Aric, D= yy ee (iIe poy gp 


- icm. alt, 0. BANII yas T (5.2-5) 


式 中 
Calz) = ECAY Y z,¢] 
= E| {Y + Ai) Y iY C) -1] (5.2-6) 
称 为 随机 过 程 Y (0 的 # BYERS, (52-5) 中 应 用 了 下 列 
18. ic Hp 3E AX | 
+ | = 8(Ay) (5.2-7) 
以 及 它 的 两 边 对 了 的 # 次 导数 。 将 (5.2-5) 代 人 (5.2-27 并 积分 得 


port tan) DET, it wl tet PC i) 


2 
x = [eC Ay) ]| ,msds (5.2-8) 
利用 5 范 数 的 如 下 性 质 : 设 fe) 为 1 89 n ex REPRISE HR 
数 , 且 当 roro) d. T 16) +0, mm 0,1,2，…， 则 由 过 
次 分 部 积分 可 得 
lo 9 [3 e) 1d: 一 f) | wo (5.2-5) 
《5.2-8) 可 改写 成 
PCy yt AD) = > CD 2 [a.Cy PCy 0]. (5,2-10) 
m 
pra A07 Ky — 3) ix 


Næ j 


x Eto pd) (S.2-11) 
y 


æ 121277 


PRIDE EL Os, HER 4 一 4 时 的 极限 ,得 
Serna 一 > — fy DeCy 01 C5.2-12) 


mei 





式 中 
AEP Ea lim > E[lYG + AD — YD)Y G — y] 
(5.2-13) 
称 为 随机 过 程 Y 人 的 = 阶 条 件 导 数 矩 ,简称 导数 矩 , 确定 性 线性 
偏 微分 方程 (5. 2-12) 为 随机 过 程 了 Y(t 刀 的 一 维 概率 密度 的 进化 方 
程 , 常 称 为 随机 方程 或 运动 学 方程 . 


Zu 
Hy) = — x eux v ley) 1 (5.2-44) 
则 《5.2-127 可 写 为 
Spy) p Xy, Lg (5.2-15) 
OF oy 
(5.2-15)n| SURE OR BPD ER, Jy.) ERR Or SERI PIS YB 
正方 向 通过 v 截面 的 概率 流量 ， 
方程 (5.2-12) 的 初始 条 件 一 般 为 
PCY 8) 一 Poly) (5.2-16) 


如 果 随 机 过 程 Y(t) TRER, (5.2-15)9$ ¥ M, — o0 Soo 18 
分 ,并 注 蛮 到 对 所 有 # 的 归 一 化 条 性 


[Oyen (5.2-17) 
则 边界 条 件 为 
J Hot} = J( — 60,1) (5.2-18) 
更 强 的 边界 条 件 为 
J( t oo,r) = 0 (5.2- 19) 


其 意 为 EEFDE USE UE RAMSAR 
回来 ,因此 ,可 称 这 个 边界 条 件 为 无 穷 远 处 的 友 射 辟 。 边 界 条 件 还 
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可 以 是 
pC too ,t) = 0 (5.2-20) 

这 意味 着 随机 过 程 Y (CO HÜURSBIBIUEDEO 1， 或 者 说 在 无 穷 远 
处 概率 访 有 了 吸收 莫 , 在 无 穷 远 处 可 同时 汶 吸 收 鉴 与 反射 壁 

吸收 壁 或 反射 壁 可 以 在 有 限 远 处 ,也 可 以 是 不 对 称 的 ,但 在 有 
限 远 处 ,一 个 了 值 上 不 能 同时 为 吸收 壁 与 反射 壁 ， 

4 A A SR oa Cyst), aoe 1,2,-'* 不 明显 合 上 时 ， 可 预 
期 , 当 : ook}, eGy, 趋向 于 某 个 平稳 值 p.(y}。 此 时 

ðP) _ 0 
Qt. 

E3C5.2-15)9]51,J(y) — WR, p, G0. 称 为 运动 学 方程 的 平稳 解 . 

概率 进化 方程 《5.2-15) 容易 推广 于 矢量 随机 过 程 情 形 。 设 
YQ) 是 一 个 # 维 矢 量 随机 过 程 ,类 似 于 (5.2-2), 有 


Py + At) 一 ax 十 Ar z.)POm,.dz  (5.2-21) 


类 似 的 推导 给 出 
Op(y,r) — > []] £222 -2 


Or verc. ile) fib Oy 
PCy st} (5.2-22) 


| CAI Dot) 


X rh 


ose Os m lim L E [TI GG a) — vico Ys 
aD AF. nm 


YG) 一 »| (5.2-23) 


并 具有 和 相应 的 初始 条 忻 、. 边界 条 件 玉 归 一 化 条 件 。 
类 似 地 还 可 推出 标量 或 矢量 随机 过 程 的 二 维 及 #* 维 概率 密度 
函数 所 满足 的 概率 进化 方程 ， 以 及 相应 的 初始 条 件 与 边界 条 件 。 
如 果 随 机 过 程 YO) 是 某 一 动态 系统 的 响应 过 程 ,那么 可 由 
所 给 运动 微分 方程 与 边界 条 件 及 初始 条 件 推出 概率 进化 方程 中 的 
各 阶 导 数 甜 与 边界 条 件 及 初 久 条件 ,然后 求解 概率 进化 方程 , 即 可 
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FALERA, 对 于 一 般 的 随机 过 程 YO), MATA 
有 限 维 概率 密度 族 才能 完全 描述 ， 从 而 需 建立 与 求解 所 有 有 限 维 
概率 密度 所 满足 的 一 条 列 概 率 进化 方程 , 显 热 这 几 平 是 不 可 能 的 。 
因此 ,概率 进化 方程 对 一 般 随 机 响应 过 程 是 没有 实际 意义 的 .下 面 
将 会 痢 到 ， 对 扩散 的 号 尔 柯 夫 过 程 , 只 需 一 个 黎 率 进化 方程 ,而 且 
只 有 人 藤 二 个 导数 众 不 为 零 , 此 时 概率 进化 方程 将 其 有 重要 的 意义 ， 


$2.2 BRAKE 


一 个 连续 参数 连续 状态 的 矢量 随机 过 程 了 ko , ie T 称 为 马 
尔 柯 夫 过 程 ,如 果 对 任 痢 的 * 与 了 内 的 任意 c 个 时 刻 nem 
t. 该 过 程 的 条 件 概率 密度 存在 如 下 关系 ， 

PU Fut ici roto t) m PU, aura) (52-24) 
这 战 是 说 ,马尔 柯 夫 过 程 是 样本 函数 的 这 样 一 个 集合 ,在 一 给 定时 
肇 上 , 它 的 条 件 报 率 密 度 只 取决 于 最 近 一 个 过 去 时 刻 的 观察 值 ,这 
种 特性 称 为 无 后 效 性 。 简 单 好 说 ， 无 后 效 性 就 是 指 过 程 的 将 来 只 
依 粘 于 过 程 和 的 现在 ,而 与 过 程 的 过 去 无 关 ， 

在 马尔 柯 夫 过 程 理 论 中 条件 概率 密度 PC rect Ya sfa) ER 
为 转移 酸 宰 密度。 对 马尔 柯 关 过 程 , 申 

psu "A E hot tSv ) 


F-1 
一 Pj» [| eC restart rasta) (5.2-25) 
eri 


可 知 ， 过 程 的 概率 结构 完全 由 初始 时 刘 的 概率 密度 与 转移 概率 窗 
度 确定 。 如 果 以 概率 1 知道 其 马尔 柯 夫 过 程 的 初始 状态 YG)= 
加。， 则 转移 概率 密度 就 完全 描述 了 该 过 程 。 此 外 ,由 

PCH hihi syn) 


一 Il PCV 41435 / H PCH 981) (5.2-26) 
km1 j=? 
相知, 马尔 柯 夫 过 程 的 概率 结构 也 可 完全 由 二 维 概率 密度 确定 . 
由 (5.2-26) 可 看 出 , 一 个 马尔 栖 夫 过 程 为 严格 平 稿 过 程 的 充 
要 条 件 是 , 它 的 一 维 摇 率 密度 与 时 间 无 关 , 同 时 二 维 概率 密度 只 依 
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THE. AU, CEM RS RT, PERR 
REATHA RIBH SRA RRE 
YRS RAMA), TA. FRK RARE AE 
齐 的 ,反之 则 不 然 ， 
一 个 平稳 马尔 柯 夫 过 程 , 若 存 在 如 下 极限 
limpCy, riy ,0) — py) (5.2-27) 


WES REO ES pk LEARN, ixJÀ— T (RIEN 
充分 条 件 ,而 非 必要 条 件 。 

一 个 时 齐 马尔 柯 夫 过 程 ,在 + 一 时 具有 确定 性 初 值 ». E 
时 满足 条 件 (5.2-27), 则 当 r 一 :一 一 oo 时 ,其 一 维 概 率 密度 

pCy 1) o PCY. tl yo} — PY) (5.2-28) 

这 就 是 说 , 它 趋 向 于 一 个 平稳 的 马尔 柯 夫 过 程 .此 时 E Y (n) 
Jw 变 得 无 关 紧 要 , 于是， 平稳 马尔 柯 夫 过 程 可 看 成 是 时 齐 马 尔 柯 
夫 过 程 在 + 一 co 时 的 极限 。 而 平稳 的 马尔 柯 夫 过 程 的 一 维 概 率 窗 
度 可 由 转移 概率 密度 令 + 一 co 得 到 . 

令 hh 对 一 般 随 机 过 程 ,有 


Weert: )hiyen)dy,— PVA Dn) 《5.2-29) 
而 对 马尔 柯 夫 过 程 , 利 用 (5.2-25), 有 
F platen dP ys ly dr, 一 Psnlyin) (5.2-30) 


这 就 是 马尔 柯 夫 过 程 的 转移 概率 密度 所 满足 的 积分 方程 ， 称 为 切 
普 曼 - 柯 尔 莫 哥 洛 夫 方 程 。 该 方程 撕 述 了 从 s 到 Re 
度 的 流动 或 转移 ， | 

MNF SRA. OE 88-8] 2538 RE A E TRH 


| oss IPPC rly dy: = plys r 十 Ar|yx) (52-3 1) 


/ BLEBBEBSIE— P IBM ARE, LALA ech 
不 存在 , 它 只 是 一 种 数学 模型 ， 但 可 能 存在 这 样 的 过 程 , 它 的 记忆 
时 间 足 够 短 ,以 臻 在 我 们 观察 的 时 间 尺 度 上 ,可 以 用 马尔 柯 夫 过 各 
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很 好 地 近似 . 


$235 扩散 过 程 与 FPK 方程 


马尔 柯 夫 过 程 的 样本 函数 可 以 是 连续 的 ， 也 可 以 具有 有 限 的 
间断 。 可 以 证 明 中 ,一 个 马尔 向 夫 过 程 , 如 果 对 任意 的 & 2-0, E 
限 

tim i 

aru Af 
对 ox: 及 Ar 都 一 致 成 立 , 则 其 样本 函数 以 概率 1 为 时 间 * 的 过 
MPR, LRM LE Bt 时 刻 处 于 zr. 在 + 十 A: 时 刻 处 于 与 
z BARRE y 上 的 概率 , 在 At 一 0 时 , 比 At 更 快 地 
趋 于 零 , 《5.2-327 有 时 称 为 林 德 伯 格 《Lindeberg) RH, 

一 个 具有 连续 样本 函数 的 马尔 柯 夫 过 程 ， 若 其 转移 概率 密度 
PCY [s 082 对 + 的 一 阶 篇 导数 ,及 对 y; 的 一 、 二 阶 全 导数 都 存 
在 并 满足 一 定 的 规则 性 条 件 ， 过 程 的 一 .二 阶 导数 矩 存在 ,三 阶 及 
三 阶 以 上 的 导数 矩 为 零 , 则 称 该 过 程 为 扩散 的 马尔 柯 夫 过 程 ,简称 
扩散 过 程 。 扩 散 过 程 是 物理 中 扩散 运动 的 随机 模型 ,例如 , 维 纳 过 
程 是 布朗 运动 的 数学 模型 。 

马尔 柯 夫 过 程 的 转移 概率 密度 所 满足 的 切 普 曼 - 榈 尔 莫 可 洛 
夫 方 程 (5.2-30) 形 式 上 与 (5.2-21) 相 羽 , 因 此 它 也 应 满足 一 个 类 似 
于 (5.2-22) 概 率 进化 方程 .对 于 扩散 过 程 ,由 于 三 阶 及 三 阶 以 上 的 
FREDE, ,该 方程 简化 为 


op ma 9. 
Bt > 2 By, LC, 01 


| Qr 十 AtlzsDdy 一 0 (32-32) 
pls 


+4 [bi 9892] (5.2-33) 
2 pm DS 
AH p = py, Yk) RINGIBODHSEUEEN. 


a(x) — lim A- EL(Y Ge Ar) YOYO — 31 





(5.2-34). 
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bly) lim i EL{Yi + AD) — YíGO HY als + A2) 
&te AF 


— YQ) IY (2 一 区] 
jk 1,2,-*-,n 
由 一 次 导数 答 a(y.D ARR n BRE Aly.) 称 为 沽 移 矢 量 ， 
由 二 次 导数 和 矩 b. 组 成 的 * x s ESE Bly, 1) RA He 
御 阵 ， 它 是 一 个 对 称 的 正定 所 阵 。 SWRA, URE aS a 
异 的 。 方 程 (5.2-33) 称 为 福 克 - 普 朗 克 - 柯 尔 莫 哥 洛 夫 方程 ,简称 
FPK 方程 。 该 方程 于 本 世纪 初 由 物 到 学 家 福 克 , 普 朗 克 等 在 研究 
布朗 运动 与 扩散 时 首先 导 得 ， 后 来 桐 尔 莫 哥 洛 夫 为 此 方程 建立 了 
严格 的 数学 基础 ,关于 FPK 方程 的 历史 可 参见 [2]。 
求 用 张 量 求 和 记号 ,(5.2-33) 常 写 为 





Op [| eT 9 a 
Ds By; [aly +P ] 
4429 rg - 
2 050y. [6aCy PF] (5.2 35) 


BRkc—1,.,:5,8 

下 面 将 常用 此 形式 。 

FPK JE PME EIE TER UIS TED AE, CHART 
扩 数 过 程 的 转移 概率 密度 的 进化 或 流动 。 由 于 假定 £n, RB 
概率 密度 PCy, tly, n) 被 看 成 是 前 向 变量 yy 的 函数 ， 方 程 
(5.2-33) gi (5.2-35) 描述 的 是 概率 密度 的 庙 前 流动 , 因此 ， 
《52-33) 或 (5.2-35) 又 称 为 柯 尔 莫 哥 洛 夫 前 向 方程 。 

HP BUER BCy,1) » 0 Bj, FPK 方程 45.2-35)》 化 为 古典 
力学 中 的 柳 维 尔 《Liouville》 方程 


sb om È talya] (5.2-36} 
它 描述 一 个 确定 性 的 运动 , 亦 即 ,如果 Xy 是 党 微分 方程 
£ X (2) mm ACXG), 1) (5.2-37) 


在 初始 条 件 XO) 一 ye FOR AMBRE (5.2-36) 在 初始 
e233 


sk E 

PCy tly) = Cy — y, t — (5.2-38) 
下 之 解 为 

pyst yo to) = 3[y — XCyo,7)] (5.2-39) 
只 要 将 (5. 2-39) (LAG. 2-36), HEED X Cy 0 HS. 2-37) 之 解 
即 可 证 . (5. 2-39) 3 B], MS EE ORAL yo WER OSHS 
动 将 保持 在 常 微分 方程 (5. 2-377 通 过 点 (yo:to) 的 解 所 对 应 的 轨道 


上 . 
当 深 移 矢量 A .0—0 kj, FPK 方程 (5.2-35) 化 为 纯 扩 
散 方 程 





of m l - Lovey p] (5.2-40) 
i 


它 描述 一 个 纯 扩散 运动 。 
由 上 可 知 ，FPK 方程 的 格物 失 量 描述 了 过 程 的 确定 性 趋向 ， 
而 扩散 托 阵 托 述 了 过 程 在 确定 性 趋向 基础 上 的 扩散 运动 。 
为 完全 确定 FPK 方程 之 解 HARDER ,边界 条 件 及 归 一 
化 条 件 ,初始 条 件 通 常 为 (5.2-38)， 即 初始 时 刻 系统 的 状态 是 
SoS HEA. 12 Fe PESCE 23 3 PR BR AE PR XL E AO BBB 
Ws 2932 Fie A E BE HE 25 | 
Py aries) m 0, yes. (5.2-41) 
而 反射 壁 条 件 为 
imneJ=o0, yes (5.2-42) 
Kh nhs 的 单位 外 法 线 , 而 J 的 分 量 为 
Fim ajCy Ep y 8 lyoste) 


一 iE [bay DPY t1 591 (5.2-43) 


可 以 是 部 分 边界 为 吸收 藏 , 另 一 部 分 边界 为 反射 忌 , 还 可 有 其 他 形 
XD FP SK tU, 
FPK 方程 (5.2-35) 还 可 写成 如 下 第 子 形式 
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ÖL m, 5,2-44 
$: yp ( ) 


udi à 1 新 
L,-— Ov aj Cy ,1) 十 > Bron erem P (5.2745) 
称 为 前 向 算 子 。 . 
ORME REST RENE RH t, KURT 
L, = 一 £ aly) +5 EC bay) (5,2-46) 
mM 5.8-44) 9T Pic Bak 
9p 一 -4T 
SP 一 Lp (5.2747) 
其 中 + 一 :一 %»。。 相 应 的 初始 条 件 可 写 为 
PCy tly) = Sy — po), c 70 (5.2-48) 


(5.2-47) 之 解 将 是 ply.tly), M YG 为 时 齐 扩 散 过 程 。 
车 进一步 假定 极限 


lies PCy +t | yo) = 5 (5.2-49) 
存在 , 则 在 ?一 o Rb, Y GO 将 是 平稳 扩散 过 程 ， 从 而 
95 — 9 
ðr 
FPK 方程 452-477 化 为 
Lye, = 0 (5.2-50 à) 
RII 
一 3. (eC y) 5,1 十 > wae UnCy)p,l 一 0 | 
(5.2-50 b) 
它 称 为 平稳 FPK yE, 或 简化 FPK FH, (5.2-500 c PS 
pP BC). 


WERA YS As BE SS JP RC PER A RA SI s 时， 
YG) 为 时 齐 扩散 过 程 , 在 1 一 4 一 + 一 00 时 , Y C). 有 可 能 成 
为 平稳 的 扩散 过 程 。 如 果 确 实 如 此 , 它 的 一 维 概率 密度 p(y) 可 
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从 简化 FPK AE (5.250) RE, RAR 65.2500 RE ETIG ARTE, 
HEIFERS HERF. 

一 全 马尔 柯 夫 过 程 的 道 过 程 仍 然 是 马尔 柯 夫 过 程 、 仍 可 镍 转 
移 概 率 密 度 yiyen) 描述 ,只 是 此 时 它 是 yon HAR, M 
把 y,: BERRA 变量 。 当 该 过 程 为 扩 敬 过 程 时 , 用 类 似 于 推 
导 (5.2-22) 的 步 台 ， 可 导 得 其 转移 概率 密度 所 满 是 的 廊 程 


£ 一 —Ltp (5.2-51) 
式 中 
8 
L}, ai yest) -一 
Oy;, 
i t 

直 $ 一 一 一 一 5.2-52 
> ie Pe n) By), Ova, ( ) 


Ly, 称 为 后 向 算 于 CE L, 的 伴随 算 子 《5.2~51) 称 为 柯 尔 莫 哥 
BAMA. +g FPK 方程 等 价 。(5.2-387) 是 它 的 最 终 条 件 . 
Qr 33 ST- Ae EE , o ga Lr Bit 25 

pCy tly 6) — 0, y es, imr ma (5.2-53) 
、，、 这 表明 从 边界 返回 内 部 区 域 的 概率 为 零 。 对 反射 整 ,为 


ebay) Uy ut ly 421-0, y Es 
By’, 
PE DA (5.2-54) 
在 一 级 情形 必 5.2-54) 化 为 
和 Oo an =0, y Es. el St (5,2-55) 


除非 扩散 系数 5 一 0. 
对 时 齐 扩散 过 程 ,后 向 柯 尔 英 哥 洛 夫 方 程 可 写作 
Sp Ltp (5.2-56) 
它 与 (5.2-47) 相 对 应 , 
除了 转移 概率 密度 外 ,扩散 过 程 的 无 条 件 一 维 概 率 密 诬 
Py, 也 满足 FPK JE, RARE FPK 方程 (5.2-35) 两 边 同 
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9€ oly), VN p 在 整个 概率 空间 上 积分 即 可 证 明 . 此 时 ， 
初始 条 件 改 为 

Py, | poly), t8 (5,2-97) 
边界 条 件 与 归 一 化 条 件 则 不 变 。 

在 随机 振动 理论 中 ，FPK 方程 (5.2-33) 或 (5.2-35) 常 用 于 响 
应 的 预测 ,而 后 向 柯 尔 莫 哥 治 夫 方 程 C5.2-55) WA ATE RER 
ist. 

当 一 动态 系统 受 高 斯 白 噪 声 激 励 时 ,由 (5.2-23) 可 知 , — BE 
SMR ESR OS ,从 而 响应 是 扩散 过 程 , 其 转移 狂 率 密度 
”服从 PPK 方程 。 由 给 定 的 运动 向 分 方程 推导 FPK 方程 ， 并 在 
适当 的 边界 条 件 与 初始 条 件 下 求解 FPK DE, RH FPK FE 
方法 。 由 给 定 的 运动 微分 方程 建立 FPK 方程 的 主要 工作 是 计算 
源 移 矢量 与 扩散 和 矩阵 的 各 元 素 ， 在 受 高 斯 白 噪 声 外 茹 励 情形 、 宜 
先 将 动态 系统 运动 方程 表 成 一 阶 方程 组 的 形式 (5.1-37， 然后 改写 
成 增 量 形式 ,最 后 按 公 式 《5.2-34) 计算 漂移 系数 与 扩散 系数 。 但 
在 高 斯 白 噪声 参 激 之 情形 ,这 种 步 允 有 可 能 导致 错误 的 漂移 系数 . 
问题 在 于 高 斯 白 噪 声 汶 励 同 响应 及 其 函数 之 间 的 相关 性 较 难 计 
X. 下 一 节 将 给 出 这 种 情形 下 计算 漂移 与 扩散 系数 的 另 一 种 步 
S. 


5.3 伊 世 随机 微分 方程 


5.3.1 维 纳 过 得 


考虑 源 移 系数 为 零 , 扩 散 系数 汶 也 的 一 维 FPK 方程 


Or 


在 初始 条 件 


(o tlw n) = 2 2 ( ) 5.3 
pk, o» fe 2 Bw? ps i uy ur (5.3-1) 


pGv yt | worta) m Ble — wur — r (5.3-2) 
下 之 解 ， 可 用 积分 变换 法 求解 45.3-1) ,(5.3- DD PRG] e PE flr ud 
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变换 75 dE + co 处 p= oh a 
Op - _ 1 pør 3+ 
ái A D8'g (5.3-3) 
式 中 


p = pO mn) 一 人 ew pw st wests dee (5.3-4) 


为 条 件 特 征 函数 ,相应 的 初始 条 件 (5.3-2? 变 成 
PCE s) un nu) m expGOm, rms (5.3-5) 
易 得 (5.3-3) 在 条 件 (5.3-5) 下 之 解 为 


PCO v1 os f) m exp [iam — + D, — | (5.3-6) 
ACS.3-6) (E36 08 vr e pae BOT 


gU ib) 一 l 


[2xD(; — 4)]"? 
x exp| 一 o cs] (5.3-7) 
由 (5.3-7) ay, WO) BPE PRO RMSRAKTE, AH 
值 与 方差 分 别 为 
ELH (e)] 一 wo 
E( UV C) — XH] = DU — n) (5.3-8) 
由 于 方差 正比 于 G-n), 过 程 WO) 是 从 (e. 出 发 , BRESEIEDUM 
长 越 来 武 获 布 的 过 程 ， 它 的 样本 轨道 随 着 时 间 的 增长 变化 越 来 战 
剧烈 ,在 * 一 ce 时 ,将 变 得 很 不 规则 。 这 个 过 程 称 为 维 纳 过 程 。 由 
于 (5.3-1) 与 爱 因 斯 坦 推 导 的 布 裔 运动 方程 一 样 , 维 纳 过 程 也 称 为 
布 记 运动 。 维 纳 过 程 对 于 研究 扩散 过 程 是 基本 的 ，、 借 助 于 随机 敏 
分 方程 ,任何 扩散 过 程 都 可 用 维 纳 过 程 来 表示 . 
维 纳 过 程 的 基本 特性 如 下 : 
1. 增 量 的 独立 性 ” 维 纳 过 程 是 马尔 柯 夫 过 程 、 它 的 BRA 
WREE , 按 (5.2-257 为 
gU ei aS thru tu) 


^ 2585 


- II | (2 Dte 一 5j) t 


j-0 


0 GL — wi» 7 
X exp | 2 Ds a) } Gest) (5.3-9) 


$ 
Arj tia — ti Agr mm wj) — wY, 
(5. 3-9? 可 改写 成 
Pwo star Aw, Aty; arn Aw, At.) 
TE -)/2 Awi | CW, t4) 
= TI | rD» exp) 一 IDAs, PAW rho 


(5.3-10) 
H3C5.3- 10) 8) A, SE at E E BARBOUR A iB] Ee BE Te 17 
的 , 且 增 量 过 程 是 芍 均 值 的 高 斯 随机 过 程 ,方差 为 DA, $D, 
在 极限 情形 ， 

E[QJW Y] — dt (5.3-11) 
2 EXPE 19 n4, BROAN RARO 
Rawl st) ELW) W G2] 
= ELWGOAWCGO + FGO 一 WDH 
e ELW GOI + ELWGOUF G2 — WGOl] 
= ELR G) = D(— 4) wd (5.3712) 
E ua, Wi 
Roast ELW GO] —D(u—u)--wi (5.3-13) 
TÉ | 
Ruw iit) Dmin[CG, — 45,0, — 451 + wi (5.3-14) 
通常 令 ws 一心 一 0， 从 而 


Rn {ty sts) -— Dmin(u,5) (5.3-15) 
3. ERE (5.3-1DHS rn — 5n, 8 
Rast r) m Di (5 3-16) 


它 对 所 有 + > 0 连续 ,因此 维 纳 过 程 是 均 方 连续 的 ,事实 上 。 由 于 
准 纳 过 程 是 扩 获 过 程 , 它 的 毕 本 济 数 也 是 连续 的 , 
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RERE «FAR PB CS.3- 15) BJ— Bit f SY 
OR 


ae Dl ~ sG — #2)) (5.3-17) 
式 中 «( ) HARB. HRS e ROS 
a? — - 
Lan Dé, — t) (5.3-18) 


Hi (53-18) XE 53-1 可知 , Ht, — 5n th, O'R/OnOr HRB 
A. 因此 ， 维 纳 过 程 夺 任何 时 刻 都 不 是 均 方 可 向 的 。 这 也 可 以 从 
(5.3-11) 看 出 ， 由 于 维 纳 过 程 样本 轨道 的 极端 不 规则 性 。 在 样本 
意义 上 忆 是 不 可 微 的 ， 


Ras tst 了 9! Row 
1 85,37 
D 
ty fy fy ^ 
{b} -Dih — ty) 





ic) 
m 1.3-1 的 商 过 程 的 相关 函数 及 其 峭 导 数 


以 上 关于 维 纳 过 程 的 定义 与 性 质 可 推广 于 才 维 矢量 维 纳 过 
程 。 汉 维和 拓 量 维 纳 过 程 由 心 个 独立 的 标量 维 纳 过 程 组 成 


Wiz) = [W WO + WOT? (5.3-19) 
它 满足 m 维 FPK 方程 
2 ow, tlw to) = + Di saa PCW ,t|We,%) (5.3 -20) 
其 解 为 才 维 高 斯 概率 密度 


Mv wn = [2x(2— 1) | 
x (TL Dy) "exp [7 3.66 — orb — w | 
i=l 
(5.3-21) 


BAD 为 以 Di; 为 元 素 的 m HAR. WO) 的 均值 与 方差 为 
* 440 s 


ELW] ~= w, . 
ELW E) — WjiQUVíCO — WíGQQD]) = DG — 529; 
(5.3-22) 
矢量 维 纳 过 程 具有 与 标量 维 纳 过 程 相 似 的 性 质 ， 当 Di 一 I 
G — 1,2,--,m) Bt, WG 一 1,2, -, m) 称 为 具有 单位 强 
度 的 独立 维 纳 过 程 。 


9.3.2 WEBS 


考 虚 标量 维 纳 过 程 的 形式 导数 到 (zy)， 它 是 零 均 值 高 斯 过 程 ， 
其 相关 函数 为 


I Row 
Ra) = = Dé, — č) (5.3-23) 


at ot, 
(5.3-23) 右 式 正 是 白 噪 声 的 自 相关 函数 。 因 此 See NC) 
可 表 为 维 纳 过 程 的 形式 导数 


NCA) = ~, r20 (5.3-24) 


该 维 纳 过 程 的 扩散 系数 即 为 白 噪 声 的 强度 系数 。 此 结果 也 可 推广 
于 矢量 白 噪声 与 矢量 维 纳 过 程 。 
55.9 ” 伊 联 随 机 积分 与 随机 微分 方程 
考虑 标量 租 分 方程 
f) -— a(Y,0 oY NG, YG = yo (5.3-25) 
Ath NG) 为 具有 单位 强度 的 高 斯 白 噪声 . 
将 NGz) 看 成 维 纳 过 程 的 形式 导数 ,对 (5.3-25Y 两 边 积分 ,得 
YO YU) = | mY slds  l AYO avc) 
i | (5.3-26) 
式 中 WC) 为 单位 维 纳 过 程 。 上 式 右 边 的 第 一 个 积分 可 解释 为 


均 方 黎 受 积分 ,而 第 二 个 积分 在 均 方 季 受 -斯 蒂 吉 斯 积分 意义 上 不 
存在 ,这 是 闪 为 如 下 随机 变量 序列 


#74] «+ 


^. SiclYGO.n)IWGD — WG 1, 


tI 

t, € Cagis stg] (5.3-27) 
在 均 方 意义 上 通常 不 收效 于 唯一 的 极限 ， 极 限 值 到 决 于 i 的 选 
到 .为 此 ,有 必要 引信 特殊 的 积分 定义 ， 

先 看 伊 芯 随 机 积分 . 设 O 为 时 间 + 的 任意 随机 阔 数 ,对 + 
HES, WO 是 单位 维 纳 过 程 ,将 区 间 Le, bl 分 成 # 个子 区 
@Mi ha ee E at, me 

id 


A, T maxs — n) 
形成 随机 变量 
y,- gGDUW Ga) — WG,)) (5.3-28) 
如 果 均 方 极限 
Limy. mV (5.3-29) 


存在 , 则 称 随机 变量 了 为 g(0 关于 WO) 在 [o,5] LR 
机 积分 ,简称 伊 膝 随机 积分 , 记 以 


y - | eaw) (5.3-30) 


可 以 证 明 外 ， 若 et) 在 Lo, b) 上 均 方 连 绪 ， 则 伊藤 随机 积分 
《53-30) 存 在 且 唯 一 ， 

若 积分 方程 《5.3-26) 各 边 的 第 二 个 积分 理解 为 伊 蕊 随机 Be 
分 , 则 对 应 微分 形式 的 方程 

dY Ce) == mCY pdt H adY AW Ce), YCR) = yo (5.3-31) 
REA PRL OTE, mY, 与 o(Y ,1》 分 别称 为 该 方 
程 的 漂移 与 扩散 系数 . 

伊 黄 随机 微分 方程 在 均 方 意义 上 钨 存在 与 崔 一 的 充分 条 件 
BD mY ,1) 与 oQY ts) 在 所 定义 的 区 间 R x TEER, gY% 
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AER HAEE P ERR 
ImCy, 1) 一 mC, Yl + loy ~ els) | S Kiy — xl 
(5.3-32) 
与 增长 有 界 性 条 件 | 
ImCGr DO]? E doy DP KG + ly (5.3-33) 
式 中 天 为 常数 。 | 
考虑 YG) HEM e[Y(GO,:] 
dol Y (60,1) — pl¥ CO + dYCO, c + d£) — 9[YCO 1] 
— p, [Y C) lde + [Y i dr) 


+ i err LY CO LAY GY + -> 
mo [Y Ce) dr + pelY Co. lim lY Cr) ,1] e 
+ elYGO,r14W (0) 十 > dvvlY CO, l (5.3-34) 


x FLY CO dW) + --- 
AP p, = Op/31,¢, 一 Op/0Y , pry = O/OY?, 忽略 高 阶 项 ， 
并 利用 关系 (5.3-11), 有 


dg[Y(o,r] 一 letv c.a + ml YC, pr Y GO 1] 


+ ! gt Ce) elory LY Ce), bas 


HLY) £v LY Ce), JaW C) (5.3-35) 
这 是 扩散 过 程 YO 的 通 数 PLY). 1] 的 微分 ， 称 为 伊 荐 微分 
规则 或 伊 芯 引 理 ， 注 意 , (5.3-35) 不 同 于 普通 微 积 分 中 的 复合 函 
数 微分 公式 。 mE 
例如 , 设 p(Y) = y? 
d(Y”) = (2mCY DFY + oY pide + ZeCY AY dW Ce) - 
(5.3-36) 
对 C5.3~36) 两 边 求 期 望 , 可 得 均 方 函数 所 满足 的 微分 方程 
dCECY!3) = {2E[mCY ,A)Y] 十 五 [exY ,:2)) de. (5.3-37) 


a 243 - 


因此 ,着 已 知 YO) A A LOR 25 8 BT IZ FH DERE 
分 规则 导出 YC) 的 各 统计 量 ， 如 = HES RRB A 
的 微分 方程 . 


5.3.4 ” 伊 蒜 随机 微分 方程 与 PEK 方程 的 关系 


本 小 节 证 明 伊 芯 随 机 微分 方程 之 解 为 扩散 过 程 。 并 建立 伊 联 
随机 微分 方程 与 FPK 方程 之 间 的 关系 。 
Vacs, 由 积分 的 可 加 性 必 5.3-267 可 写成 


YO) = Yð) + { mLY (Cry,r]ar 


十 |'e(Y CO. rW C) (5.3-38) 


pd(5.3-38)X], YC) 只 依赖 于 YC) DIR Y Swe GD) 上 之 
f.i Ya) & (0,2 上 的 Y 值 无 关 , 从 而 
PCY tl YS Yi EH 《3339) 
这 表明 YG) HORAN. 
再 考察 YG) 的 各 阶 条 件 导 数 矩 ， 利 用 单位 维 纳 过 程 的 增 量 
的 性 质 及 AW 与 YC) 的 独立 性 ,由 (5.3-38) 可 证 各 阶 导 数 矩 为 
ey ,r) m mCY ,r1)l yay 
ey 0) 7m CY pi) yey (5.3-40) 
a,Cy, 1) = 0, n 2m 3 
这 表明 伊 芯 随 机 微分 方程 之 解 确 是 扩散 过 程 ， 它 的 转移 概率 密度 
满足 一 维 FPK 方程 ,其 漂移 系数 与 扩散 杀 数 为 ， 
a(y,#) = mCY o r., 
bCy D) = PCY) s, (5.3-41) 
因此 , 伊 其 随机 微分 方程 与 FPK 方程 是 对 扩散 过 程 的 两 种 描述 ， 
前 者 描述 它 的 样本 轨迹 ,后 者 描述 它 的 概率 密度 的 进化 ,两 方程 的 
系数 之 间 的 关系 为 (5.3-41)。 


55.5 n PMR 
现 将 上 述 关于 一 维 伊 蕊 随机 徽 分 方程 的 结果 推广 于 o 维 情 
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形 . 设 We) 为 # 维 矢量 维 纳 过 程 (53-19), 各 分 量 相互 独立 并 其 
有 单位 强度 。 其 增 最 过 程 具 有 性 质 

ELZW(»] = 0 

E (4W(O4W7T(O] = Ide (5.3-42) 
式 中 f Am eye, n PRAM 02; RUE OS 

dY) = mY dt + oY OdWO) YG) = Yo (5.3243) 

Ap y=[y, Yoe Yu's m= [mn mer m 0—Loe4]33 nX m S 
hom Sos MRABARHRE REST RGR. ROUX 
HY 与 1 Vee 65. 3-43) 对 应 的 分 量 形式 为 


dY; — mi(Y ,Da + oY dW 2), Ya) - Yh 
j-—10,2,95,9; 2 (5.3-44) 
(5.3-44) 中 重复 的 下 标 表 示 求 和 ， 
方程 (5.3-43) 或 (5.3-44) 在 满足 类 似 于 (5.3-32) 与 (5.3-33) 条 
件 时 ,其 解 存 在 且 叭 一 。 解 YO 为 # 维 扩散 过 程 , 其 转移 概率 密 
BE Pin) 满足 FPK 方程 (5.2-33) 或 (5.2-35), 其 中 
aj(y,t) = ml t) re, (5.3-45) 
bay, = l'o(Y ,Do Q £]al-; 
= Soa Doud) Dr, 
(5.3-45) 表达 了 FPK 方程 的 河 移 与 扩散 系数 同 伊 蕊 随机 微分 方 
程 的 漂 称 与 扩散 系数 之 间 的 关系 ， 若 o 代 之 以 oQ, TQ4E 
交 短 阵 , 即 QQT 一 4, Al FPK 方程 不 变 , 这 说 明 从 伊 其 随机 微 
分 方程 到 FPK 方程 的 转换 是 唯一 的 。 反 之 则 不 然 。 对 应 于 同一 
FPK 方程 ,可 有 无 穷 多 个 伊 茧 随机 微分 方程 ， 它 们 的 扩散 矩阵 可 
相差 一 个 任意 正 交 和 矩阵 因子 QO. 这 是 可 以 理解 的 , AP RL 
微分 方程 扒 述 的 是 个 别 样本 的 轨迹 ， 而 FPK DERM 
多 个 样本 的 集合 的 概率 进化 ，。 
i PY) AY Ss 的 标量 实 函 数 ， 存 在 对 * HUN SUAE, 
MY 各 分 量 的 连续 二 阶 偏 导数 ,而 Y 满 是 伊 茧 随机 微分 方程 
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(5.3-435, JST CÉ5.3-35) ARE RL RAR: 
dgXY ,六 一 g 十 Pym + + trino) Jas 
+ pjaod Wii) (5.3-46) 
式 中 
agp 


oF = Ley, v, Pd 9,7 57 
ot i (5.3-47) 


PT 


Qr. yv, Prr, °** Pry, 
Vr,v, Prf, „>. PY, a = Og i 
Prr ST] o2 0. es. wee D PTR 8Y,0Y, 


Prat, Pray, 7O* Tre 
tC) ETEW, (5.346) ORR eY.) 所 满足 的 伊 芯 网 
机 微分 方程 。 因此 ,有 了 YO FABRE. P 
可 按 (5.3-46) 建立 YG) 的 任意 阶 联合 矩 或 累积 量 函数 所 满 是 的 
微分 方程 


5.3.6 ”斯 特聘 堵 诺 维 奇 随机 微分 方程 与 物理 系统 的 模型 化 _ 
若 和 式 (5.3-283) 中 8) 代 之 以 «GO. 其 中 ae le 


4+1》 且 相应 的 极限 (5.3-29) 存 在 , TS te RRR OS IHE RETE ME I 
(Stratonovitch 》 对 称 随机 积分 ,简称 斯 氏 随 机 积分 ,证 以 


b 
S { gGOIW Ce) 


lim 


hg 0 


5 E |+ Cr + n«)| (Wynd 一 WGO) 
ken 

(5.3-48) 
可 证 , 若 gC:) 在 Deb] LIHER, B. | Eled < 00 , 则 上 


XLT— RARER ole), GRRE LR ST REL D 
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间 不 存在 确定 的 关系 ， 当 eG) 与 某 个 随机 微分 方程 相 联 系 时 ,两 
者 之 间 存在 一 定 的 关系 。 

设 YC) 服从 伊 朋 随 机 微分 方程 (5.3-31)， 相 应 的 积分 方程 
形 为 (5.3-26), 现 归 求 等 价 的 斯 氏 随 机 积分 方程 


YD 一 ¥G,) 一 r ALY GS ,sd + si gUY Go MW) 


(5.3-49) 
将 (53-49) 中 的 斯 氏 随 机 积分 表示 成 和 式 的 极限 ,将 
Y |+ Cs + nn) | | 
:在 n 处 展开 ， 利 用 方程 (5.3-31) 与 伊 蕨 随机 微分 公式 《5.3-35)， 
并 略 去 高 阶 项 ， 可 证 斯 氏 随 机 积分 与 5 伊 苹 随机 积分 之 间 的 关系 为 


sf LYG), 12) -| gLY Go ,ss Jaws) 
+ 十 etYG, 5] Z er C) d (5.3-50) 


将 (5 3-50) 代 人 (5 3- -49), 并 与 (5. Nd 得 
KY 58) = mY ys) — i ol ¥ 4s) 2 e(Y,D 
gCY z= eCY ,8) (5.3-51) 
因此 ， SP REM Te C5. um IHNEN IOS 
S PYG) - [m 一 -一 re y> 1) |ds 
十 SUWE, Yin 一 yo (5.3-52) 
友之 ,可 证 ,与 斯 氏 随 机 微分 方程 


SaY() — KY Da + oY AWE), YG) = yo (5.3-53) 
等 价 的 伊 芯 随 机 微分 方程 为 


e) m [Iv o + Leo 2 ay, DI 
+ gOY dW), YC) = Y» (5.3-54) 
EXT — HP E ROAD JURE SS UE E BE BZ 


e247 证 


-的 关系 可 推广 于 多 维 情形 , 5 POE RGULUE TUE 
d¥ (2) — ml Ndr 十 ,dW Vil) = Y» 


(5.3-55) 
等 价 的 斯 氏 随 机 微分 方程 为 
s YO) m [mo — Le Y,0 S sin] ae 
+ oY dW), Yin) - Yo (5.3-56) 
而 与 斯 氏 随 机 ,微分 方程 
$ dY;(G) = fjCY ,D dt + 2): (V5) dW), YG) = Y» 
(5.3-57) 
SHA ERR LP AY AS 


一 | l 2 
AYO m [nar +t en d nar ole 


+ en(¥ dW), Yu) Y» — (5.3-58) 
上 述 两 种 微分 方程 之 间 的 关系 首先 由 Wong 与 Zakai" & 
出 。 因 此 ,其 中 附加 项 常 称 汶 Wong-Zakei BIEN, 
利用 上 述 关 系 与 贫 茧 随机 微分 公式 ， 可 证 斯 民 随 机 微分 公式 
与 普通 微 积 分 中 的 复合 函数 求 孚 公式 一 样 。 
两 种 不 周 的 和 戎 机 积分 定义 [出 两 种 不 同 的 高 斯 白 品 声 ， 在 定 


义 伊 莫 随机 积分 (tye), Jaws) Wb, FRM D. na] 


E, 取 c(Y,50 在 EZE, RATAA NO) 5SBE 
YO) 是 完全 不 相关 的 ,或 者 说 ， 相 当 于 认为 高 斯 白 噪声 的 相关 时 


间 绝 对 为 零 。 而 在 斯 氏 积分 5 | eG), daw) 定义 中 。 EF 
区 间 [n 54] ER gC¥,#) 在 iG T fiu) 上 之 值 ， 这 相当 


于 认为 激励 与 响 旋 是 相关 的 ,或 者 说 ,把 高 斯 白 噪 声 看 成 是 平稳 帘 
带 高 斯 随机 过 程 在 相关 时 间 趋 于 等 时 的 极限 。 在 会 芯 随 机 积分 音 
广 上 的 高 斯 白 噪 声称 为 侠 芯 日 噪声 ,或 数学 日 噪声 ,而 斯 氏 随 机 积 
分 意义 上 的 高 斯 白 噪声 称 为 斯 氏 白 噪声 ， 或 物理 所 噪声 。 
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REPATERAN [6] £8 31 29 SED] ELI, PIR 
是 相关 时 间 极 短 的 平稳 过 程 的 理想 化 、 因 此 ， 物 理 白 噪声 更 符合 
实际 情况 ,相应 地 ,对 实际 动态 系统 的 运动 方程 ， 将 它 模型 化 为 斯 
氏 随 机 微分 方程 更 为 合理 。 然 而 ， 数 学 家 们 处 理 随 机 徽 分 方程 时 
向 用 伊 茧 随机 微分 方程 ,为 充分 利用 数学 上 的 成 果 , 常 将 斯 氏 随 机 
微分 方程 化 为 等 价 的 伊 芯 随 机 微分 方程 最后。 根据 伊 芯 随 机 微 
分 方程 与 FPK 方程 的 关系 还 可 建立 FPK 方程 ， 这 给 出 了 由 所 
给 运动 微分 方程 建立 FPK 方程 的 另 一 种 步 又。 这 种 步骤 同时 适 
用 于 高 斯 白 噪 声 外 激 与 参 激 之 情形 ,尤其 在 高 斯 白 噪 声 参 敞 情形 ， 
运用 这 个 步 早 可 以 保证 所 建立 FPK 方程 的 正确 性 。 


54 FPK 方程 的 精确 解 


在 实际 问题 中 应 用 FPK 方程 方法 的 主要 困难 在 于 求解 
FPK Jj]. AUSUS FPK 方程 的 精确 解 ,下 节令 述 它 的 近似 角 
法 与 数值 解法 . 


54.1 WARTA 


在 伴随 算 子 L* XGBÁ(CHEURUMCTHÉGE, FPK 方程 之 解 的 
存在 与 唯一 性 最 先 由 lllin 5 KhasminskiiP! &&3T, AH Ku 
shner'? 加 以 推广 。 

已 得 到 FPK SRA ES ES She Soh 
时 不 变 线 性 系统 ， 考 虑 离散 线性 系统 (3.6-25), 其 中 FOD 为 平稳 
m;ETLEPDMIBAE,. IAE, PKR R(r)=2D8lr), 
设 U 为 (3.6-25) 之 右 特 征 矩 阵 , 作 变换 

Zi) = UY) (5.4-1) 

注意 ,这 里 Vs) 与 (3.6-1) 中 的 YG) RI. (3.6-25 5 
YG) 一 aY() + PFU), YO) = y, = Uzo (5.4-2) 
式 中 a 为 对 角 阵 ,其 元 素 gi,f 一 1,2,.…,# ， %9 (26-25) 28 
(EH V —[SP : aw PoC3.6-2) Z ARTE, (5.4-2) 5 BL 


2249. 


jdm t D BB OE 
AYCA = aY Cde + GW (5.4-3) 


Xp Ge B/D, 与 (5.4-3) 相 应 的 FPK 方程 为 
这 一 En + b; _Op_ {s44 
> a ô Cy;p) » i 8yj6y, ( ) 

RH p= Pa, ba wpe T), 初始 条 件 为 


pr, tly) = 8509 — Me), tm . (5.4-5) 
Fe FF x6 b BR ir Be Es Ez Bt RE SR PE OK 
Ps sf — 0 Bal = toj = 1,2, (5.4-6) 


(5.4-4)—(5.4-6) 之 解 最 早 由 Wang 与 Uhlenbecko 用 傅 立 
叶 变 换 技 术 得 到 , 它 也 可 用 特征 函数 展开 法 54 见 下 节 ) 求 得 ， 现 用 变 
换 方 法 求解 如 下 ， | 

对 (5.4-4) 两 边 作 傅立叶 变换 ,注意 到 边界 条 件 (5.4-6), 得 


39. y^,5, 99. — S^ 5,0, - 
EH 之 DUET 2: 5440/8 ep (5.4-7) 
其 中 p= 0,11) 为 条 件 特征 函数 。 一 阶 偏 微分 方程 《5.4-7) 
a FRR AA ER BTR 
人 
1 4,0, a0, a,0, 
- - -一 一 全- 一 一 (5.4-8) 
p 5 bbita 
hkml 
前 n 个 方程 的 积分 为 | 
0; — c;exp( —ajt) i = 1,2,¢++, 0 (5.4-9) 


代 人 《5.4-8) 最 后 一 个 方程 得 


pexp |- > bj48,9, Ca; + 2] = Ce} (5.4-10) 
Pj, ml 


Bi ut ,C5.4- 7) HE SE TE 26 
PO, ly) — lG expt a st) ot ,ü,exp(a,1)] 


e250 + 


X exo [ 3; birika + «| (5.4-11) 
jdm 
式 中 了 于 为 某 个 图 数 L6 EC. 4- 55d PEE HE XE SA EA B 
&(6,01») — exe (i >) Ay) (5.4-12) 
j-1 
《5.4-11) 中 令 1 一 0， 并 与 (5.4-12) 比 较 可 确定 函数 RTCA 
(5.4-11)8. 
q(8 1i) 一 exp {i 5 OiyiexpLa;t) 
jmi 
< 0,0, 
十 ba ———— 
之 t Ca; + a4) 
x [1 — expCa; + 2,1] (5.4-13) 
对 (54-137 作 逆 傅 立 叶 变换 得 
pO» |= G2 7710405177 
X exp |- 1 (y — uy! CHOY 一 pr)] (5.4-14) 
式 中 平均 矢量 py 与 方差 矩阵 Cri) 的 各 元 案 为 
(py); 一 ypexplajr} (5.4-15) 
(Cy G4, 一 (a) [1 一 expla; + a)r} 
?,À -] $2 
可 知 响 应 过 程 了 (DD 从 而 ZG 为 高 斯 扩散 过 程 . HE, CS. 4-14) 
适 和 用 于 所 有 时 不 变 线 性 系统 ,包括 陀螺 系统 与 非 陀 紧 系统 。 若 系 
统 是 新 近 稳 定 的 , 所 有 特征 值 上 共有 负 实 部 ， 由 《5.4-15)7 知 , 在 # 


ptiyo 5C) 


e (2a) *"| Cy |" "exp |- ; yery] (5.4-16) 
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其 中 p,(y) 为 平稳 响应 的 概率 密度 ,Cy 为 常数 方差 矩阵 ,其 元 素 为 
(Cy ),,— bal Ca; tas), jik =l, 2 50 

& j(5.4-14)53C5.4-16), FSS My ASTE. Din, 3E 
稳 响 应 的 相关 矩阵 可 按 下 式 求 得 : 


Ry(r) 一 | a" dy| pe Y Py PO TY) (5.4-17) 


对 (所 -17) 作 十 立 叶 变换 可 得 平稳 响应 的 谱 密 度 矩 阵 , 
记 今 能 得 到 精确 膀 态 解 的 最 广泛 一 类 FPK 方程 是 通过 非 线 
性 变换 
y=f(x) (5.4-18) 


能 将 其 变 成 45.4-4) 的 FPK 方程 


ap -— e—a 
E» - 2E (a; Cx) p) 


1 > 四 
十 2 jm pn NOM eax P] (5.4 19) 
JE BE ,CS 4-719927 8E 29 


pix uai x) 一 pO (5.4-20) 


ERTER D. 
)| O6, n, *** ote) 
其 中 p(y ,113%) 由 (5.4-14) 给 出 .由 C5.4-19) 变 换 成 (5.4-4) 可 直 
按 用 (5.4-18) 与 (5.4-20) 进 行 ， 也 可 先 将 (5.4-19) 按 (5.3-45) 变 成 
相应 的 伊 芯 随 机 微分 方程 , 然后 按 变 换 (5.4718) 应 用 伊 茧 随机 徽 
分 公式 《53-46) SHEE YO 的 仇 芯 随机 微分 方程 ， 最 后 按 
(5.3-45) 变 成 以 y 为 变量 的 FPK 方程 ， 能 从 《5.4-19) 变换 成 
(5.4~4) 的 充 要 条 件 是 外 , 与 (5.4-19) 的 扩散 矩阵 相关 联 的 曲率 张 
量 与 挠 率 张 量 等 于 零 ,并 且 变 换 后 的 谭 移 矢量 是 变量 y HAH 
XX, San Miguel 3581 TB OSEE A RS BR E RARA 
WAY FPK Dy yep UE. 
已 经 得 到 精确 豚 态 解 的 还 有 -- 些 一 阶 非 线性 系统 tu， 但 这些 
解 的 实际 应 用 很 有 限 ， 
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$4.2 平稳 解 的 存在 与 唯一 性 


当 FPK 方程 的 省 移 与 扩散 系数 不 显 舍 时 间 上 时 ,平稳 FPK 
方程 (5.2-50) 之 解 , 若 它 满足 非 负 性 与 旭 一 北条 忻 , 称 为 FPK OF 
程 的 平稳 解 。 平 稳 解 可 以 不 存在 ， 如 受 高 斯 白 噪声 激励 的 软 弹 往 - 
柱 芬 撕 子 。 平 稳 解 也 可 以 有 无 窍 多 个 ， 如 不 受 随机 激励 的 保守 系 
统 , 它 的 首次 积分 的 任意 函数 午 可 为 其 平稳 概率 密度 .平稳 解 也 可 
以 是 叭 一 的 ， 这 个 唯一 的 平稳 解 称 为 稳 态 解 。 

现 证 明 , 若 平稳 FPK 方程 存在 一 个 渐 近 稳定 的 平稳 解 , 则 它 
必 是 唯一 和 的， 采用 反 证 法 ， 设 py》 是 一 个 新 近 稳 定 的 平稳 解 ， 
p(y) 是 另 一 个 平稳 解 ， 则 

pC yey) = C1 — p(y) + apy) (5.4-21) 
也 将 是 一 个 平稳 解 . BARN, py dee. CD 受到 小 扰动 后 的 
结果 .由 于 p) 的 渐 近 稳定 性 ,在 1 一 00 时 , Cy) 6D». 
Aik. p(y) 不 是 平稳 解 ， 此 矛盾 说 明 不 可 能 存在 py) XXE 
BM BRA po) 这 个 浙 近 稳定 的 平稳 解 。 
, Caughey 等 中 定义 凡 满足 边界 条 件 


pU, [> g;p — + > 55 Cp) -n =i, y ES 
iwi ikari yk 


(5 4-22) 

的 FPK Jr £O BUE. (5.4222) S HARE. n 是 边 

界面 的 外 法 线 的 第 了 全 分 量 。 他 证 明 , 良 态 解 是 唯一 的 。 | 

一 个 渐 近 稳定 的 平稳 解 也 必然 是 全 局 稳定 的 ， 即 随 荐 时 间 的 

增长 ， 任 意 初 始 分 布 将 趋向 于 该 平稳 分 布 。 可 简单 证 明 如 下 。 设 

新 近 称 定 的 平稳 分 布 为 pCy). 在 平稳 舍 合 中 折 出 一 小 部 分 样本 ， 

使 余 留 样本 子 集 = 以 下 列 概率 密度 分 布 : 

py m (1 — C), OLEl (5.4-23) 

被 抽出 的 于 集 b 在 初始 时 刻 « DEEBOE SIME 1 pye) 重新 

dw. RRR, TE o 保持 不 变 ， 于 集 8 山 以 概率 密度 
À py.) 进化 ， 由 于 护 动 很 小 ,整个 受 扰 后 的 分 布 
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Py) + ipy) 一 ps [— Oo (5.4-24) 
由 (5.4-23) 与 (5.4-24)， 
Poly st) — py), 1— 00 (5.4-25) 
iX XBREERE EUG EE EE oly, ) 随 着 时 间 的 增长 趋向 于 平稳 
概率 密度 py». 
站 观 地 说 ， 如 果 一 个 系统 ， 没 有 任何 部 分 完全 不 受 白 曲 声 的 
影响 ,系统 具有 恢 御 力 , 能 防止 响应 集合 扩散 至 无 穷 ， 凡 人 么 将 存在 
0E — ASF Ge, 


5.4.3 FH 
'FPK 方程 (5.2-35) 可 改写 成 概率 守恒 方程 形式 
op 94 - 
2P + $ 0 (5.4-26) 


式 中 天 由 (5.2-43) 规 定 , 它 表示 第 ji 个 方向 的 概率 流 . 设 (5.4-26) 
定义 在 区 域内 ,其 边界 为 5。 对 (5.4-26) 积 分 得 


ap__(,. | 
ê: | dsn J (5.4-27) 


式 中 P= | pdy 为 区 域 O 上 的 总 经 率 ; no ib ER A HR 
(54-27) 3888, DOM O PS BORER AGH ech ORC ELI mL OBR 
分 给 出 . 

现 考 坊 平稳 FPK 方程 (5.2-50) 之 解 ply), BRA 


iy) = as) — + 3, ROPO) 一 Hh 


(5 4.28) 
式 中 重复 下 标 表示 求 和 ,下 同 ， BESSER LEX 
率 流 为 零 
Ji(y) 7 0, y ES 17 1,2,- (5.4-29) 
ERNAREIRO AMAR RES, ERE ERTH, 就 
称 沪 系统 具有 平稳 势 “2 | 
BS PAE, SBR ODM XE gb EDO E, RA 
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aly}, (y) 一 l £ [b p, (y= 
其 解 为 
po = C+ 74 (5.4-30) 
其 中 
$ - inb | © dy (5.4-31) 


称 为 锋 率 密度 的 平稳 势 。 6 与 (5.4- 1) 中 的 积分 下 限 由 pO) 的 
果 一 化 条 件 确 定 .(5.4-30) 是 一 维 FPK 方程 在 边界 条 性 (5.4-29) 
下 的 平稳 解 。 
其 次 洲 虑 多 维 情形 ， 不 失 一 般 性 。 可 假定 平稳 FPK 方程 
(5.250) 2 RETE: im 
py) = Cet! (5.4-32) 
因为 这 一 形式 可 保证 p(y)》 的 非 负 性 ,同时 总 可 调整 常数 C 使 之 
iib. 1x55 Prf8 SUBURB FE EAR AMIR, HS. 4-32) 
fRAG.4-28) FF BOGS, BTR. 为 使 区 域内 概率 流 处 处 为 
€ EUR PU = 个 方程 
bia 这 一 Ob oa i m M2 (5.4-33) 
Aa HE MACS. 4_33) 求 得 相 容 的 中 ,就 称 访 系统 具有 平稳 势 , 而 中 就 称 
为 概率 密度 的 平稳 势 . 
EJERE [^] BARAT SHAG, FEE [dix] 存在 , 则 可 由 (5.4-33) 
解 得 
ab. og, | 22 —2e|,!-—1,2,---,n — (5.4-34) 
Oy 


Oy, 
ATIRO FA BR MURS I 
ob 9. Ob, __ 
ae —— dij (Se - 2a; | == iis 之 «| 
l,m = 1,2,** (5.4-35) 


EGA-35) BUR, TRGO AERA. 
在 各 向 同性 扩散 的 特殊 情形 中， 即 bam Kein, (5.4- 34) 与 
(5.4-35)5 Bj i p 
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3$ Lfe —2. C5.4-36) 


ay; Oy; 
5 
ĝar 一 92. 5.4-37 
Oy, by, € ) 
当 (5.4-37) 满 足 时 ,平稳 势 可 俯 (5.4-36) 解 得 
2 
由 到 in K 一 zi didy; (5.438) 
E mHl(5.4-31), 


在 随机 振动 中 ,和 矩阵 [bal 常常 是 奇异 的 ,概率 流 常常 包 合 两 
个 分 量 ， 劳 流 分 量 与 环流 分 量 ， 即 使 概率 流 在 边界 上 为 零 ， 其 内 
部 常常 不 为 专 。 即 平稳 势 条 件 往 往 丰 能 满足 。 因 此 ， 需 要 研究 更 
为 一 般 的 情形 。 


5.4.4 详细 平衡 


详细 平衡 《detailed balance》 原 是 物理 学 中 的 一 个 概念 ， 由 
Van Kampen" 与 Graham 5 Haken"? 独立 地 应 用 于 FPK Jj 
程 。 粗 酷 地 说 ,一 个 马尔 柯 夫 过 程 ,如 果 在 平稳 情形 下 ， 每 一 个 可 
能 的 状态 转移 都 与 其 道 转 移 平衡 , 那 它 就 称 为 处 于 详细 平衡 . 

将 系统 的 状态 变量 分 成 奇 变量 与 偶 变 重 ， 凡 在 时 间 逆 转 ， 即 
pex 一 上 时 , 示 变 号 的 变量 称 为 偶 变 量 ( 如 位 移 )， 和 否则 称 为 奇 变 重 
(如 速度 ), 以 

yim 5iyi (5.4-39) 
记 时 间 道 转 时 的 变量 ，s; 1 相应 于 侦 变 量 ， si 一 一 1 对 应 于 
奇 变量 。 一 个 马尔 柯 夫 过 程 称 为 详细 平衡 。， 如 果 它 的 二 维 联合 概 
率 密度 满足 

| PEPES 5) - p.n) (5.4-40) 
对 受 高 斯 白 噪 声 汕 励 的 时 不 变 系 统 ， 啊 应 为 时 齐 马 尔 柯 去 过 程 . 
《5.4-40) 可 改写 成 

fy yp CyD = pC*5s 01305, C9) (5.4-41) 
其 中 一 :一 由 于 opOe0ly — Sy — yo), bO$W9152— 
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69, — 30, RAGAD Rai 
PAP) = ply) (5.4-42) 
因此 ,详细 平衡 还 可 用 下 式 定 义 ; 
pCystl yp, 一 PCR. tl Hey (5.4 43) 
A MERA, XS zr fep Ait EE Fais FT TE SE AUR 3G 
S8 dk IERROH Rest ARAETH: 
af y)p.Cy) + ejaiC 2p. Cy?) 


一 A- Day) p Cy ~ 0 (5.4-44) 
ya 


bay) — s;saba (3) = 0,1, £ — 1,2,-:-,n 《5.4-45) 
ADP *HTRSRERSRARTREANAARRKA, BSB 
AM B AMS K ABS 
af y) = af Cy + af (y), 1 — 1.2,---,n. (54-46) 
其 中 
ay) 一 È Lai) — eim] (5.4-47) 
5 
sy) 一 二 Lay) 十 eji C9] (5.4-48) 


326 TSAR, MOOD fly) 一 — sjaf C$, ay) 
ga), (5.4732) 3(5.4-46), 2 PE (5.4 -44) IE IR 


a Ob ; 
| ba= 3% - ay 2a J 1,2,*:*-,.2 (5.4-49) 
同时 中 还 需 潢 足 a 
ee. — se 86 Lo (5.4-50) 


3i i 

#5 RETR EI—> Cy), Rh XE (5.4-45), (5,4-49) 及 (5.4-50), 
TAS hz RF BS 7p del e BS hs Fe SE dida. (5.4-4) JE S] 
(5.4-33), 是 概率 势 流 分 量 处 处 为 零 的 条 件 。(5.4-50) 则 是 概率 环 
访 分 量 平 衡 的 条 件 。 实 际 情形 中 ,(5.4-45) 谎 自动 满足 。 因 此 , 具 
有 平稳 势 可 壬 成 是 详细 平衡 在 没有 概率 环流 时 的 特殊 情形 . 在 随 
机 扰动 中 ， 漂 移 系 数 的 不 可 逆 部 分 常 与 阻尼 系数 衫 联系 ， 而 漂移 
系数 的 可 首部 分 常 与 昼 性 及 恢复 力 系 数 相 联 系 ， 
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ER ERE SE diris Se UE AS BT ORR BUR Scr GS ESI — m 
技巧 . 当 (5.4-45) 满 足 时 ,代替 直接 求解 平稳 的 PPK 方程 ,可 联 立 
求解 (5.4-49) 及 (5.4-50), 由 此 得 到 平稳 势 上 ， 然 后 代 人 (5.4-32) 
每 稳 态 概率 密度 。 


3.45 FRR 


仍 考 虑 平稳 FPK HE (5.2-50 b) 之 解 。 将 漂移 与 扩散 系 
数 各 分 成 两 部 分 
gj a) =p a? (5.4-51)- 
bj = BY + bY (5.4-52) 
(5.4-52) 保 持 了 扩散 矩阵 [614] 的 对 称 性 ， 将 (5.4-32), (5.4-51》 
及 (5.4-52) 代 入 (5.2-50b), 可 证 , 若 中 满足 下 列 方 程 组 
pi EA - 544 — at, jm 0,2,5,0 — (54-53) 


E 一 ai EA om [) (5.4-54) 
则 (5.4-32) 必 满足 (5.2-50 b), (5.4-53). 表示 概率 势 流 分 量 处 处 
为 短 ,〈5.4-54) 表 示 概 率 环流 分 量 之 平衡 。 iR GB GENERE IS Ff 
系数 的 适当 分 法 ,能 从 (5.4-53) 与 (5.4-54) 找 到 一 个 相 容 的 由 ， 就 
称 沪 随机 系统 属于 广义 平稳 势 类 mx 和。 这 是 迄今 可 能 找到 平稳 解 
的 最 广泛 一 类 随机 系统 ， 

若 令 


ef m ai, ama, MP My m ba (54-55) 


Jil (5.4753) 53 5.454) 4 Bi] 426 5.4749) £3 (5.450) , 可见 ,详细 平 
衡 是 广义 平稳 势 的 特殊 情形 , 则 时 说 明 条 件 人 5.4-45? 是 不 必要 的 。 

于 是 ， 人 代替 直 接 求 解 平稳 FPK 方程 《5.2-50b)， 可 由 联 立 
求解 〈5.4-53) 与 (5.4-543 而 得 畏 确 稳 态 解 。 


5.46 非 线性 随机 振动 系统 的 精确 穗 恋 解 
. 5.4.3 至 5.4.5 给 出 了 平稳 FPK 方程 可 解 的 几 种 情形 与 向 题 
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的 担 法 。 应 该 指出 ， 即 使 广义 平稳 势 类 ， 岂 并 未 包括 所 有 可 能 得 
到 精确 平移 解 的 随机 系统 。 例 如 ， 受 高 斯 白 品 声 外 激 的 多 自由 度 
时 不 变 线 性 系统 的 稳 态 解 (5.4-16) 就 不 能 按 5.4.5 中 的 方法 得 到 . 
Hoh, 3RAR.4-49) 5 (5.4-50)85(5.4-53) 55(5.4-5 4) Hb& 3E — 3E 
Lh KEG FPK ZEE E. Bb, SSS PAIR 
机 振动 系统 的 最 为 一 般 的 精确 平稳 解 都 是 由 直接 求解 平稳 FPK 
ARSE, 起 处 为 进一步 说 明 详 细 平 衡 与 广义 平稳 势 ， 改 用 
5. 4. 4 与 5. 4. 5 中 的 方法 重新 得 到 [16,77J 中 之 解 . 

首先 考虑 单 自由 度 随 机 茶 统 ,其 运动 方程 为 


¥ + a¥ | nao 一 Haz | + Hx 
£ 


— 5 >) gC HERG) (5.4-56) 


Arp Z = 六 /2; H= HQ(Y.Z) 是 二 次 可 褒 函 数 , 它 是 下 列 保守 
系统 运动 方程 的 首次 积分 


y+ Hx, (5.4-57) 
Hz 


HEP AR a SR (HO 是 一 次 可 微 函 数 ; ga(H) 是 二 次 可 
E[£4CO& GI + 7)) 一 2DhBCr) 
Du ARR. Bee 确实 依赖 于 H, W gai. ETNEK, F 
则 为 随机 外 激 . 
与 (5.4-56) 相 应 的 平稳 FPK 方程 为 


~y Be + ent) — a Hee — vn, Š puras 


十 i f ph +e sí P. > Dona) 一 0 (54-58) 


AP og, dg/dH. EB ETRILA AI RI SB 
pm p = 0, lyi + lp] +o (5.4-59) 
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一 EUCH — g Hss 一 EH, 5 Dugin) $ 
H, ketimi 
(5.4-60) 
bn tm bu mm ba = 0, bn = 28? >) Duge 
bo imi 
《5.4-56) 属 详细 平衡 情形 。 现 通过 求解 (5.4-49) 与 (54-50) 
得 到 (5.4-58) 之 解 ， 将 漂移 系数 分 成 两 部 分 


di? on 0, ai wp. 
oP an — [ott 1H) — a He — ons Y) Dues] 9 (5.4-61) 
x kf mni 


at 一 一 a, 
在 此 情形 ,《5.4-50) 形 为 
—9 (HY. 5,95 | H, 9$ .. - 

2 (22) pS He Boy G5.4-62) 

XM 
$= —1nH, + ACH) (5.4-63) 

其 中 WCH) GHEREA, ECS.4-60), (5.4261) (5.4-63) 
[EA (5.4-495,48. 


Hi «rc + 六 5 Dun] 
titel 


tH. G > Da, 8% 一 | 
kimt 


— PHI S Dang, 4% — o (5.4-64) 
"MES dH 
BOE Hzr/Hi 为 瑟 之 函数 或 常数 , 则 积分 (5.4-64) 得 
WD m |" Fn)ds (5.4-65) 
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其 中 . y 
FCH) = oe 


efKH) — o e P D) Dulhe 
z kalmi 


+ (5.4-66) 


b S Digrg, 
eim] 
于 是 ,C5.4-56) 的 平稳 概率 密度 为 
PAETE D = cH, ( >> Dugazi) 
kril . 


(5.4-67) 





xp |- N Fi(z)dz| BH-—Hi**0) 
其 中 

iCH H,, 
a — -—— € - 


(5.4-68) 
b > Dugkgi 
TELS 


C 为 归 一 化 常数 ， 只 要 《5.4-67) 可 归 一 化 ， 它 就 满足 边界 条 件 
(5.4-59)。 按 Caughey™ 定义 , 它 是 良 态 的 平稳 解 ， 因 此 是 唯一 
的 。 从 而 (5.4-67) 是 (5.4-56) 的 稳 态 解 。 


当 [5.4-56) 只 有 一 个 外 激励 , 即 DD resale) m SO. B 2 一 
2afé* BL, C5.4~+67 4b 4 
p,» - CH, epl—|'tG0ds] (5 4-69) 


这 是 Caughey 5 Ma"" 首先 得 到 的 解 。 最 近 、Langleyaa 证 明 ， 
只 有 一 个 外 激励 时 的 (5.4-56) 是 满足 详细 平衡 的 最 一 般 的 二 阶 外 
MES: He. 

LA (5.4-56) 措 述 的 系统 的 一 个 特点 有 是, PRATER RA 
FURS RAN RES. Bik. TREO MARKER. 
局 包 会 性 态 各 不 相同 的 许多 非 鲁 尾 随机 和 系统， 包括 桩 芬 型 振子 及 
Sik CMathieu2-3825. CHIL) 型 随机 参 激 振 子 。 调 如 ，(5.4 -56) 
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TROL MGR BREE ERE ERT | 
Y 4 8Y +5 9U - HO: (5.4—70) 


1:(5.4-69), FB GE IBESE E EE 为 
Pyy) = C exp -£ B ip 25 CD 站 (5.4-71) 


式 中 2D 为 i(O ZBE. BATRE er EO PR PRICES S 
TOUS 39 T 

Y.— s(1 — Y! YY + Y = £D (5.4-72) 
1£(5.4-69) ,'E f RAS RETA 29 


Pyp) — C exp ts |n 十 六 一 一 Ac 十 241; (5.4-73) 


ATANIR PRETEEN EIDE wit. 
其 次 着 虑 一 类 多 自由 度 随机 报 动 系统 , 其 运动 方程 为 


90:— E (5.4-74a) 
Pi=— 56 - FED 2E IP, Wey gCH) 2460 (5 4-74h) 
i=l, dt 


式 中 Q, 为 广义 坐标 ; P, "—— «tQ. P; 73 JB X SR — B 
fa SEC ASS RRS ICH) 与 KH 分 别 为 一 次 与 二 次 可 
WRIA; n; ma CQ, PR] pir BGR gi ea CQ, P) 为 二 
RRB: a0 为 物理 高 斯 白 噪 声 ， AAR. WAAR 
ELE CO &iGr 十 二 mm Dulhe 《5.4-74b》 右 边 第 一 个 和 式 表 示 
线性 与 (或 ) 非 线性 阻尼 ;第 二 个 和 式 表示 随机 外 激 与 (或 ) 参 激 . 
(5.4-74) 可 称 为 随机 激励 的 耗 散 的 哈密 尔 顿 系统 . 现 求 它 的 广义 
平稳 势 解 . 

与 (5.4-74) 相 应 的 平 泣 FPK 方程 为 

a (oH ĝ 
D i Be ^) Se on * PA 
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PA giw) 
十 iw EPEY (g(o Da? Ye) == 0 (5.4-75) 
自然 边界 条 件 为 
oH, — - 
Bp, P. 0 (5.4 76 a) 
ad pot Sim. — E ouem 2 Crowd] p 
十 az (eto D aed - 0 (5.4-76 b) 


pom 1,2,-+:,n, [qi +l pl — oo 
由 于 OH [ Op; 与 soD oN) C, 1-1, 2,***,8) 一 般 不 随 
Ig! + lp] — co 而 变 成 黑 ,(5.4-767 可 代 之 以 


p= ob 0, §—1,2,-++4n, lgl + 1 pl — co (5.4-77) 
j 


 oyun-— gis hioc p; FPK 方程 (5.4-75) ag REESE 
系数 为 


OH 
05i. pm 
Op, 


z f th; 
Og, 之 i Op; 
十 > > Dugon 7 3. » uo) (5.4-78) 
jmi gute! 
b, b; m 0 
ba 2g (v Do"); 


将 法 移 与 扩散 系数 分 成 两 部 分 
cl} (iy OH 

di- = 0, gi-,"- — 

ae 


aj -—/M DP 35. Hy 5 » Dugon 5 55 0 


ym] tii 
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ay = — OH (5.479) 


T2 18 

BS é —_ man bU tint 
gn. n 

bi zii 十 biu = biu 


在 此 情形 ,(5 .4- INER 


> |2 (2)- 8 (98 

EA Op, ðq: 
— GH Od ôH 2 =- Ô. (5.4-80) 
Óp, aq, 一 ðq; Op, 


《5.4-80) 之 解 为 
b= del H) (5.4-81) 
ACH) 为 是 的 任意 函数 。 
MG» — bi. — 0, MS — 2e(oDoT)P, 将 此 两 式 
连同 (5.4-79) 与 (5.4-81) 一 起 代 人 (5. con 
S [— ag obo She SE + 2 5% (a DoD) 


j=l 
i 


tim SE — 1 2 Dues zE els (5.4-82) 


f= 1,2, 
NRÉBCS 4-82) 可 在 下 列 三 种 情形 下 有 解 . 
LE DA, mi 与 Tik 只 是 g; AIBA, AE Pi 之 函数 ， A 


mim 200 Dat), 或 (aDa?), 一 Y Gum) (5.4-83) 
此 时 ,(5.4-743 的 平稳 概率 密度 为 


pas p) = C eo |- Goes] (5.4-84) 





HH 

2.8 ZG HERE ER, mu; 5 oa 只 是 g VBR, MAE p; COPS 
Be ma mui, R (a DaT)? = (e D oT}? — He Dot y. H 
(5. 4-83) 之 一 满足 ,此 时 (5. 4-74) 的 平稳 概率 密度 为 
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pq p) = Ci Here | 一 ur (5.4-85) 


gu) +| me 

3. £C. RAF ROM. Wong-Zakai EEM. s 是 

HAR. m; 与 ot 是 9 的 函数 , 非 为 p, 之 函数 , 且 (5.4-83) 
之 一 满足 。 此 时 (5.4-74) 的 平稳 概率 密度 为 


plq,p) = Ce H)ee | 一 MN IL «Jes 


Seize” dE] my 与 ca 为 常数 情形 时 形 如 (5.4-86) 之 解 。 
可 证 ,只 要 (5.4-84),(5.4-85) 或 (5.4-86) 可 归 一 化 , 它们 就 满 
足 边 界 条 件 《5.4-77)， 它 们 就 是 良 坊 平稳 解 ， 是 唯一 的 ， 从 而 是 
(5.4-74) 的 稳 态 解 。 
注意 ,(5.4-74) 是 一 个 相当 一 般 的 随机 振动 系统 , 它 包含 许多 
以 前 已 得 到 精确 稳 态 解 的 系统 ， 例如 ; 令 Q = Y, 2, = Y;, 


(5.4-86) 


He 5 L it UCY Yi, Ys) 


(5.4-74)35 HÀ, 


Y, + FOR) > m; Y; 十 M RCH) > aC) (5.4-87) 


i = ],2,+ +,” 
在 特殊 情形 , f 5 e 为 常数 , HMR, de 0ECS.A-832 2 — 
&&,(5.4-87) RS TS ds BERE s Bp 26 
(OO p») = Cexp( — AH )| accep (5.4-88) 
式 中 am f/f, (5.488) Æ Scheurkogel! 与 Elishakoff 为 
一 个 二 让 由 度 系 统 得 到 的 解 ， 


X in, Q; — Yi, f; -m Ya H -— 2 人 hi u- EV CY,, 


Ya Ysa,6Y, Ys, Yini) = OVQY,, Ys, e, Y.AI 
9 Y4,5,. Jj (5.4774) ER 
Yuo AY) (5.4-89) 
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Y.,- —gCYu Yu. Vag) — fi) M m;;biCY a) 
my 


+ gH) > 4642) 


im 1,2,-:**,n 
Caughey 与 Ma” 首先 得 到 m= 006 + 门 ,my; HRM BRA 
随机 外 激情 形 (5.4-89) 之 稳 态 解 ， 后 来 笔者 ve 得 到 同时 有 随机 外 
激情 形 (5.4-89) 的 稳 态 解 ， 
以 上 关于 (5.4-74) 的 结果 还 可 进一步 推广 到 更 为 一 般 的 一 
类 非 线性 随机 系统 。 考 虑 以 如 下 运动 方程 措 述 的 系统 : 


H , 
Q; - (Qe . (5. 4-90a) 


ÓH 忆 0H 
P, = —«(Q)55 — KH) 2, nii OP, 


+ e(H) > Fizi Cr) (5. 4-50b) 
tmi 
(70 1,2,--:-,.m 


ith (Q) 是 矢量 Q 的 任意 函数 。 类 似 的 推导 可 给 出 (5.4-90) 
的 稳 态 解 。 与 (5.4-84) 一 (5.4-86) 相应 的 《5.4-90) 的 平稳 概率 
密度 为 


p,q,p) 一 oO exp |- ran i » 
(5.4-91) 
LC. ot, | " fu) 
Piq P) kF (H)exp | — Jj z (a) du | nonce | 
(5.4-92) 
e H M 
O PARP) m > enp |= |; AE du) La 
(5.4-93) 


fp3 —t DIT, 考虑 55 4-90) 的 一 个 特殊 情形 ， 即 9; 一 Y,, 
Pey,,Z,— YH= H(Y , Z), BH. Hz — GCQYD im 1,2, 
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sya & @fQ) — 1/6(Y), (5.4-90) 化 
为 


. Hy 
f; i (HG ( E mili + ay 


= (H) Songs) (5.4-94) 
k-1 . 


jm ],.,2,--*.9 
MEL (5.4-91)—(5.4-93), (5.4-94) 的 精确 稳 志 解 为 
e S) = COO) exp|— X V I0 nl lama 
g a 
(5.4-95) 
p) = CG (yg XH) exp |- | £c du) Lunch 


gu) | 
(5.4-96) 


PAY I) = CG (y) gH exp |-| U Kod. an| | nic th 


P 

(5.4-97) 
Mij 7 OC» j) mV AER. E R RPL RTE C5. 4-94) 之 解 首先 
由 Caughey 与 Mat"" 得 到 .同时 有 随机 外 激 与 参 激 之 情形 曾 由 笔 
#0448). 


54.7 等 价 随机 系统 


个 同 的 随机 杂 统 具有 不 同 的 随机 轨迹 ， 但 它们 可 具有 相同 的 
概率 密度 。 凡 具有 相同 概率 密度 的 所 有 不 同 随 机 系统 称 为 等 价 随 
机 系统 ,只 具有 相同 稳 态 概率 密度 的 称 为 广义 ( 红 ) 等 价 随机 系统 ， 
不 仅 共 有 相同 稳 态 概率 密度 ， 而 且 在 相同 的 初始 条 件 下 县 有 相 商 
WE AS SEXE qz BE GU Vp 26 3 36 C98) 8E ORBLE. 

5.2 市 中 已 指出 ,对 应 于 同一 个 FPK 方程 ， 可 有 无 穷 多 个 不 
网 的 随机 系统 ， 它 们 的 菇 蕨 随机 微分 方程 的 扩散 矩阵 可 差 一 个 正 
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其 上 委 加 一 个 反对 称 和 矩阵 ， 可 得 一 个 新 的 随机 系统 ,然而 FPK 方 
程 都 不 变 。 以 上 两 种 情形 中 ， 不 同 的 随机 系统 具有 相同 的 FPK 
方程 ,在 相同 的 初始 条 件 下 将 具有 相同 的 肚 态 概率 密度 ,因此 它们 
是 狭义 等 价 随机 系统 ， 
还 有 一 种 情况 是 ， 不 同 的 随机 系统 ， 即使 它们 的 -FPK 方程 
不 一 样 , 仍 可 具有 相同 的 稳 态 概率 密度 ， 事 实 上 , 在 《5.4-53) 与 
《5.4-547) 中 ,保持 概率 密度 势 由 不 变 ， 可 同时 改变 e; 与 ba 使 这 
两 个 方程 仍然 得 到 满足 。 由 此 可 产 上 符 具 有 相同 稳 赤 概率 密度 的 许 
多 不 同 的 PPK 方程 ,从 而 得 到 更 多 数目 的 等 价 随机 系统 。 
例如 ,随机 系统 | 
Y -- 85Y + GU/OY = ECO (a) 


APU UY) BRE (a) 的 势能 。(a) 是 (5.4-56) 的 一 个 特 
萄 情形 。 若 给 系统 (a) 任意 添加 一 个 随机 激励 «CY YEG), Ih 
而 改变 了 扩散 系数 54， 可 按 方程 组 (5.4-53) 与 (5.4-54) 的 要 求 给 
AS Ca) 沫 加 阻尼 ， 即 相应 地 改变 源 移 系数 a;。 由 此 产生 一 族 
等 价 随 机 系统 


Y + 3Y + DID WÝ — Dw A + 9UJOY 


一 E Ce) + uw) (b) 
AP 2D, 与 2 D, HH 60) 与 cO Ae. 例如 ， 令 
HY Fy 
(5) 形 为 
¥+ 8Y + S(DI/DOY'Y --0UjJOY — &(O + YEG) (ec) 
th ATLA LE Ca) "RICERCA vCY ,Y ) 倍 ,然后 按 (5.4-53) 与 (5.4-54) 
的 去 求 相应 地 增加 阻尼 ,产生 男 一 系列 等 价 随 机 系统 —— 


+ pv — De 十 x = «(Y YC) (d) 


结合 上 述 两 种 办 法 ,可 产生 更 大 一 族 等 价 随机 系统 
+ 208 « | 


3 m du, 


+ O0U/OY — vt) + S uu) (e) 


pee2,---,.m 

式 中 OELZCDEIG + 7)] = Duar) Plin, > oml, mw Y, 
w= Y, um 0 G= 4,5,---,m) 及 Dy — 0, (e) FER 

Y + [C8 — Ds) + CD,/ DY? + CD/DOY^]Y + 8U/aY 

一 ED + YE) + Ya) (f) 

用 类 似 的 办 法 可 给 出 广义 能 量 依 贺 系 统 (5.4-56) 的 等 价 随机 系统 . 

所 有 随机 系统 《a) 一 (f》 具有 相同 的 稳 态 概率 密度 。 若 

OU/OY — $Y 

《a) 为 受 高 斯 白 噪声 外 激 的 线性 振 于 ,响应 为 高 斯 随机 过 程 ， 从 而 
所 有 系统 〈b) 一 (f) 的 平稳 响应 也 是 高 斯 随机 过 程 。 这 说 明 非 线 
性 系统 对 高 斯 白 噪声 的 平稳 易 应 也 可 以 是 高 斯 随机 过 程 。 这 个 事 
实 首先 由 Yong 与 Lint 注意 到 ,关于 等 价 随机 系统 的 更 详细 讨 
论 见 [79 ,16]. 

Ca) 属于 广义 能 重 依赖 系统 (5.4-56》, m (b) ETE 
广义 能 量 依 百 系 统 。 于 是 给 定 一 个 受 高 斯 白 噪声 激励 的 非 广 义 能 
量 依赖 非 线性 系统 ， 例 如 《b) 一 (f7, 可 通过 设法 找到 其 随机 等 价 
的 广义 能 量 依 帆 系统 ,而 获得 它 的 稳 态 解 .这 就 给 出 了 寻求 非 广义 
能 量 依赖 非 线性 随机 系统 的 稳 态 解 的 一 条 途径 。 


55 FPK 方程 的 近似 与 数值 解法 


能 求 精确 解 的 FPK 方程 ， 尤 其 是 能 求 精确 朋 态 解 的 FPK 
方程 相对 来 说 是 少数 ,大秦 数 工程 实际 问题 中 ,往往 只 能 求 近似 解 
析 解 或 数值 解 ,下 面 简 述 主要 的 近似 解法 与 数值 解法 。 


551 ”特征 函数 展 式 
应 用 转移 概率 密度 的 特征 函数 展 式 、 可 得 FPK 方程 的 精确 
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Pj, FPK 方程 (5.2-47) 在 初始 时 刻 上 一 0 的 条 件 PCy, Oly) 
6Cy — y) 下 之 解 可 用 如 下 特征 岳 数 展 式 表示 


pcd» 一 D ety. Cy Jeya) 


十 | e "ay ely, da (5.5-1) 


其 中 4 与 4 分 别 为 算 子 工 一 上 ,与 5* — LT, US BOB SS EE 
f: 4 与 vz， 分 别 是 与 离散 特征 值 u WHYS L* 的 特征 函 
数 ; ow So, 则 分 别 为 与 连续 特征 信 4 对 应 的 上 与 L* 的 特征 函 
数 。 它 们 分 别 满足 如 下 方程 


Lu; Aj; 0 (5.5-2) 
L320, + bv, — 0 (5.5-3) 

Lyu, iu, = 0 (5.5-4) 

L? vi ie, 0 (5.5-5) 

HLS L* go tB € T LED 
Kc — vLs)dye-0 (5.5-6) 


Lt; L* 具有 相同 的 特征 值 ， 
当 工 与 L” 没 有 连续 谱 , 月 4 一 0 属于 工 的 离散 谱 时 ， 
n=l, FPK FRERABAK 
P» = uy) (5.5-7) 
若 已 得 到 该 稳 在 解 , 则 代替 算 子 工 与 特征 函数 ww， 可 用 算 子 6G 与 
其 相应 的 特征 函数 w, 
Giwi) — pi L(p,w;), wi = pru, (5.5-8) 
G5 L* XTAR 
(v, w) 一 f. oLy Cy oly dy = Etvw] (5.5-9) 
EPERE 1, BARRA. WA 
(s; P wi? - $4 (5.5-10) 
« ri 


而 FPK AF 28 BI FH TF Su dE EP: ERE SS 
p.t» = pO S e wi» (55-11) 


若 有 稳 态 解 , 它 对 应 于 一 0 一 项 , 且 m= l, 

由 特征 函数 展 式 (5.5-1) 与 (5.5-11) 知 ， 求 FPK JEZNA 
解 何 题 在 于 求 上 与 二 ,或 G 与 亏 ” 的 特征 值 与 特征 函数 。 至 今 只 
对 线性 系统 与 一 些 一 阶 非 线性 系统 找到 了 精确 的 特征 值 与 特征 胃 
Son, 

对 粥 非 线 性 系统 ,可 用 摄 动 靶 近似 求解 特征 值 问 题 , 从 而 可 得 
FPK JR VVIpRPRCT LE L” 可 表 为 

Lomi, 十 eL, 
了 (5,5-12) 
其 中 L5 Le 为 与 系统 的 线性 部 分 对 应 的 算 子 ,s 为 小 参数 . 相应 
地 ,可 将 特征 值 与 特征 函数 展 为 :的 堵 级 数 , 当 只 有 离散 特征 值 
时 ， 
A 
m; Um ges c EM; T Ebr (5.5-13) 
v; = wj + Sv + € vis Hee 
3$(5.5-12) £5(5.5-13) 5A,.(5.5-2)— (5.5-3) ,H & e AIL 
Los, 十 hist 一 0 


Lot, 十 P ELE . (5.5-14) 
Lu; 十 aan m — La 一 Mtt 
Liv Tb A8; — Liv; T ufa (5.5-15) 


Lou; 十 liti Lc aa 77 Matta 

L$ea jur = Liva mata — uwa (5.5-16) 
TERR RID REET ROR LR ER EB , 49 
L5 L* SEUPERSHEBM. SCAS, NU LIP 
1,9); PRP G 5 L^, 1123] 用 此 法 求 得 了 狂 芬 振子 的 近似 
Wi RUE UE, 
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还 可 用 变 分 法 求 近似 特征 值 与 特征 函数 中 . L, ERHET. 
但 不 是 自 伴 随 的 ,可 用 伴随 变 分 法 汪 。 特征 函数 用 下 式 近 似 


y= 3 icy) 


sly) — >) diViCy) (5.5-17) . 
imj 


Ap U, 与 Vi MEM HAR: BR o 二 d; 连同 近 
似 特征 值 x MELA F AERE R 


NC 十 pu)V dy» — 0, j = 1,2, N 


NC + ups)U,dy = 0,5 = 1,2,---,N  (5.5-18) 


”对 高 非 线性 二 阶 系统 ,可 取 多 项 式 作 为 斌 函数 。 对 参 激 系统 , 则 可 
Ji — fa PE T PE COEUR , 若 系统 的 定义 域 如 是 有 界 的 , 风 试 函数 须 满 
足 FPK 方程 的 边界 条 件 。 


$5.2 (fx 


求解 FPK 方程 的 选 代步 屋 力 基于 研究 偏向 分 方程 解 的 存在 
与 唯一 性 的 参数 上 方法， 该 法 首先 由 Hin 与 Khasminskii rH, 
后 来 由 Kushner” 与 Mayfield™ 可 以 推广 ， 

设 aCy.tix) 是 对 PPK 方程 (5.2-47) 解 的 一 个 初步 估计 ， 
Mayfield 证 明 :上 序列 


Piers) ~ py, 2109,» + f |, piCy.r — vl», 
X L' ply. tly, dydr (5.5-19) 
其 中 | 


一 工 一 9. - 
v-L-d (3.5-20) 
可 用 来 改善 p. BIPA HI, en. 趋 于 FPK 方程 之 解 . 
对 弱 非 线性 系统 ,线性 部 分 的 高 斯 解 可 用 作 p,。 对 此 ,Mayfi- 


eld 作 了 较为 详细 的 研究 .着 只 要 求 穆 态 解 , 则 (5.5-19) 可 简化 ,车 
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BER Ap Re a RE E— a (Rd. (5.5-19). 的 计算 是 将 随 系 统 阶 
数 的 提高 而 急剧 增加 。 


5.5.3 (Uis 


Bhandari 与 SherretU? 发 展 了 求 FPK Fi RESP TS he i On ST. 
金 法 ,他 们 用 多 重 埃 尔 米 特 多 项 式 表示 联合 概率 密度 ， 该 法 被 成 功 
地 用 于 一 .二 个 自由 度 绊 非 线 性 系统 ， 

Wen™ 将 这 个 伽 辽 金 法 推广 于 求解 二 维 FPK Wea A 
解 .他 将 转移 疆 率 密度 展开 为 


Py») 一 5 > Qi GIC 2X7) (5.5-21) 


{=i twi 
Arh ox, 是 试图 数 ， 对 所 有 6 关于 on ox 线性 独立 ， fE ini 
金 法 , 正 交 条 件 为 


IE >> 2 Qj XGX,H, dy,dy, 一 0 (5.5-22) 


j=] k= 
Arn Hn Yo Ds p1,2,---, mj r= 1,2, “sft 是 一 线性 独 
立 的 权 函 数 集 。 积 分 (5.5-22) 得 一 阶 方程 组 


QC) = >> > fia» Qu (5.5-23) 
fri kw} 
初始 条 和 件 为 
Q, 0) - Hy, Yn) (5.5-24) 


(5.5-23) 可 用 解析 法 或 数值 方法 求解 ，Wen 将 此 法 应 用 于 杜 芬 摄 
子 中 与 沾 迟 系统 加 ， 对 双 线 性 溃 迟 系统 ， 其 结 黑 与 数字 模拟 结果 
相当 一 - 致 , 

该 法 的 缺点 是 ,对 强 非 线性 系统 , 收 生 速度 慢 ， 当 非 线性 非 为 
多 项 式 时 ,所 涉及 的 积分 很 复杂 . 


5.54 ”有 限 元 法 


最 近 ， 基 于 匣 辽 金 技术 ，Langleyeu 提出 用 加 权 残 数 所 法 的 
有 限 元 法 计算 非 参 激情 形 平稳 FPK 方程 之 解 。 将 平稳 FPK 方 
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Bis 
Lip Cy] = L [p<y)] + Lip (3201 0  (5.5-25) 





L= S 2 aly), L--— 4 > baly) (5.5-26) 


e 
imi i nem Oy Oy, 
以 w(y) 表 示 任 神权 函数 ,由 (5.5-25) 有 
|, GOLPE GDMy + | GOL ydy 一 0 (5.5-27) 


一 般 积分 域 2 IST CHa p RR Nri SHOE. 分 
部 积分 (5.5-27) 得 


; ə 
| o 2: ody PCY) Dy, ey dy 


-5 Henly, E "o1 


xz [5 (901dy — 0 (5.5-28) 
将 足够 大 的 域 划分 成 有 限 元 ， ONS SPAR RE. & oc EL 
的 概率 密度 用 池 点 上 之 值 近似 表示 

rly) 一 >> PNY) (S.5-29) 


式 中 pi 为 pO APRLZE: NG) JERR; mge 
元 的 节点 数 ，(5.5-28) 可 近 伺 地 代 之 以 


2i li 2l sP, Š (wy dy 
-l E B. EN E 
PA | È tad] z Caddy} ~ 0 (5.5-30) 


Xu D RRMA RRA | 表示 在 一 个 单元 上 的 积分 . 选 


取 w(y》 只 在 合 特 定 节点 ,例如 总 体 节 点 a duoc dE ER AMUS. H 
镇 等 于 该 元 素 的 形 薄 数 。 并 在 一 个 元 娄 内 ,将 aly) 近似 由 为 


* 2TÀ + 


e = Y aC) (5.5-31) 


fal 


式 中 aj 为 s) 在 元 素 节 点 【上 之 值 。(5.5-30) 化 为 


之 {> Kp) - (5.5-32) 
其 中 
-> > aff, 一 一 - 2] > bth (5.5-33) 


jm] tw] 


fites - | NWN, = s, (N )dy, 
hus = | 2 2 (QN) 5 2. - (Nay (5.5-34) 


atime Bah A sane, 2j BURG A 
4 HTK RA EC DE RST HA Dee 个 方程 的 方程 组 
Kp = 0 (5.5-35) 

式 中 K HR, p 为 节点 上 概率 密度 组 成 的 矢量 ，(5.5-35) 须 
在 归 一 化 条 件 下 求解 , 

应 用 于 杜 芬 振子 的 结果 表明 ， 与 精确 解 相 当 一 致 。 与 同 辽 金 
法 相 比 ,对 强 非 线性 系统 计算 时 间 较 少 ， 随 着 计算 机 能 力 的 增强 ， 
此 读 将 可 用 于 求解 多 维 PPK 方程 。 


55.5 RAHE 


Heit, Roberts?) BABY (Crank)-]E 37m (Nicolson) 
型 隐 式 差分 法 求解 了 一 维 FPK PERRA, $ ye Ay. 
ŘAt, aj 7 aCTAy ), bj = bCfAy), Pha T plidy;kAr), —Íik PPK 
方程 的 差分 近似 为 
Pike — Pia - 1 | Gi Plt 7 di ciPicukn 
Ar 1l 2589 — 
OjtiPitrnk 77 SEP yu 
+ 2Ay | 
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4- i 人 sai — Lbs Pi as 十 bi aPicuan 


4 Ay ¥ 


bieaPiesa — 2bipia 十 Bipiin } ae 
十 Ay (5.5-36) 


无 限 远 处 的 边界 条 件 可 近似 为 
Pua = 0, CPwaug — Pu-i) i Ay — 0 (5.5-37) 
APN 20d Sb X be de PEG | 
| Pio m dM Ay (5.5-38) 
AH iAy = y, CE y=, 则 Poo 2/Ay). 
XC. 5-36) — (5.5-38) ,可 得 转移 概率 密度 近似 值 。 这 种 方 


靶 可 取 较 大 的 时 间 步 长 ,从 而 计算 量 较 少 。 


5.5.6 ”随机 步行 法 


Toland 等 G 曾 用 随机 步行 法 计算 单 让 由 害 非 线性 系统 对 高 
斯 白 噪 声 的 非 平 稳 响 应 概率 密度 ， Roberts? 则 用 此 法 数值 求解 
击 了 能 机 平均 法 得 到 的 幅 值 (或 能 量 ) 包 线 的 FPK 方程 。 现 以 一 维 
情形 为 例 说 明 其 基本 恩 想 ， | 

BÉ UL2D (1E TE — T+ ATER EU or m Ar (£0 0,1,2, 
Li BEHÜLHDIE ZEREDISERIYEC-b. AREER Bt 
ya = kAy (Å= 0,41, x2,---Yy y HAARE y, AHL, 


memo, , Wf 


+I 


$5-1 
Y-i u Yiri 
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在 n. 时 刻 走 向 ye 的 概率 为 pa. 走向 Yai 的 概率 为 quu 
1 一 py (GUA 5.5-1), 
实质 上 这 是 一 种 概率 扩散 过 程 , 它 的 一 ,二 阶 增 量 答 分 别 为 
a ya, 7, Ar) = Chu — ai AY 
oy y, 1j, Ar) 一 PACA! + gyi Ayy = Cay) (5.5739) 
为 使 该 过 程 与 一 维 FPK HEMHBADRRRCNERLA, A 


全 - 
(pui — quay m oC yy. ti At 


(AyY = by, tA: (5.5-40) 
据 此 ， 给 定 Ay， 可 由 漂移 与 扩散 系数 Or) 与 beti) M 
XE Pan g 及 At, MIRA =n HW y— yor Bü y.) 
上 概率 质量 为 1， 该 质量 随时 间 按 图 5.5-1 所 示 方 式 扩散 . 
这 种 方法 实质 上 等 价 于 一 种 显 式 有 限 莽 分 法 。 当 时 间 步 长 超 
过 某 个 痢 界 值 时 ,这 种 方法 变 成 不 稳定 ， 


5.5.7 路径 积分 法 


一 种 可 用 于 求解 较 高 维 FPK 方程 的 数值 方法 是 路 径 积 分 法 
(path-integral method)", ZEX, 不 少 人 致力 于 用 路 径 积分 
表示 FPK 方程 的 形式 解 [], 即将 FPK 方程 之 解 表达 为 如 下 形 


式 的 泛 函 积分 

HY) = N Du y )exp i- ls [Gà Gar] pP 

(5.5-41). 

AP Duly) 是 一 个 积分 测度 ; S MR AER (Onsager)- 5 
itki (Machlup》 泛 函 ， 在 空间 与 时 间 上 离散 化 ,以 路 径 和 代 葵 
有 路径 积分 (5.5-41) 

p(y.) 一 lim II ff Cady) 

^e ime 


NT- —15 
N—1 
X exp{—r M L CETE) pCys (5.5-42) 
kw 
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N-] | 
= lim H (Jain n] PC 
a FO 
Neig 


AF 
Giyer Yo t) = mexpL— rE Yri yn] 


常 称 为 短 时 传播 子 . 不 同 的 离散 化 规则 导致 不 同 的 G BFE he 
一 的 要 求 是 它 满足 FPK 方 程 至 Ol). 一 种 特别 简单 的 传播 子 
是 
GCy,y',7) = (227) 1 [9,,] | exp [- > | «exo 
L2,— n2] [5,]" | 2e 50 2,— Pam Ye 1] 


— fag) + cory)} (5.5-43) 
式 中 
Bop 一 cb, (y) + db. Cy!) 
a, ca (y) + da (y) Gru m M2, um) 
ebd d, OS c,d sl 
a. Hobo 分 别 为 FPK HRNRBST RAR, LRBRSM, 
[oJ] KARIM [l 的 行列 式 . 
文献 [34] 给 出 了 一 维 情形 的 数值 计算 步 独 ， 与 解析 结果 比较 
表明 ， 当 空间 离散 化 与 时 间 步 长 满足 由 洒 移 与 扩散 系 数 确 定 的 一 
定 关系 时 ,该 方法 一 般 给 出 良好 的 结果 ,只 在 概率 害 度 峰 处 偏 低 百 
分 之 几 , 而 尾 区 偏 高 。 该 法 计算 效率 较 高 ， 且 易 推 广 于 多 纹 问 题 . 


Kapitaniak?" $9 Fl IE UE it MELAS RF et 78 He TL DS P8 Rz 9 MR 
SEE, 


»6 标准 随机 平均 法 


5.6.1 引言 


如 前 所 述 ， 一 个 贱 性 或 非 线 性 动态 系统 对 高 斯 白 噪 声 激 励 的 
出 应 是 一 个 扩散 的 马尔 柯 夫 矢量 过 程 (简称 扩散 过 程 );， 它 的 转移 


rim 


Wee eH PPK 方程 支配 ,所谓 FPK 方程 方法 ,就 是 由 给 定 的 
动态 系统 导出 FPK 方程 的 漂移 与 扩散 系数 ， 并 在 相应 的 边界 条 
件 与 初始 条 件 下 求解 FPK 方程 。 当 激励 非 为 白 噪 声 ， 但 具有 有 
理 谱 密 度 时 ， 可 把 它 看 成 类 个 或 某 组 线性 滤波 器 对 高 斯 白 蝶 志 的 
响应 ， 从 而 包括 原 系统 与 滤波 器 的 扩大 了 的 系统 的 响应 为 扩散 过 
程 ,可 用 FPK 方程 方法 ， 对 非 线 性 系统 的 随机 报 动 问题 ,由 于 求 
解 高 阶 FPK 方程 的 困难 ,这 种 扩 阶 的 技巧 在 FPK 方程 方法 中 

很 少 应 用 (只 在 逢 函数 微分 方程 法 中 常用 这 种 扩 阶 技巧 . )。 然而 
应 用 随机 平均 原理 可 以 证 明 ， 在 一 定 的 条 件 下 ,线性 或 非 线性 动态 
系统 对 非 白 噪 声 随机 激励 的 啊 应 可 用 扩散 过 程 来 近似 。 这 个 近似 
扩散 过 程 的 FPK 方程 的 源 移 与 扩散 系数 可 由 给 定 动态 系统 的 运 
动 方程 经 适当 的 随机 平均 (或 随机 平均 连同 对 时 间 的 确定 性 有 平均)》 
得 到 ， 求 解 这 个 平均 后 的 FPK 方程 就 可 得 到 原 系 统 响 点 的 近似 
统计 量 ， 这 就 是 随机 平均 靶 。 因 此 ， 随 机 平均 法 可 视 为 随机 平均 
原理 或 随机 平均 原理 连同 确定 性 平均 原理 ) 与 FPK 方程 方法 相 
结合 的 一 种 方法 . 

经 过 和 随机 平均 与 确定 性 平均 ，FPK 方程 往往 得 到 较 A BY 
化 。 对 自治 系统 以 及 非 共 搬 情形 的 非 自 治 系统 ,平均 后 的 FPK 方 
程 的 维 数 往往 只 是 原 运 动 方 程 维 数 之 半 ，。 这 就 减少 了 求解 FPK 
方程 的 困难 ,扩大 了 FPK 方程 方法 的 适用 范围 FAT aoe 
自治 系统 ,平均 后 的 凯 值 包 ( 络 }) 线 或 能 嘻 包 ( 络 ) 线 的 FPK 方程 
是 一 维 的 ,至 少 可 得 其 稳 态 解 。 正 是 由 于 随机 平均 法 的 这 些 优 点 ， 
近 十 多 年 来 它 在 非 线性 随机 振动 中 获得 了 广泛 的 应 用 。 即 使 激励 
为 高 斯 白 噪声 ,也 常用 随机 平均 法 来 简 北 问题 的 求解 。 

' 随机 平均 法 是 一 类 方法 的 总 称 。 在 随机 振动 中 获得 应 用 的 有 
三 种 :标准 随机 平均 法 、FPK 方程 系数 平均 法 及 能 量 包 线 随 机 平 
均 法 ， 标 准 随机 平均 法 首先 由 斯 塔 科 多 诺 维 奇 在 他 的 著名 专著 加 
中 正式 担 册 ,基于 物理 概念 与 普通 数学 ， 他 导出 了 平均 FPK 方程 
WARSI RAHAN. FAS, Khasminskii’?, Papanicolaou 
与 Kohler?" 给 出 了 随机 平均 原理 的 严格 的 数学 证 明 。 在 这 种 方 


Lr 


kk rb ,随机 平均 是 针对 所 谓 标准 形式 微分 方程 进行 的 .因此 称 为 标 
准 随机 平均 法 ;也 称 为 斯 塔 拉 多 诺 维 奇 随机 平均 法 。FPK 方程 系 
数 的 平均 法 ,实质 上 是 漂移 与 扩散 系数 的 对 时 间 的 确定 性 平均 ,其 
理论 依据 是 Khasminski: 的 一 个 定理 路. 在 斯 塔 拉 允诺 维 奇 的 专 
善 甸 中 ， 还 为 杜 芬 型 振 于 的 随机 响应 导出 了 一 个 能 量 包 线 的 一 维 
FPK 方程 ,后 来 Robertsoa 应 用 能 量 平 衡 的 摄 念 导 出 了 同一 方程 
他 们 的 推导 一 直 被 认为 是 缺乏 严格 的 数学 基础 的 ,直到 1982 年 第 
Ber Khasminskii 的 另 一 个 定理 吧 基 础 上 ,针对 受 多 个 随机 激 
励 ( 包 括 外 激 与 参 激 ) 的 氢 保 守 系统 严格 地 推导 了 平均 FPK 方程 ， 
并 称 为 能 量 包 线 随 机 平均 法 .文献 中 也 称 它 为 广义 随机 平均 法 om ， 

关于 随机 平均 原理 ,随机 平均 法 及 其 应 用 已 有 若干 评述 中 二. 
本 节 与 下 一 节 依 次 给 出 在 随机 振动 中 应 用 较 广 的 标准 随机 平均 法 
与 能 景 包 线 随机 平均 六 的 平均 FPK 方程 的 推导 ， 雇 及 这 两 个 方 
PEGE SE ERE Fe FE BRP LA Be Ha a A. 


5.6.2 随机 平均 方程 的 推导 


旦 然 关 于 随机 平均 原理 的 极限 定理 9* 江 适用 于 更 一 般 形 式 的 
方程 ,此 处 考 虚 在 随机 探 动 中 常 遇 到 的 如 下 形式 的 随机 微分 方程 ; 


£ Y; = eF, t) 十 &g; (Y, OX (5.6-1) 


pm 1,2,--*.08;r = 1,2,7, 


Ap XG) Be eS KEL RRs YO) Ron 
矢量 随机 过 程 , 表 示 系 统 的 响应 ; f, Sen BY St HACER 
ftn BEB; O< ee C1, SRAM HA, A 
BE TE TEE RE 9 05 3 Sheet i A B) T AS, EE — 
与 成 正比 ,而 第 二 顶 与 成 正比 。 有 时 称 45.6-1) 为 标准 形式 的 
微分 方程 | 

首先 指出 ,如 果 s 与 于 (的 的 各 分 量 的 相关 时 间 足 够 小 ,那么 
YC) 将 是 近似 的 马尔 栖 夫 过 程 ， 这 可 大 致 推论 如 下 。 在 实际 应 
用 中 ， 马 尔 柯 夫 过 程 仍 定 的 合理 性 常 基于 下 列 充分 条 件 ; 两 个 非 
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HRA AI LMR Oe BE. ATER, REEE 
RATA MEL XG) 各 分 量 的 相关 时 间 都 大 得 多 ， 那 样 YO 
在 这 些 时 间 区 间 上 的 增 量 就 可 近似 看 成 独立 的 ， 即 KG) 可 近似 
大 成 马尔 柯 夫 过 程 。 另 一 方面 ， 过 程 YGO 的 松弛 时 间 的 量 级 为 
G 2x] “ 。 如 果 在 时 间 间 陋 比 此 松弛 时 间 小 得 多 的 各 离散 时 记 
上 观察 随机 过 程 YOO), 就 不 致 于 过 多 地 失去 关于 该 过 程 的 信息 . 
由 于 XC) 的 相关 时 间 与 © 都 足够 小 ,因此 ,总 能 找到 这 样 的 时 间 
Kil, 使 得 在 这 些 时 间 区 间 的 端点 上 观察 Fe) Bb, Ye) 为 近似 
马尔 柯 夫 过 程 ， 司 时 又 不 致 过 多 的 失去 关于 Yo) 的 信息 ; 
现在 来 推导 上 述 马 尔 柯 夫 过 程 的 转移 概率 密度 所 满足 的 FPK 


方程 。 由 (5.6-1)},。Y 在 [tsd Ar]. 上 的 增 量 为 
AY; - Y, =} As) — Yir 


itåi 
- | etfi Yu), v] du 


. 十 r ee[Y (u),u)X,Cu)du (5,6-2) 
—pr SIH | 
aKy,r) lim à ELAY; YG) = y] 


= lim 上 工 el {{ UP 624 YGo ,u)du 


Amo Ag 


十 p^ eg; Y(s),n)X,Cu)du } | YCe) 


- O) (5.6-3) 


由 于 8 在 ttan 上 变化 很 小 , 上 式 中 第 一 项 可 取 为 ep 
[yC]. BOM HF YO) 与 Xe) BK BH BR XCO 
的 均值 为 零 ,第 二 项 也 不 为 零 .为 求 其 值 ,将 fi GO, 在 YQ) 
处 展 成 泰勒 级 数 

gil Yu), u) = g,[YCO, nl 
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+ CY Gr) — YO) 2 glY Ol tee (5.6-4) 
f . 


BU FC 5.6-2), . 
Y) — Yo = V ALY), oldo 


4 | sgul YC), 1X, (»)de 
一 r ego YCO v )X vd 十 OCe?) (5.6-5) 

将 (5.6- DRAG 6-4), 然 后 代 和 人 (5.6-3) 的 第 二 项 ,得 
im L g [ÈC eg LYO), 4) XCu)dul YC) = y0] 


Ari A 


æ im LE [sac Y CO, X Ca 
aa Ee) Ad E 


+ M e ay, gk Y CO dau YO), 1X GXGo)dedu) 


x TY) - xc + 0s (5.6-6) 


上 式 中 第 一 项 ,由 于 X(w) 的 相关 时 间 很 短 , 可 选取 Ar 使 该 相关 

时 间 比 Ar 小 得 多 ,从 而 可 认为 YOOXER. LHF XQ 

之 均值 为 零 , 上 式 第 一 项 为 零 ， 第 二 项 中 ,YY( 与 XQ») 及 Xv) 

也 可 认为 不 相关 。 略 去 e 小 量 , 代 人 (5.6-3) 得 一 阶 导数 矩 
Cyst) Sf ly) 


十 g* lim d NN Og Lyte) uj 
ai AF ds : Oy, " i 


X gulps ELX C0) X Co )] dudw (5.6-7) 
(j = 1,2,7 7,9) 
3t [pL Hh TEZE SR 


bay = lim L- [OY (7 eutyG)odastyGC) el 
i ei Ag Je i " . i , 


x ELX (uX Cu) dvdn (5.6-8) 

Cik = 1,2,:*-,8) 
进一步 计算 表明 , 三 阶 及 三 阶 以 上 的 导数 矩 都 是 & REE 
营 。 因 此 ,如 果 略 去 阶 玉 共 以 上 小 量 ,那么 (3.6-1) 的 崎 应 Y Go) 
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MH SE a FPK FRE ARB GROS 6.675, Ws 
RRA 6-8) RAS, YO) SUP RHE. RRB 
FT LAX ToRRSSEBASHRESHIERE, HERUNRIBGE 
理 , 随 8 > 0, (5.6-1) mR YC) fp Ole") 量 级 的 时 间 区 间 
5d aT U4(5.6-7)5 (5.6-8) Hal FPK 方程 漂移 与 扩散 系 
数 的 扩散 过 程 。 
若 XU OF BREE, OY 
ECX Ca) X,Cv)] = R(T) t= o~e (5.6-9) 
作 变 量 代 换 
u y 
T-0—W (5.6-10) 
(5.6-7) 中 积分 在 变换 前 后 的 积分 域 分 别 如 图 5.6-1 4 与 5 的 
阴影 区 所 未 。 


t +t 





Hi s.6-1 
zr Us d NE MU | 


aly, t) — eFt) 十 s* lim | f dr 
aiei L Ag Jar 


ERA. ð 
x | dy, gy Cy HY v + OR, rds | 
i= I 


(5.6-11) 
由 于 AGO AAAS REBEL At 小 得 多 ，(5.6-11) 中 
RIR —42: 可 近似 地 代 之 以 一 w ,而 # 一 ?可 近似 地 代 之 以 


上 


s BUR 
ay, = efir) 
+ s | Dura gu Cy + DRM (5 6-12) 
类 似 地 
bal yt) = 8 r go reu ie TRACT dr (5.6713) 
RY BRD BE TOI oye RB 


. R,Cr) am 2D,,6( v ) (5.6-14) 
出 漂移 与 扩散 系数 化 为 
e yi) = ey. n) + e, E gi y Og Cyn) (56-15) 
i . 
ba Cy, D) = 82D pu É y  DguCy n (5.6-16) 


此 结果 与 【5.3-58) 一 致 , 这 说 明 平 均 FPK PREM 
关 时 间 趋 于 笃 时 是 精确 的 ， 同 时 也 说 明 , 斯 氏 白 曲 声 , 即 物理 白 噪 
声 是 实际 的 平稳 宽带 稍 机 过 程 的 在 极限 情形 的 合理 模型 ， 

一 般 情形 下 ,(5.6-1) 中 f; 与 gi, 都 显 合 时 间 +， 从 而 经 上 述 
随 视 平均 后 的 FPK 方程 的 漂移 与 扩散 系数 也 显 含 时 间 * 因此 
many YO 一般 不 是 时 齐 的 扩散 过 程 。 然而 ， 了 (om ERREEN 
fa] eu 变化 , 而 fj 与 gs, 是 按时 间 * 变化 ， 相 对 于 YO 来 说 ， 
f; 5 £g, 是 快 变量 , 因而 可 以 对 平均 FPK 方程 的 漂移 与 扩散 系 
数 C(5.6-12) 与 (5.6-13), 或 (5.6-15) 与 (5.6-16) 关 于 时 间 : 进行 确 
定性 的 平均 ,以 进一步 简化 FPK 方程 , 即 


ay) — M (aiCy (5.6-17) 
ba y) — Mibu Cy. 0) (5.6-18) 
Ed 
. 1 TT 
Mi{*} = lim 4r. | {+}de (5.6-19) 


BAS a 关于 时 间 * 是 周期 的 ， 千 期 为 Ti， 则 (5.5-19) 中 可 
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令 T-—T,. 此 时 确定 性 平均 就 是 非 线 性 据 动 中 克 雷 党 夫 - 包 哥 
B AES, 

经 确定 性 平均 后 ，FPK 方程 的 漂移 与 扩 般 系数 不 再 显 俐 时 
闻 ^ Mig YO) RANT RIE WASSER, ERR 
定性 平均 使 得 FPK 方程 大 类 简化 甚至 降 维 ， 但 赔 时 也 可 能 会 失 
去 一 部 分 信息 * 这 种 信息 有 时 是 重要 的 。 因 此 ,在 推导 随机 平均 方 
程 时 可 先 求 随机 平均 ， 是 否 需 要 再 进行 确定 平均 应 视 具体 问题 性 
质 而 定 。 不 过 ,大 多 数 应 用 中 都 包 合 确定 性 平均 这 一 步 ， 

当 XQ) 为 受奖 定性 宴 变 时 间 函 数 调 制 的 平稳 宽带 随机 过 程 
时 ， 只 要 将 调制 函数 并 人 Ehr 就 可 按 平稳 随机 激励 情形 一 样 处 
理 ， 但 不 能 对 调剂 函数 进行 时 间 平 均 。 


5.6.3 单 自由 上 度 拟 线性 系统 的 平均 FPK 方程 
考察 如 下 拟 线 性 系统 
eHY,Y) + wi¥ — XC) (5.6-20) 
式 中 Xo 为 办 均值 平稳 宽带 随机 过 程 , 谱 密 度 为 SCw)， 这 是 标 
准 随机 平均 法 应 用 于 啊 应 预测 最 为 成 功 的 情形 。 
引入 变换 
YR) = A(t)cos @ 
Yl) A sind, = wt -- 8 (5.6-21) 
(5.6-20) ER ERBEN NE DE 


. 2 
A= = fl Acos®, — 4o, sin 0] sing — © XC) sino 
ida i, (5.6-22) 


i 
6 = -5— fLAcos 0, —A m sin®) cos — —— X(Dncos d 
Ad co, . do, 


按 上 小 节 的 论证 ,，(4, 8》 近 似 为 二 维 扩散 过 程 。 经 随机 平均 的 
FPK 方程 漂移 羽 扩 散 系数 , 按 《(5,6-12) 与 (5.6-13), 为 


1 3 
a,(0,0,7) — *- fKacos p, —Aw, sin p) sing + f cosp 
9n aio; 
L] 
x| cos («p + or )R(r)dr 


+ 2435 + 


i 
一 -一 fCacos o, —a w sin q ) sin p 
cn 


=} 





- {SC c,)cos'p 一 Ca.) sin peos pl] (5.6-23) 
aci 


gt. 


一 En [x5( 0,5 sin 2p + IC, C1 — 2cosp)] (5.6724) 
4 





a,(2,0,7)— {Cacos p, —aw, sin p)cosq 


| 
bu(0,0, 8) em 28 SG 0. uina, (5.6-25) 
£0 


bu 2,0, 1) = bn( 6,0, 1) m SECO) gin 29 (5.6-26) 
go, . 


i 
$a? F) — Leta SC im) cos’ (5.6-27) 


atawi 


AP Sn) 是 XG) 的 谱 密 度 在 o bo 


iCwo,) = | R(r) sin odr (5.6-28) 


为 相关 函数 的 单 边 传 立 叶 正 驼 变换 。 

所 有 漂移 与 扩散 系数 省 是 时 间 2 的 周期 函数 ， 周 期 T. 近似 
为 2x/ os， 相 对 于 O 与 Bt， 它们 是 快 变量 ， 对 它们 进行 确 
定性 平均 ,得 


ala) = E Fea) + ES ——— (56.29) 
iy žao 
aa) = — È- Gla) (5.6-30) 
gh 
baa) - Pasko) (5.6-31) 
a 
by, = by = 0 | (5.6-32) 
ba) 一 EX (5.633) 
a i 


式 中 
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i is " . E 
F(a) = — 2. | fCacos p, —aw sin p)sinodp (5.6-34) 
x jo 


G(a) = — r [Cacos p, —aw sin p)cospdp (5.6-35) 

MERA T ix Ere FA REM s dE T, EFS, 
XX SESS ETHER iE [0,24) 上 均匀 分 布 , 并 对 ?在 (0, 2x) 
上 进行 集合 平均 。 从 而 平均 后 的 尘 移 与 扩散 系数 都 与 9? 无关， 

经 随机 平均 与 确定 性 平均 以 后，《 导 6). 为 近似 时 齐 扩散 过 
程 ,支配 它 的 转 秘 概率 密度 pCa,9,:1ao,6,,1) AY PPK 方程 为 

P - 2 (EEL — E ?| + 962 op 

ör Qa ` sa, | O0 


' Zac: 
&'x5( uy J 1 Op _ 
+ Zwi (E+ at as) (5.6736) 
TR nz i Bt Bi B PLUR A 


dA 一 [-£ S. FCA) 十 EF" ds 十 SIS 0017 a o) 
d. 


dB = — E G( 4)di 十 ELTS ins l dW Ct) (5.6-37) 


其 中 wn t wi) RIYA GUN. 
由 (5.6-37) 第 一 式 不 依赖 于 日 知 ，A(z)》 ABB ER 
过 程 ,其 转移 概率 密度 postlas) 由 下 列 FPK 方程 支配 
Op m 9. (SEC eta SQ ws) ) ?| 
Or Oa Og Žao 
+ a) e 


(5.5-36) 与 (5.5-38) 的 初始 条 件 分 别 为 
gCa,0, 1] 0,,0,,5,) m Sla — a JECO 一 6,),1 = n (5.6-39) 


(5.6-38) 


与 . 
pCa,tla,s = Sle — a), rt (5.6-40) 
若 激励 XC) 为 非 平稳 宽带 随机 过 程 , 但 为 匀 调 过 程 , 它 可 表 为 
XU)  f(0X9() (5.6-41) 
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其 中 KO 为 时 间 + AOR PERAK. XO) 是 平稳 宽带 随机 过 程 ， 
BA. TERP ETRA E 9, $9 ox GE 5 op hAR 
(5.5-23) 至 (5.5-27), 只 是 其 中 的 SC) 应 代 之 以 POSC). 但 
去 进行 确定 性 平均 , 就 必须 对 FDSCws》 随 :的 变化 快 旨 加 以 区 
jr. BREE PCOSCo.) Bü: 的 变化 是 缓慢 的 ， 如 同 AG) 与 
6@(:)， 那 么 ， 在 进行 确定 性 平均 时 可 把 POSC) 当 作 常数 进行 
处 理 。 所 得 的 PPK 方程 仍 同 (3.5-36) 与 (5.5-38), 只 是 其 中 
的 So WAZ POS), MRR SL A oe aL 
的 参数 ,也 可 类 似 进行 处 理 。 | 

Spanos?" 推导 了 线性 振子 受 有 具有 渐进 谱 密 度 

SC o t) | AC, 1|? SC) 

的 非 平 稳 宽 带 随 机 激励 情形 的 随机 平均 方程 ， 他 们 所 得 到 的 关于 
ifj od) FPK 方程 形 同 (6-38), 只 是 其 中 So) 代 之 以 
SÈ oest). 应 指出 ;这 个 推导 是 不 够 严格 的 ,因为 推导 中 涉及 具有 渐 
进 谱 窗 度 的 非 平稳 激励 的 协 方差 的 传 立 叶 余 芒 与 正弦 变换 ， 它 们 
不 一 定 能 用 源 进 谱 密度 表示 . C 

还 要 指出 的 是 ,对 于 系统 同时 受 谐 和 与 宽带 随机 证 励 的 情形 ， 
例如 4.6-20) 右 边 代 之 以 etb sin vi 十 sXXt,、 仍 可 应用 随机 平均 
法 ;但 此 时 应 分 共 据 情形 与 非 共振 情形 ， 在 非 共 振 区 ,可 按 只 有 宽 
带 随机 激励 情形 一 样 进行 处 理 。 在 共振 区 , 设 


1 
el = (2 ») + SA (5.6-42) 


其 中 A 表示 固有 频率 与 外 如 诺 和 激励 频率 之 间 的 解 谐 , 与 了 
是 两 个 不 大 的 互 质 整数 。 原 方程 可 改写 为 


y+ (2 ») Y = —sDY, Y) + AY 一 5sinyr] + eXCO] 
(5.6-43) 


对 上 述 方 程 作 变 换 
Ya dcos 
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Y= 一 二 vA sin $, 由 一 vite (5.6-44) 


可 得 4,0 所 满足 的 标准 形式 一 阶 方程 组 。， 对 此 可 应 用 随机 平均 
bk. WERDE. (4,0) 是 近似 二 维 扩散 过 程 ,但 AG) .不 再 是 
近似 一 维 扩 散 过 程 。 因 此 需求 解 二 维 FPK 方程 ， 一 般 只 能 用 数 
(ME, 


5.04 单 自 由 诬 拟 线性 系统 宇 均 FPK 方程 之 解 


FPK 方程 (5.6-38) RARER T ERS AR S 
解 、 此 时 ef(Y,Y)— 20oY ,S'F(a) — Cota, Gla) = 0, HW 
励 具 有 渐进 谱 窗 度 So, +), H Co, 1) Bie HIER, Spanos 
等 "得 到 转移 概率 密度 为 





P (2, tl ag, ty) - 2 
ck tast) 
a + gie wor aa,e tF : 
x exp |— 2c(&,1) j^1 cn, t) | (5.6745) 
式 中 
c(t = exp( —2 Low) 
x j exp( 20 ou YSK og # du (5.6-46) 


i, Wh Ul SER DEL r= t— h, 

当 激 励 为 平稳 过 程 时 ，4(Cz) 为 时 齐 扩散 过 程 ， 若 令 fr -一 
名 ,但 了 为 有 限 , 从 而 e(t) m e oi) — rr mem, (5.6- 
15) 化 为 (3.4-84), 其 中 OQ — 1 — £9, 与 (5.6-457 相应 的 《5.6- 
36) Z EK 


-—— 9 ^. — 22 
PCa,0,112,,9,, fo) Incl eof) exp 265, 3) le (5.6-47 ) 
式 中 


a, = Gcos qp — ocost + oor je Fo" (5.6-48) 
a, = a sinp — asin( P+ wr Je ta, p= wot +6 


异 助 于 变换 (5.6-21), 可 将 (5.6-47) 变 换 成 位 移 与 速度 的 转移 概率 
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iru 
pty, Ffl Fas fosta) = 


式 中 


1 | ai + ai | 
一 一 一 一 一 一 exp | 一 一 -一 一 一 5.6-49 
2xc(5,1) P 2c( 5,1) ( ) 


ot, = y — e Cy cos mof + y, sin wor) 
a, = $— e v myosin wor + Peos op) — (5.6-50) 
CT ie S EEBEHEAA GET o cla, 0) ERES RE HD 
45 5 x. | 
FAHER a, 一 0。 比较 45.6-45) 与 45.6-47) 知 ， 4 86 
统计 独 辽 ;有 目 台 在 [0,2 wx) 上 均匀 分 布 , 即 


pCo, 0,1) = > fCat) (5.6-51) 


其 中 pCa.) d (56-45) 中 令 a — 0 得 到 。 上 述 结论 也 可 由 直 
接 比 较 (5.6-36) 与 (5.6-38) 得 到 。 因 此 ,(5.6-517 在 所 线性 情形 仍 
成 立 ; 只 要 d, = 0, 

wt TEAR CERF. PAMI 2k RRR Le TERE ae 
(5.6-38) 2 BE ME, 

当 激 励 为 平稳 过 程 时 ，(4,e) 或 4 是 近似 时 齐 扩 散 过 程 ,加 
上 激励 充分 长 时 间 后 ,它们 将 成 为 平稳 扩散 过 程 ， 从 而 2 -— 0, 


HEAT HosECS.6-36) £y (5.6-38), JE? UE US — (ER EF, HBAS 
(5.6-51) 的 结论 


pK, p) — x p,Ce) (5.6-52) 


这 说 明 无 论 初 始 条 件 如 何 , 达 到 平稳 状态 之 后 ,相位 马 总 是 均 勾 分 
布 的 ,因此 只 央求 (5.6-36) 的 稳 态 解 。 它 为 
pa) 7 Caexp — C5 f FG» )du] (5.6-53) 
Xm c 为 归 一 化 常数 。 
借助 变换 《5.6-2z1》， 可 得 平稳 位 移 与 速度 响应 的 联合 概率 密 
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度 





plys) pa) opt (3.6-54) 








Tritt 
在 线性 情形 ， 
ü al 
pa) = "dau (- p ) (5.6-55) 
uma l 
pP.) opi 
x exp{— -L- ty + pf on] (5.6-56) 
lc 
其 中 
SC) 
m (5.6-57) 


E 3.4 节 中 的 结果 一 致 ， | 

3 PH JE, EU KE BD eY LY) 一 e .YY， 同 时 激 
FG Nc MRED S) 一 S, 时 ,(5.6-20) 是 (5.4-56) 的 -- 个 特 
fA, REUS DER AL A OC Fl NIE RL EE GRA HH US 
BUSE RR | 


pa) — Cia ev|[- A [hudu] (5.6-58) 





p») =m C, exp] 一 alco (5.6-59) 
uU 


25, 


将 在 6.2.3 rh SERE OG ce LESE RE £2 HE RBA, 
Ee 


amt py uult 


ERY, Y) |= e'gC Y ) +e RCY) (56-60) 
其 中 gCY) 表示 线性 或 非 钱 性 阻尼 力 ，RCY) 表示 非 线 性 恢复 
Als f&$A.(5.6-34) 5(5.6-35)5n, F(a) AS gCY) 有 关 ,GCa) 愉 
与 R(YO WX. 而 (5.6-53) 与 (5.6-54) 孝 与 Cle) 无关， 然而 由 
FPK J f 5S EUM HIEREKS HUH EEF 
Bémy. ix ARR AERA LIE N ER hEr E Sd TEER PE IUBE Sq A Do LA 
的 影响 。 这 是 该 方法 的 一 个 局 限 ， 应 该 放出 ， 弱 非 线 性 刚度 项 是 
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“esto = ,8 (potoro = SETA 
um 





oro = *parz,s oz T = S (ooo "SETS 
cr = ,8 (9) $2070 = Ege 0T 9 v t (4) 51070 = *5xz,9 “5070 =? (9) 
VEER GUT SG A EO 1-976 图 


(pl, 


tv OF Ü pz- 








+ $9525 





X Tz6-10 06 19 20 30 
¥ 

(b) 

m3.6e-3 AMR V ENDO USNEEEESEXCEDE 


87 0.2, 52x«5, m= 0.2, —BREULE-DJHEM LO RUE MRAM, Ca) 位 移 要 站 
GE; Qo MARES CO RSE 





在 确定 性 平均 过 程 中 失去 的 。 在 多 自由 度 情 形 。 将 会 失去 更 多 的 
Ti", 

标准 随机 平均 法 应 用 于 预测 各 种 弱 非 线性 阻尼 系统 在 宽带 
随机 激励 下 的 响应 特别 有 效 .已 用 这 和 神 方 法 研究 过 的 非 线 狂 阻 尼 
包括 : REMI REO , WART” RORE”, 
下 面 以 范 德 让 振子 对 平稳 宽带 随机 激励 的 响应 为 例 ， 说 明 标 准 随 
机 平均 法 的 应 用 与 精度 。 运 动 微分 方程 为 


?+l YY + Y = XQ (a) 
这 里 wo 一 1， 技 上 述 步 难得 平稳 幅 信 概率 密度 | 
Ka) = Note exp | 一 ia; C - 17 (b) 


AP SO) 29 XCGO 的 谱 密度 在 w 一 1 上 之 值 。 而 平稳 位 移 与 速 
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度 的 联合 概率 密度 为 
PAETE D ia M'ap | 一 XD 
其 中 NU 与 MU 都 是 归 一 化 带 数 ， 


NoMa fo [- inis 


Qn y» (c) 


(a! — 4Y | da 


=x A StDeri( 一 Jay) (4) 


M Ce) 可 用 数值 方法 求 得 平稳 边缘 概率 密度 5,60. 520) 8 
AAA (b) RG 


ELA) e EXD ap (1/2519) (e) 


而 平均 幅 值 则 可 从 《b》 数值 积分 得 到 。 | 

Shs, SC 5, 由 数字 模 报 得 到 的 相 平 面 
H] 5.6-2 可 觅 ,系统 的 稳 态 响应 是 一 个 扩散 的 极限 环 ， 文献 [60, 
61] 列 出 了 平均 法 与 数字 模 报 结 果 的 详细 比较 。 比 较 袁 明 ， 当 非 
线性 温度 s^ Puls MET 0.2) 时 ,随机 平均 法 给 出 的 Ce), 
po. pO) 及 EL?) 都 与 数字 模拟 结果 很 接近， 图 5.6-3 与 
$.66-4 给 出 了 e — 02 时 的 一 些 比较 。 平 均 法 结 昌 与 数字 模拟 结 
dm eh © 的 增 大 而 增 大 ， 


3.0 6.0 
ma 
cS 2.0 =, 4.0 
1.0 ^ 2.0 
v 0 
0.4 08 1.2 1.8 2.0 0.4 0.8 1.2 2.0 
e 20884 e*2m5n 
(4) ip) 


Hl5.6-4 ERT WEE. 
oF e 0,1. — A R EE E; ORFE. a) SEULS Cb) 志方 幅 值 


顺便 指出 ， 等 效 线性 化 与 高 斯 截断 法 给 出 了 范 德 波 振子 对 自 
噪声 的 均 方 响应 的 错误 结果 "， 
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5.7.1 能 重 包 线 随机 平均 方程 的 推导 


如 前 所 述 ， 标 准 随机 平均 法 的 一 个 缺陷 是 不 能 计 及 非 线 性 恢 
复 力 对 闻 应 统计 景 的 影响 ， 而 能 量 包 线 随机 平均 法 能 弥补 这 一 能 
陷 。 
捧 导 能 量 包 线 随 机 平均 方程 可 有 两 种 不 同 的 办 法 ， 一 是 类 做 
于 上 节 推 导 的 标准 随机 平均 方程 ， 从 物 班 概 念 出 发 并 运用 普通 的 
数学 进行 推导 以 4 0 二 是 从 一 开始 就 假定 激励 是 物理 高 斯 白 曲 
A, 加 上 Wong-Zakai 修正 项 , 将 运动 方程 转换 成 位 移 与 速度 的 
REGRESE, AARP RR DS MS Mire SRP 
芯 随 机 微分 方程 ， 最 后 对 能 量 方程 进行 平均 ka。 当 Wong-Zakai 
修正 项 中 只 包含 阻尼 性 质 项 时 ， 两 种 办 法 推导 所 得 的 平均 方程 将 
是 一 致 的 。 世 在 Wong-Zahai 修正 项 中 含有 恢复 力 性 质 的 项 时 ， 
用 前 一 种 办 法 推导 的 平均 方程 中 将 失去 这 些 恢复 力 性 质 的 项 ， 升 
后 一 种 办 法 推导 的 平均 方程 能 计 及 这 些 项 的 影响 。 此 处 采用 后 一 
种 办 法 进行 推导 。 | 
25 E JH OE a EGGS BJ AS ER E 3E ER EE Br LAS £x 
Y ef Y Y) + g(Y) = en CY Yon CO (5.7-1) 
& -— 1,2,***,m 
式 中 Y} 是 未 扰 系统 《se 一 0 BD) 的 恢复 力 ;s 为 正 的 小 参数 ; 
€Y, Ý) 党 示 线 性 与 《或 》 非 线 福 阳 尼 ; £O) 是 物理 高 斯 白 品 
声 ,均值 为 零 ,相关 函数 ELELE +r) — 2 Du5Qe25 (5.7-1) 
右边 重复 的 下 标 表示 求 和 ，。 
(.7-1) 可 模型 化 为 斯 塔 拉客 诺 维 奇 徽 分 方程 ,然后 其 上 
Wong-Zakai 修正 项 ,化 为 下 列 位 移 与 速度 的 伊 芯 随 机 向 分 方程 
dY, 一 了 :在 (5.7-2) 
dY, — mY Yd + oQY,, Y4)4W (2) 
式 中 
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mCY,, Yi) — —sifCcY,, Yi — g Y 
+ DUMMY, Y) = b Y, Y; (5.7-3) 


PCY, Yi) = 82DUACY, YRC 1 Y) (5.7-4) 
WD 为 单位 维 纳 过 程 。 

《$.7-3) 右 边 的 果 加 项 为 Wong-Zakai 修正 项 ， 这 些 修 正 项 
使 未 扰 系 统 的 性 质 发 生变 化 ， 包 省 Y. 的 项 增 大 或 减 小 阻尼 ， 不 
fe Y, 之 项 改变 系统 的 恢复 力 。 因 此 ， 需 将 这 些 修正 项 分 成 合 
Y, SAKE 了 : 两 部 分 ,并 分 别 与 玉 扰 系统 的 阻尼 与 恢复 力 项 合并 ， 
他 定 合并 后 的 阻尼 与 恢复 力 分 别 为 go, Ya) 与 #Y,). (5.7-3) 
可 改写 成 


mCY,, Y) — —e8f(Y,, Y) — 2C¥,) (5.7-5) 
相应 的 系统 能 量 包 线 (或 总 能 量 ) 为 
E(:) 一 i Yi -- GCY,) (5.7-6) 
其 中 | 
GY) = N iu due (5.7-7) 
作 变 换 
Y, — Y, 
E |- + Yi-FG(Y,) (5.7-8) 


BRRR RUNI (5.3-46), RERECS.7 2) MA ER. Un TF ee SHE 
包 线 的 伊 蕊 随机 微分 方程 


dY, = +4/2E — 2G(Y Mt (5.7-9) 


dE = (F sê 2E —2G(Y) KY £2 E—2GCUY,)) 


+ 1 PCY, £4/2 E — 2GCY ))0d: 


£4/2E —2G(Y)e(Y, EV 2E —2G(YO dW) 
(5.7-10) 
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由 (5.7-9) 知 ，Y, fbtkdextfu.rH(5.7-1004, ERREWE, # 
KM Khasminskii AJE, TE e — OM AHR Ome aT, 
T ~ o/e), DH ECs) SHbSET—iHEd RUE. MKimEIOND 
e, E— 0E., FO) 可 代 之 以 一 个 一 维 扩 散 过 程 。 为 简单 
起 见 ， 仍 以 Es) RRP RNB. HRP hot Be ee 
机 微分 方程 由 (5.7-10) 对 时 间 进 行 平均 得 到 、 考 虑 到 《5.7-9)， 时 
间 平 均 可 代 之 以 在 8 为 常数 的 条 人 忻 下 对 Y, 作 一 周 上 的 平均 . 结 
果 为 
dE = UCE)d: + VC E)dW (1) (5.7- 11) 
式 中 


U(E) = "EE, k M |- el, 2E — 2GCY,)) 


+ LA 1E ED 
| 1 — JaE—2G(Y) 
4- eH"Hcy,, — 2E — 2G6CY,)) 
+ LeQuY28 19) dY, (57-123) 
+- / 2E — 2G(Y,) — 2G(Y,) 


VE) a —1_ UY M /2E — 2GCY,) 


x [e(Y,, /2E — 2G(Y,)) m 
ce(QNu-V2iE-—26(Y))gY, (52-12) 


L22(5 ___¢y, - 
T(E) 3p s PS (5.7-12 c) 
假定 g(Y0-—0 只 有 一 个 根 ，Y 5 Yr 分 别 是 E— GCY)=0 
的 最 小 根 与 最 大 根 ， 

与 (5,7-11) 相 应 的 FPK 方程 为 


L -2 2 tetep +1 S [alee] (5.7-13) 


BG pe plestley), MEDERRA 
© 357 * 


fCe 014) = aCe — 4) (5.7-14) 
或 p 一 ple 相应 初始 条 件 为 
p(e, 0) — Ce) (5.7-15) 
而 
ale) = UCE)| ga, 
ble) = VCE} lee, (5.7-16) 
PPK 方程 ($5.7-13) 之 解 为 原 系 统 (5.7-1) S EE WE CO ER ERE E EE 
一 次 近似 ， 
为 从 pest) 导出 Pytt) BH Pert) RA 
pCy, e, 1) - pCy,tleopCe. 1) (5.7-17) 
其 中 ply. tle) 为 在 给 定 能 量 包 线 为 e 的 条 忻 下 的 位 移 概率 密 
HE. Stratonovitch?H&iH, p(y, tle) 正比 于 能 量 包 线 为 e 了 时 系 
BERG DERE XE Y 处 的 时 间 , 即 
i =, Giy)ae 
Plysile) =— 7 — Gy) (5.7-18) 
0 G Cy) >e 
按 妇 一 北条 件 确定 常数 忆 之 后 ; 代 信 (5.7-17), 得 
pCy,e i) = r enD (5.7-19) 
Í V 2TCe) V e — CO) 
再 借助 于 变换 (5.7-~8)，* 得 位 移 与 速度 的 联合 概率 密度 
pons — PS: (5.7-20) 


T(e) cmd 1o 
Em, M acy) 只 有 一 个 零点 时 ， E — GUY) — 0 FUB — 
Y; & Yy, SWH—e fe, 从 pes) 到 PCat) 的 变换 是 -一 对 
一 的 。 然 而 ， 当 RY) AeTbBan, Epa AKAT kR, 
对 某 些 E 值 ,E 一 GCD 一 OR Ce 十 D/2 对 根 Yi YY. 比 
Wi. 《5.7-12》 需 对 这 (s+ 1)/2 KA CY, Y?) 积分 ,然后 加 起 
X. TAG Hw e 值 上 ,从 lest) 到 ply. 9.8) HERA 
是 一 对 一 ， 而 是 一 对 (# 十 1)/?， 在 一 般 情形 下 ， 很 难 确定 这 个 
+ $99 5 


转换 ， 对 平稳 响应 ，Dimentbergt 提出 了 一 种 可 能 的 变换 办 法 ， 
版 恒 指 出 ,代替 变换 (5.7-8? ,运用 变换 


A GCY,) = VE cos d 
Yif/ 2 — —V B sing (5.7-21) 


可 导出 相同 的 平均 FPK J;f8(5.7-13y'", 

以 上 推导 中 假定 数 励 为 物理 高 斯 白 噪 声 . 若 激励 为 散 科 噪声 ， 
但 其 强度 与 能 量 包 线 E 一 样 缓慢 变化 ， 在 对 能 量 包 线 妃 的 伊 茧 方 
程 进行 平 询 时 ,强度 可 看 成 常数 , 则 区 上 推导 仍 有 效 .Spancs 等 中 加 
用 第 一 种 办 法 推导 了 一 类 线性 阻尼 非 线 性 恢复 力 振子 受 强 度 惕 变 
的 高 斯 散 粒 噪声 外 激 的 能 量 包 线 随机 平均 方程 

从 物理 上 讲 ， 应 用 随机 平均 法 的 一 个 主要 条 件 是 激励 的 带宽 
机 比 响 应 的 带宽 大 得 多 。 对 线性 恢复 力 系统 。 响 应 的 带宽 只 取决 
于 系统 的 阻尼 。 因 此 ， 应 用 标准 随机 平均 法 的 主要 条 件 是 阻尼 充 
分 小 。 但 对 非 线性 恢复 力 系统 ， 系 统 的 固有 频率 依赖 于 系统 响应 
的 幅 信 .响应 的 带宽 不 仅 取决 于 系统 的 阻尼 ,而 且 取 决 于 非 线性 章 
强 絮 与 响应 幅 德 的 大 小 。 在 阻尼 相同 情形 下 ， 非 线性 恢复 力 系统 
的 响应 带宽 一 般 要 比 线性 恢复 力 系统 响应 带宽 要 宽 。 从而， 应 用 
能 量 包 线 随机 平均 法 时 ， 要 求 激励 带宽 比 标准 随机 平均 法 中 所 要 
求 的 更 宽 。 从 理论 上 讲 , 在 随机 激励 下 ， 系 统 的 响应 可 取 任 意 值 ， 
从 而 非 线 性 恢复 力 系 统 的 响应 带宽 可 为 无 穷 大 。 因 此 ， 应 用 能 量 
SR BS, OS RM ORES Am. eh, YY 
系统 的 非 线性 与 激动 强度 较 小 时 ,响应 取 大 值 的 概率 很 小 ,系统 的 
实际 响应 带宽 不 很 大 。 从 而 在 应 用 能 量 包 线 随 机 平均 法 时 ， 激 励 
"]25 dE GR, Bilin, Roberts 推导 了 在 非 白 噪声 外 激 下 非 线 
性 振 于 的 能 量 包 线 随机 平均 方程 ， 并 提出 两 种 计 及 激励 谱 密度 形 
状 影响 的 办 法 ， 

最 后 指出 ， 对 线性 恢复 力 单 自由 度 系统 。 能 量 包 线 随机 平均 
法 与 标准 哆 各 平均 法 将 给 出 一 臻 的 结果 。 但 应 注意 ， 当 Wong- 
Zakai 修正 项 中 含有 恢复 力 性 质 的 项 时 ,变换 (5.6-217 或 (5.6-44) 


= 259 , 


要 作 与 从 eCY 3] gCYO 相应 的 变更 才能 取得 一 致 的 结束 。 关 
于 这 一 点 将 在 7.6 中 进一步 说 明 ， 


5.72 能量 各 线 随 机 平均 方程 之 解 

34(5.7 - Dyrp ELS —"rF BRPLAPIK S BU h = L,Ay = 0, = 2--, 
m, Al LG) 是 强度 为 1G) ARAB, 10). 为 时 间 慢 变 函 数 ， 
BUR er) 时 ,平均 FPK 方程 ($.7-13) 形 为 


s! aV F _ 
+> f(s?) ap (CCe)pj (5.7-22) 
式 中 


BCe) 一 sty he Hy, V2 le — GQ] ay 


cc at rea tile — GG] dy (5.7-23) 


EREE, M sY, Y)—2lo,.Y, WXORGERHRPEEUXRE D, 
即 
ELY) = K| Y [gn OD (5.7-24) 
HS + 一 0 时 突 加 高 斯 白 噪 声 的 情形 ，FPK 方程 (5.7-22) 
已 得 到 精确 的 瞬 态 解 。 此 时 
Ble) = 2Loac 


C( e) = ae (5.7-25) 
甚 中 
a= Ar +1) ($3- 
(» +3) (5.7-26) 
SIAR 
— EQ) - 
ZG) Thot (5.7-27) 
A 
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a | D r(;ilyr FT) 


ME 
v " 1 iF ( y " 1 yr | zl (5.7728) 
a, 为 平稳 时 位 移 PARES. Roberts’ 给 出 的 瞬 态 解 为 


Tow 











Earl) T c GE 
2 zzog _ 
xe» | — ste EZ (1 (5.7-29) 
式 中 
p= 一 — 1, q = exp( —2 awot) (5.7-30) 


if) 为 p 阶 第 一 类 修正 的 由 赛 尔 了 通 数 。 
当 zom 0, 即 系统 初始 静止 时 , RA REEY 


2-1 |JZ3S,., x - 
Pe) = oe * exp ( 2) (5.2-31) 


按 (57-27) 5 (5.7-20) 可 变换 成 位 移 与 速度 的 联合 概率 密度 
zy 并 由 此 可 得 Yr) B4 Bit #6, 例如 ， 
ELY%e)) = 时 (站 一 oA — gat» (5.7-32) 
4 -co， 即 可 得 稳 态 概率 密度 与 位 移 均 方 值 ， | 
上 述 解 最 近 已 被 Spanos Sep ey rg AM 
声 激励 之 情形 | | 
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式 中 
cE = st aglr) | exp( 25a «cu ji (u)du 
2 te 
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r = ; — n, gir) exp (—2fcea,r) (5.7-34) 

MA et Oo EHE EDEN]. FPK 7j 4£2(5.7-22 Hp AO — Hee] 

PRUE EO), d: -oo 时 ， 它 将 趋向 于 平稳 扩散 过 程 。 令 

(5.7-22) 中 oe e- 0, SHR BI FE BY je Mh WER E20 3E 98 43 T BRAS 
W 


oe) = CT Ce )exp| - — A. -f fo du u| (5.7-35) 


Apc 29V — (btt gm DBEHIDAXÉENAU 率 密度 可 根据 
(5.7-20) 3 (5.7-35)i8 i 
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若 进 一 步 假 定 阻尼 具有 人 能量 依 赖 形式 , 即 
KY,Y) 一 KEJ (5.7237) 


(5.7-36) 





则 





ey.) = Cex | — x Mw )aw| (5.7-38) 


ray ety; 
EST GEZE —H, TR. 5 MEAD RRA H ARN. ER 
也 线 随机 平均 法 就 给 出 该 精确 解 


5.7.3 在 潇 迟 系统 随机 响应 预测 中 的 应 用 


许多 工程 结构 在 严重 载荷 (例如 强 地 震 引 起 的 地 面 运 动 ) 的 作 
用 下 由 于 届 服 而 呈现 出 灌 迟 性 配 ， 湛 迟 系 统 的 恢复 力 不 仅 取决 于 
RENAL, MARA RSNA, HRA RS 
现 为 刚度 的 减少 与 能 量 耗 散 能 力 的 增加 。 HE RR BERE — ERR RU 
非 线 性 系统 ,人 们 曾 提 出 多 种 描述 灌 迟 恢复 力 特 性 的 模型 ,如 双 线 
HE BEA, 分 布 弹 塑 性 元 件 模型 洛 , 拉 姆 伯 格 《Ramberg)- 83r 
在 德 (Osgood) (或 代数 多 项 式 ) BAW, Bouc-Wen HIDRI 
方程 模型 中 "等 。 其 中 以 双 线性 模型 为 最 简单 同时 抓 住 了 请 迟 
效应 的 本 质 ， 因 而 应 用 较 多 。Bouc-Wen 的 辅助 微分 方程 模型 变 
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通 几 最 大 。 可 适当 调节 参数 值 使 之 描述 各 种 列 迟 特性 听 ， 且 便于 
与 运动 微分 方程 一 起 进行 处 理 、 因 而 近来 越 来 越 普遍 地 被 采用 ， 
关于 滞 录 系统 的 随机 响应 问题 已 作 过 许多 研究 ， 曾 被 采用 的 方法 
包 斤 基 于 克 雷 洛 夫 - 包 哥 留 波 夫 假设 的 等 效 线 性 化 法 om ,一 般 的 等 
Ak R ELE, HERR, PPK 方程 法 叶 ， 标 准 随机 平均 
法 cm 及 能 量 包 线 随机 平均 法 中等 。 其 中 一 般 等 效 线性 化 法 能 
给 出 较为 注意 的 均 方 响应 值 ， 而 能 量 包 线 随机 平均 法 则 同时 能 给 
出 较为 满 疮 的 响应 概率 密度 与 各 阶 矩 ， 此 处 各 述 能 量 包 线 随 机 平 
均 法 在 灌 迟 系统 随机 响应 预测 中 的 应 用 , 6.1.7 中 将 介绍 等 效 线性 
化 法 在 阿 一 问题 中 的 应 用 ， 关 于 没 迟 系统 的 模型 与 随机 响应 预测 
方法 参见 述评 1831. 

. 只 有 当 是 服 后 刚度 与 串 服 前 刚度 相差 不 太 大 ， 且 苦 机 激励 的 
强度 使 得 系统 很 少 发 生 届 服 或 完全 届 服 时 ， 潮 迟 系 统 的 响应 才 是 
案 带 随机 过 程 ,一般 情 形 下 ,响应 是 一 种 宽带 随机 过 程 '“， 标 准 随 
机 平均 法 只 在 响应 为 窄带 过 程 的 特殊 情形 才 给 出 较 好 的 结 Um 
而 能 量 包 线 随 机 平均 靶 适 用 于 响应 具有 较 宽 频带 之 人 情形。 由 于 湛 
迟 系 统 中 变 刚度 与 能 耗 两 种 效应 是 同时 发 生 的 ， 应 用 能 痢 包 线 随 
机 平均 法 于 沸 迟 系统 随机 响应 预测 的 主要 困难 是 如 何 将 动能 与 势 
能 分 别 和 精确 表达 出 来 ，Roberts 将 能 量 包 线 随机 平均 法 应 用 于 以 
BM D> HOM RE RRR Ae RR RAST 
RIUS, ABR Ao Hb e dE HR EE URL 7] 43 RE S ERR PEEL 3 
St. AIRDE AR ER dE HR BE BOE BE TORS ARO 
积 表示 阻尼 大 小 ， 其 结果 只 适用 于 滞 迟 回 线 很 罕 之 情况 ， 与 此 同 
时 、 笔 者 与 他 的 学 生 他 六 将 能 量 包 线 贿 机 平均 法 应 用 于 以 分 布 弹 
塑性 元 件 为 满 迟 恢复 力 模型 的 单 自 由 度 滞 迟 系统 的 随机 响应 预 
测 , 精 确 地 区 分 开 澡 迟 的 非 线性 恢复 力 与 非 线 性 盟 尼 效应 ,他 得 该 
法 能 在 较 大 的 系统 参数 范围 内 给 出 较为 满意 的 结果 。 

考 趾 在 白 噪声 激励 下 的 单 自 由 庆 汪 迟 系 统 ， 其 运动 微分 方程 
为 
Y + do + awi¥ + C1 a wif YY) = £O (a) 
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rr a 


Reis 


HiS.7-1.— (OBERE EIE AURIS (ORs TRAMETRA EE 

A 中 mm 为 届 服 前 线性 系统 的 固有 频率 ;ae 为 完全 屈服 后 与 屈服 前 
刚度 之 比 ; 5 为 粘性 阳 尼 系数 ; (1 一 ado Y, Y) ARRA 
A> £D AA, 谱 密 度 为 Su 

系统 (a) 可 用 图 5.7-1(a) 所 示 物 理 模 型 表示 ， 其 中 谐 迟 恢 
得力 用 一 个 或 多 个 乃至 无 穷 多 个 并 联 的 理想 弹 逆 性 元 件 (X. ER 
Jenkin 元 件 》 BAN. ETRE EH — 3E 5 — 1E ER 
串联 而 成 ,其 恢复 力 特 性 如 图 5.7-1 (b) AK, Eco EDO RU 
HARRIE K/N = (1 — «&/N, 得 各 元 件 的 滑 块 的 最 大 甬 诽 控 
为 (《 即 各 元 件 的 加 服 载荷 ? 贴 不 相同 。 当 元 件数 目 很 大 时 ， 所 有 并 
联 的 元 件 的 屈服 载 葡 可 看 成 是 连续 变化 的 ,并 可 用 pP 表示 其 
JEBE, P RR BARRA. 

初始 加 载荷 CY > 0) 时 ,所 有 弹 塑 性 元 件 的 总 恢复 力 为 


KY 
(1— aki, Y) = (L— o) if eat 


+&y | oaea} (b) 

式 中 of of ARBRE CI + dj*》 内 的 元 件数 与 总 元 

件数 之 比 .Cb)》 右边 第 一 项 表示 所 有 已 届 联 的 元 件 的 总 恢复 力 , 第 
二 项 表示 所 有 尚未 屈服 的 元 件 的 总 恢复 力 。 

WB C! < O, IZI < 4) Bi, PERSKE TERR 


Q — Qr Y) Q0 — a) (7 fp Dep" 
[AY — (k4 — OAF 





MEN 
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+ trY |, ego] Ce) 
std — SE ADM HAEEUELE, ARAA MERE 
CHORE, BOOED MRE BR MRM 
JE EUR B C 4:09 Bee 77 = ee ae A, PRA 
E B RERO BB e oo PE ARE 75. 

SD, ATS PRI aS RR AA. HET 
A AB BURCH A EE 以 产 )， 就 可 确定 总 的 潜 迟 恢复 
7] BUE SRIBUE Oc PERS UBER IIS 5 Uc 8E 7 26 | 

(1— aXkY, = (1— a|” fp i* ar (a) 
式 中 Y, 为 届 服 位 移 ， 任 何 连续 沙 数 只 要 使 |, 保持 有 限 从 ， 均 
可 作为 分 布 密度 ,因而 这 种 分 布 弹 塑性 元 件 模型 有 较 大 的 变通 性 ， 
应 用 中 ,可 先 通 过 实验 得 到 灌 迟 画 线 ， 然 后 选取 适当 的 of) 使 
理论 沫 迟 回 线 带 近 实 测 滞 迟 回 线 E pG) 一 G" — f?) 
时 ,上 述 弹 塑性 元 件 炉 型 化 为 双 线性 滞 久 模型， 

系统 (a) 的 势能 就 是 贮藏 于 图 5.7-1(a) 上 所 有 弹簧 中 的 变形 
EAM. Aam ERNE, 


GD- 人 ta 


[RY — Cha 一 f*)l'oCf*oaf* 


os 
tay [| oan] (e) 
类 似 地 , 可 写 出 加 载 时 的 势能 表达 式 ， 
引 人 变 换 4s.7-8), 得 能 量 包 线 己 的 微分 方程 
E = —26w,Y? — adclYY 
— (1 — aJeifCY YY + g(Y)Y + PE) (£) 
Mt CP) 进行 随机 平均 与 确定 性 平均 ,并 引入 无 量 岗 量 


r= eV, N= 2m , E, — E (g) 
ü 





4 wY 
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可 得 如 下 支配 转移 概率 密谋 p(erleQ) my FPK 方程 
2 - &- [sco - ^7 P] 
Žr Ó 


十 Y! ba [S4 ep] (h) 


式 中 

SCe)- [42fiCe:) 十 2DC¢,)1/TCe,) 

Se) 2fCeOl Te.) 

Aled = | ee 26GS Cl Y 94s G) 
yy 

ré f, Ee, — 2G G)/Cwi¥?) 


Di) = INI | o 'eCf df" Jay 


后 一 式 中 之 4 值 由 E = GCA) 确定 ， 
FPK 方程 《AD 的 肯 态 解 一 般 只 能 用 数值 方法 得 到 。 而 稳 态 
解 则 容易 得 到 , 它 是 


Ko ses "ell mes t xe O 


RC 由 H— CA WE. 而 平稳 位 移 与 速度 的 联合 概率 密度 为 : 








- - C N _ Yis Cu) 
p, f Ce) exp a DaN SL u) 
i » 
+ Stay | ete CO 





AP y. 为 无 量 纲 位 移 与 速度 
y 一 yl Y,, $ 7 9»/CusY,) (1) 
HO) 与 (4) UH BER Lordi RES Sh, 

M [73,74] PRI RRR, BI pU = acy? — 5 Spa% 
常数 分 布 密度 , 即 pO 一 11(2f,),0 «c f* < 11, BRE EAE 
VEN T3589 6r 19 15 7 RE, ASE BELA. 速度 及 能 量 的 概 
WEEE ,并 与 数字 镜 拟 结果 作 了 比较 《 例 匈 图 5.7-20.. SE IR HT. 
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图 5.7-2 TREORRAU TOROS, 
a= 1/21. — REAMER, ---- 基 于 K-B 腿 设 的 等 效 
线性 化 解 :OC 数 字模 氢 解 . (a) REREH OO. BEREE. 


a 一 1/2 时 ， 对 任何 激励 强 度 值 ， 埋 论 结果 与 数字 模拟 结果 氏 很 
Me, S a 一 1/21 时 ,对 小 与 大 两 种 激励 强度 ， 两 者 仍 吻合 良 
好 ,但 在 中 等 激励 强度 情形 ,两 者 相差 稍 大 ， 对 均 方 位 称 ， 最 大 误 
Hh 695 CHO ER EE MGR) 5s 17 镶 《到 限 带 常 数 分 布 密 度 ), 对 均 方 
速度 ,最 大 误差 分 别 为 25 移 《对 线性 清 迟 ) 与 18%( 限 带 常 数 分 布 
SE). CPN. ROXRIURGE DEUS 976 RER) 10%. 
CBR Hr dk p THEO, SEA RET RAS BLUE RZ 89) RU o (Cl 
方法 结果 的 比较 表明 ,能 量 包 线 随机 平均 法 给 出 的 结果 是 最 好 的 ， 
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第 六 章 ” 非 线性 系统 随机 振动 ， 其 他 方法 


6.1 等 效 线 性 化 法 


6.1.1 sn 


等 效 线性 化 法 又 称 统计 线性 化 法 ,或 随机 线性 化 法 ,是 工程 中 
应 用 最 广泛 的 预测 非 线 性 系统 随机 响应 的 近似 解析 法 。 该 方法 的 
基本 思想 ,是 用 一 个 具 朋 精确 解 的 线性 系统 代替 给 定 非 线性 杀 统 ， 
使 两 方程 之 涛 在 某 种 统计 意义 上 为 最 小 。 该 法 最 早 由 Booton'?, 
Kazakov™ 及 Caughey"! 各 自在 不 同 领域 独立 地 引入 。 它 是 克 雷 
洛 夫 与 博 驰 留 博 夫 等 效 线性 化 法 在 央 机 振动 中 的 推广 。 Iwan 与 
他 的 合作 者 "* 将 这 一 方法 推广 于 多 自由 度 系统 与 非 平稳 响应 ,并 
考察 了 统计 线性 化 法 之 解 的 存在 性 与 唯一 人 性。 Atalik 与 Utku™ 
则 将 此 法 推广 于 包 合 非 线性 屋 福 之 情形 ,并 在 激励 为 高 斯 过 程 时 ， 
给 出 了 最 优等 效 线性 系统 参数 的 封闭 形式 的 表达 式 。 此 后 的 发 展 
tu fa 3EXC TERR EE SIE 0015) A, BE" ER E, SCR 
线性 化 呈 及 等 效 非 线性 系统 法 由 等， 本 节 与 下 节 将 分 别 叙述 
等 效 线性 化 法 与 等 效 非 线性 系统 法 。 
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设 单 自由 度 非 线性 系统 的 运动 方程 形 为 
i mY be cY + RY + CZ) - X) (6.1-1) 
Xm z=(Y 了 YY， 了 是 非 线 性 函 数 ， 通 常 是 关于 了 ,了 BY 
的 多 项 式 ， 且 分 别 为 Y, Y, Y 的 奇 函数 ; ¢ 是 一 个 正 的 小 参数 ; 
XO) 是 替 均 值 的 平稳 随机 过 程 . 
设 (6.1-1) 存 在 平稳 响应 , 由 于 SAME XO AS 
均值 ,平稳 响应 将 是 零 均 值 的 平稳 随机 过 程 。 按 等 效 线性 化 法 ,用 


中 313 +. 


如 下 一 个 线性 系统 近似 代替 (6.1-1): 

(m m,)Y et eD + READY = XG) (6.1-2) 
Atm, c Rk 分 别 为 与 所 如 )》 等 效 的 线性 系统 的 质量 ,阻尼 
及 刚度 系数 。 将 (6.1-2) 的 平稳 响应 代 人 (6.1-1) 与 66.1-27， 形 成 
两 方程 之 差 

e(Z) = ef (Z) — mY — c Y — bY (6.1-3) 
BR, oe 是 一 个 依赖 于 mote R k 的 平稳 随机 过 程 .为 使 (6.1-2》 
成 为 代替 (6.1-1) 的 “最 佳 "等 效 线 性 系统 , 须 使 误差 过 程 。 在 某 种 
统计 意义 上 为 最 小 ,通常 选取 的 准则 是 使 。 的 均 方 值 为 最 小 , 即 选 
M mec: 及 ok, 使 得 
8 1 9 2 [5] 2 
| rnt ar Ele = ag PS (6.1-4) 
将 (6.1-3) 代 人 (C65.1-4), 可 得 确定 mece 及 k 的 如 下 矩阵 方程 
PR=O | (6.1-5) 
Bh 户 一 EZZ] 是 矢量 过 程 Zo mis R = Ek e 
ml 24M SU XE: Q— cE(SHZ)). 
当 不 包含 非 线性 惯性 时 ,(6.1-1) 可 改写 为 


P+ c¥ + AY + ag(¥,¥) — XQ) (6. 1-6) 
HEC RR ME 3 BE HH 
Pte bel + (e+ DY = XQ (6.1-7) 
按 上 述 步 最 可 导 得 等 效 参 数 | 
-SE[Yg) 2| eE[Yg] _ 
ke ELI’ ^^ BLY] (6.1-8) 


为 证 明 由 上 述 步 更 得 到 的 等 效 参 数 moe, BL 确实 使 Ele] 
AME, S EL] UNE 


2 1 ; 9! 3? 
E = —— Po LL i_™ o 
At [e ]i 2 Kano mi + Ac) E 








+ CAREY or E iAm « Ac, —9. 
BR? ed "öm, ðe 
+ 2456 + Ak, 6 
9 e,Ok, 
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十 2A am, ~ } Ete | +: 


TM 
—1/2^ELCO Am, T- Y Aci Y A4? i+ 
S dem Mp MES, 由 上 述 二 次 型 的 非 负 性 可 知 ， 按 C6 1-4) fas n9 
等 效 参 数 确实 使 E[et] 为 最 小 、 

(6 1-5) 53 (6.1-8) ch D s FF GO ERE RD OR M e c 
性 系统 (5.1-2) 或 (6.1-7) 的 平稳 响应 的 联合 概率 密度 ， 此 外 ,可 用 
《6.1-1) 或 (6.1-6) 中 弈 去 非 线性 部 分 后 的 退化 线性 系统 平稳 响应 
的 联合 概率 密度 ,所 得 结果 将 较 前 为 差 。 还 可 用 (6.1-17 或 06.1-6) 
的 稍 确 平稳 响应 联合 概率 密度 ,如 果 可 求 得 的 话 , 此 时 ，。 由 等 效 线 
性 系统 得 到 的 响应 蛤 将 是 精确 的 5. 

对 非 线性 系统 (6.1-1)， 才 等 效 线 性 化 法 求 平 稳 响 应 ， 化 为 联 
立 求解 (6.1-2) 与 (6.1-5) 一 般 可 迭代 进行 求解 。 首先 给 定 一 组 等 
效 参 数 初 值 ， 由 (6.1-22? 求 得 稳 态 响应 ， 并 计算 P 与 Q, RAR 
《6.1-57 求 得 一 组 等 效 参 数 新 值 ,再 代入 (6.1-27 求 平稳 响应 。 如 此 
循环 直至 满足 某 个 收 皱 准则 为 止 ,最 后 得 到 一 组 最 佳 的 等 站 参数 ， 
并 以 等 效 线性 系统 (6.1-2) 之 响应 作为 原 系统 [6.1-1) 响 应 之 近似 
对 系统 (6.1~6》, 也 可 按 此 步骤 进行 。 

当 滞 励 为 高 斯 过 程 时 ，Atalik 与 Utku™ 证 明 ， 等 效 参 数 可 
用 量 式 表 出 ， 为 此 ， 他 们 证 明了 如 下 定理 : # n 个 变量 的 单 信 
函数 4(Z2) 一 9(Z;,Z,,--+,Z,) ,其 中 之 为 零 均值 高 斯 失 量 过 程 ， 
E 2) 足够 光滑 ,对 Z 的 各 分 量 的 一 阶 偏 导数 存在 , 且 对 任意 


的 4 与 任何 Z,1g(2)1 < Aexp (S 21), ea < 2。 则 有 有 


E(Zq@(Z)) — EL ZZ" 1E(v4(Z)] (6.1-9) 
其 中 
T 
y= ÉE z o | (6.1-10) 


应 用 上 述 定理 于 (6.1-5), 可 得 . 
R — cE Vj] (6. 1-11) 
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Ht 
ke = «E [SE 5]. - eE |], m, 一 sE [$5] (6.1-12) 


(5.1-8)48 8] 28] (61-12) 2K, 由 此 可 知 ， 等 效 参数 即 为 非 线 
性 函数 梯度 矢量 各 分 量 的 期 望 值 , 

应 指出 ， 按 (6.1-12) 求 得 之 等 效 参数 表达 式 常 舍 方 差 窍 阵 P 
的 各 元 素 ， 将 它们 代 人 《6.1-2) 或 (6.1-7) RMS, 
问题 往往 归结 于 求解 复杂 的 非 线 性 代数 方程 组 。 尽 答 如 此 ， 应 用 
《6.1-12) 比 (6.1-5) 容 易 求 解 ,在 一 些 特殊 情形 下 ,还 可 得 封闭 形式 
解 。 


6.1.3 应 用 举例 
本 小 节 通 过 出 个 典型 系统 说 明 等 效 线性 化 法 的 应 用 ， 并 通过 
与 精确 解 的 比较 说 明 该 方法 的 精度 . 
首先 考 卡 硬 弹簧 社 芬 插 子 对 高 斯 白 噪 声 的 平稳 响应 
Y + aÝ + wllY + 8Y — EG) (a) 
ia 


‘MaRS C 之 退化 线性 系统 《se 一 0)] 的 位 移 与 速度 平稳 

响应 方差， m 
WH PPK 方程 方法 可 求 得 位 移 与 速度 的 平稳 响应 的 精确 联 

合 概率 密度 , 它 是 可 分 高 的 ,速度 呈 高 斯 分 布 ,而 位 移 昌 非 高 斯 分 布 


va) a 
eG Uo (e) 
1 £ i 
pty) =C ~ 去 orexp| -a | Y 47 | | {d) 
itch 
- jS« 1 1 
C^lmmy pe XP [as] e| TA (e) 


o 345+ 


Kial ORTA — BBE AS FUB BMC di a Be f 
移 的 方差 


ey e, 
xe(29*, -3 
a= / C ) P ( na. )/ 
m S f 
Ky TA ( ) 
式 中 DC) -2 Brito EE Ds 
再 用 统计 线性 化 法 ,可 得 (a) 之 等 效 线性 系统 方程 为 
¥ + pÝ + wi¥ ~ fC) (g) 
3 ch Ser rid 
coh 08 (1+ 3e0¥"}) Ch) 
if thee Fy 3H 
e? = [C1 + 12 soi, Y — 1)/6s (i) 


HE PER DEOS OP TRU RR ee p(s) A CO ,而 


ply) = —- ep 人 (一 yI2o7) o 
2x | | 

4 et, € 1 时 ,可 以 证 明 ， 精 确 到 -mi OG) 与 (0 局 

3Xp of, — 3soj,. X} € 0.1,0.5 及 1.0， 等 效 线 性 化 法 所 得 的 位 
BA CO SHH (D 比较 示 于 图 6.1~! E, REL OR 





d ud HA Moy, op/ oh 
1.0 «0.1 1.0 
^? 5 0.5 
a t 2 3 fy, ü 1 2 Say, 0 i 2 3 Ty, 
(a) (b ic} 
NE6.1-1. Rb32pACIGUNNGI DU SSUürE7MEES.—— ARAR: 


-— FAREEZ 
epil» 





Hl6.1-2 HARTARA E HE EEG EU. ONSE: 
---- BER. (a) em 0.1; (b) 2 0.5; (c) am 1.0 


线性 化 法 低估 了 位 移 响 应 的 方差 ,误差 随 6 与 oy, MATRA 
增 大 ， 但 一 般 不 大 ,即使 e L0, c, 一 3.0， 误 差 也 只 达 13%, 
因此 、 用 等 效 线 狂 化 法 预测 硬 弹 筑 杜 芬 独 毛子 的 位 移 网 应 方差 一 
般 是 可 以 的 。 

对 上 述 三 个 ， 值 的 精确 位 移 概 率 密度 〈d》 与 用 等 效 线性 化 
得 到 的 高 斯 概率 密 底 《〈j) 的 比较 未 于 图 6.1-2, 由 图 可 知 ,等 效 线 
性 化 法 高 估 了 小 位 移 与 大 位 移 处 的 概率 密度 ， 低 估 了 中 等 位 移 处 
的 概率 密度 ,其 差别 随 。 与 cry、 的 增加 而 增 大 。 当 s= 10 ,ov 一 
5.0 时 ， 用 等 效 线性 化 法 得 到 的 PCY > 30,) 值 为 精确 值 的 266 


e3i7> ` 


ff. Tia EB ee RE ABER A rk. He E (p: 
aR hit T MEGA OUR T ER. 


Ew. SRE RT Bb BER E ER bi RAR Rae 
应 


Y+ACEY-+Y= Ce) (k) 
式 中 | 
ACE) = pE” (a) 
a 与 广 为 材 料 常 数 , 其 中 o> —1,9 0 
用 FPK 方程 方法 可 得 平稳 响应 的 精确 概率 密度 与 方差 


ply) =2C |, œ|- Ga De (5 十 P "yas (m) 


ey») 形 同 p(y), ABW 3 KS y. 
inde [PBI (C nC) o 








< 十 








_ 4c) (di 
H6.1-3 fe BEUTOM dE E EEIB eni od eO MUROS Cr EE 
Ji3x.——tf5388MG---- REM, Ca) a — 0.55 


(b) eam 0,5; (cr am 1.0; (d) g= 3.0 


ui E, 


(mAh 
- atl . B er (o) 
2aT (o + 3) La + rse 
用 每 效 线性 化 法 ,可 求 得 《KE)] 之 等 效 线 性 系统 


Y CY TY =t) (p) 
其 中 等 效 参 数 
€, = [CF + ng) T Ca + 1 SE et (qa) 
BAMA BH 
^» ort " So iati} 
“no 7 [cei cx e) 


对 a 一 一 0.5,0.5,1.0, 及 2.0 由 等 效 线性 化 法 得 到 的 响应 方 
差 与 精确 解 的 比较 示 于 图 6.1-3, 由 图 可 见 ， 等 效 线性 化 法 仍 低 信 
TURA XE. BERS $18 的 增 大 而 增 大 ,但 一 般 不 很 大 , 在 
所 有 情形 下 误差 小 于 20%, 

对 上 述 四 个 i, PRR ARR TA 6.1-4。 由 图 可 知 ， 
M4 a > 0 时 , 等 效 线性 化 法 高 估 了 小 位 移 ( 速 度 ) 与 大 位 移 ( 速 度 ) 





图 4.1-4 RE EA A AE RHE ME JE R Py i F oa 7 A 
RER, —— WAR ---- FEE. 
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ERRE, (AT PS GRE Ma HEX, HE < 的 增 大 而 
增 大 , 当 a2 时 , PCY > 3 oy) 的 概率 约 为 精确 解 的 2500 倍 . 
oO 有 时 ,结论 则 两 好 与 o> 0 情形 相反 . 因此 ;用 等 效 线性 化 的 
SAAT A) EEA EA) BY. 
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现 将 6.1.2 中 的 结果 推广 于 用 下 述 运 动 方 程 描 述 的 * 个 自由 
度 非 线 性 系统 : 
MY + CY + KY + ef(Z) = XQ) (6.1-13) 
XcBz-[Y Y P pf-Uhn Ahe-fyigmfoesYoYo 
P, (0 1,2,---,0) 的 单 值 奇 函数 ; XG) 2o SEXMEDERB AE GR 
机 过 程 。 
设 (6,1-13Y 平稳 响应 存在 ,用 如 下 9+ 8 SRR ER 
SEXE PORE CÓ. 1-13) 
(M+ M))Y + (C+ C)Y + (K+ KOY = XG) (63-14) 
Ap M,C, 及 K, 分 别 是 # Xx 等 效 质量 .阻尼 及 刚度 矩阵 .为 
使 (6.1-14) 成 为 (6.1-13) 的 最 优等 效 线性 系统 , 需 令 两 方程 之 差 





e = sf(Z) — MY — CY — KY (6.1-15) 
的 均 方 值 ELe e] bih EUERE 
KM; 1*0 BC Pn gy; Finn = 0 
(6.1-16) 
316.17 154A (6.1-16), SHE SRM EAE 
*PR =Q | (6.1-17) 
式 中 
Pe ELZZ 1, R= [K,C. M. (6.1-18) 
48029 3» X 3» WEDE 3a x » 等 歼 参 数 矩 阵 ,而 
Q = Ef ZFT) (6.1-19) 
28 3.5 X n EE, 


当 XG) 为 平稳 高 斯 估量 随机 过 程 。 扰 Z) 满足 6.1.2 中 所 
SERN (D 所 要 求 的 条 件 时 ,有 
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EL ZfT] = PE || (Ky (6.1-20) 


式 中 
Of 2h... Oh. 
Oz, Br, Oz. 
9f... 9h 


ð 
j (0) - 2 s, Qz,, 


Of, Ofs... Of, 
Oz, Os, Ozs, l 
3) 5x 35 ajte (Jacobi) pE, C61-20)RAC6.1-17), 得 
R = «E | (£2V'] (6.1-21) 


BD 
(Kj; = sE[O9f,(2)/9 Yi] 
(C; = sE[95C25/0Y1) (6.1-22) 
(M); 一 seELOf(ZY BVI] 
显然 , 当 F RET Y B. (Mu 一 0。 可 议 证 明 , fa 61-17) 
或 46.1-227) 选 取 的 等 将 参数 位 实 使 均 方 误 盖 Elerel 为 最 小 。 

等 玖 参数 表达 式 (6.1-22) 中 将 合 有 等 效 线性 系统 《6.1-14) 的 
方差 矩阵 的 元 素 , 它们 可 各 过 求解 (61-14) 的 方差 矩阵 所 满足 的 
代数 李 亚 荣 诺 夫 方程 得 到 ,也 可 用 实 模 态 或 复 模 态 鸽 加 法 得 到 . 
因此 , 用 等 效 线 性 化 法 求 响 应 时 需 挝 代 进 行 。 

Spanos 与 Iwan” IER, Æ (M); 一 0 情形 , 当 且 仅 当 方差 
kt P 为 非 奇 异 时 ， 等 效 钱 性 系统 才 是 唯一 的 。 当 P HAS 
时 ,等 效 参数 解 的 存在 不 能 保证 ,即使 解 存在 也 不 基 唯 一 的 ， 虽 然 
不 是 唯一 的 ,但 至 少 与 其 他 解 一 样 好 ， 对 动态 系统 , 当 运 动 微分 方 
程 包含 多 余 方 程 ， 或 有 一 个 非 耦 合 的 自由 度 只 受 确定 性 激励 时 会 
使 P 成 为 奇异 ,此 时 响应 过 程 Z 是 退化 的 。 可 设法 消去 多 余 方 
如 或 非 籼 合 方程 使 响应 过 程 为 非 退 化 的 ， 从 和 而 使 等 效 线 姓 化 的 解 
为 唯一 ， 
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615 争 自由 度 系 统 的 非 平 稳 响 应 


考虑 下 列 运动 方程 描述 的 x 个 自由 度 非 线性 系统 的 非 平稳 
入 应 
¥+CY + KY + Y Ý) - XG) (6.1-23) 
其 中 了 是 Y,,Y,G -1,2,---,.5) ARAN; X(t) ASHE 
稳 或 非 平稳 随机 过 程 。 为 简单 起 见 , 设 系统 的 初始 状态 为 
Y(0—0, Y(0)—9 (6.1-24) 
Di — 4856 HE ER CR (61-23), FTIR Pb ICT 
MP, SRERANBEH RMT UR BEBO; Be PO) agg 
值 , 即 等 效 线性 系统 形 为 
站 十 1C + CL POY + (K+ KAP) 一 XG) 
(6.1-25) 
9$ 8.4 6.1-23) 5 (61-25) 27 3€ 
et) = ef FY Y) — CLPOYYY — KL PG)I¥ (61-26) 
VERE CER AS LESE BAM IN AAT 20. 0, T 1, id 


if’ i=l [ gn 2 - 
A T Ji E[ e^ e]d: T | Epiteli? las: (6.1-27) 
€ SCORPESESIXBEEGBgIiIEID,.,T) LDPE, CERES 
一 种 合适 的 度量 ,选取 等 效 参 数 使 总 达 最 小 值 , 即 

E tlle (CL PO), KIPO) Hidi — min 《6.1-28) 


XX R& — ^ i S8 2E SAB, T7 UIS GOBCT. E138 IE RI SC R FREE [1 
定 的 ， 





B 
———- E 
SKS Lee] = 0, 8€) 


AP C 5 Ky DRS Reo C. 与 K, mox. 
将 \6.1-26) 代 人 (65.1-29), 可 得 
PG)R = Q (6.1-30) 


EfeTel = 0 (6.1-29) 


Ah 
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rr 
PGO)-E [py př (6.1-31) 
R = [K, CPC), C,CPO))Y (6.1-32) 
Q -— «E H "I F'Q.Y)| (6.1-33) 
Y 


若 激励 为 高 斯 矢量 随机 过 程 ， 则 等 效 线性 系统 的 非 平稳 响应 
也 是 高 斯 过 程 . 此 外 , 设 F(7,Y) 满 足 6. 1. 2 中 定理 对 9 (Z) 所 
要 求 的 条 件 , 则 等 效 参 数 形式 上 仍 可 表 为 


(Ki — eB [25] 
(CO sE Ea | (6.1-34) 


由 于 等 效 参 数 依赖 于 时 间 Ce [0,T]， 家 将 区 间 (0,7) 分 成 
若干 子 区 朵 ， 在 每 个 于 区 间 响 应 可 近似 看 成 平稳 的 ， 等 站 参数 与 
方差 抵 降 也 可 近似 视 为 常 值 ， 和 迭代 求解 〈6.1-253 与 (6.1-30) R 
(6.1-34) 本 得 该 子 区 闻 上 等 效 参数 与 方差 矩阵 的 值 。 求 (6.1-25) 
的 方差 矩阵 宜 用 3.8 节 中 微分 李 亚 普 诺 夫 方 程 ， 也 可 用 实 模 态 或 
8 5A nik. RFRA Ed ASAS 75 26 HZ fit] f 

A— THX BHERZ B5 97 A f 

如 果 系 统 在 : = ORPAR ORL, WUIESESTARZ— 223€ LET dE 
THE, MASALA RAHATTI 2E ES PHBA, E 
按 下 一 小 节 方 法 进行 求解 。 | 


6.16 3E9 350 180 


以 上 推导 都 很 定 响应 均值 为 零 ， 但 是 ， 非 线性 函数 的 非 对 称 
性 ,或 油 励 具有 非 堆 均 惊 ,都 可 使 响应 具有 非 零 均值 .此 外 , 非 零 初 
始 条 性 也 可 使 非 平稳 响应 均值 不 为 零 。 Spanosm dee dh RS dE 
对 称 非 线 福 的 系统 的 等 效 线性 化 ， 此 处 考虑 同时 具有 非 对 称 非 线 
性 、 非 零 均值 激励 及 非 零 初始 条 件 的 情形 。 

重新 考虑 (6.1-23 GEB AER EE EE, BLUE F(Y,Y) 可 为 非 
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对 称 非 线性 函数 。 XG) "DOS UE IESEXS ESSE ES IE SE RB A E 
随机 过 程 

XQ) = X.) + £0) (6.1-35) 
ah XG) AREER, XO) 为 零 均值 平稳 或 非 平 稳 舌 和 量 
随机 过 程 ,初始 时 好 = 0 系统 的 状态 为 


Y(0) — Y,, ¥(0> — Y, (6.1-36) 
ELE TM — RRAFSH 
YG) — Yo) + YO) (6.1-37) 


sith YO) 为 确定 性 函数 , PG) 2598 GO IS dE SER A ESAE 
机 过 程 。 
将 C6.1- -35) 与 (6.1- 37) 代 入 (6.1- 23), 可 得 
MY --CY --KY 4 FGO.Y E A A EY. ) 一 下 Ct) 
(6.1-38) 
式 中 7 | 
FY Y ,Y.Y.Y.X.)- MY.--CY.-- KY, 
GAY, +Ê, Ýn +y Xr) (6.1-39) 
对 (6.1-38) 求 期 望 可 得 7 | 
MY, + CY, + KY, + sELKY, + Y, Y d 3] — XO 
(6.1-40) 
(6.1-38) 45 (6.1-40) 是 关于 Y 与 Y。 的 非 线 性 耦合 方程 组 ， 
(65.1-38) 是 非 线 性 随机 微分 方程 ， 可 应 用 统计 线性 化 法 ;C65.1- 和 0) 
则 是 确定 性 非 线 性 微分 方 各 。 鉴 于 XG) 从 而 Y. 通常 相对 于 
XQ) 与 ÑG) 来 说 变化 较为 组 锰 , 可 用 选 代 法 求解 ， 
以 如 下 线性 系 统 近 似 代替 《6.1-38) 
MY +(C+COY ROCGEKOY =X @) (6.1-41) 
(56.1-38)5(6.1- -外 ) 的 误差 矢量 为 
=F. Ê 1 Yor Po Yas XD—CY —Y (C6.1-42) 
选取 C, 与 K 使 Ele] (ERR gm E[e'e) zr [0, T] 
上 的 平均 信人 非 平 稳 响 应 ) 为 最 小 .可 导出 形 如 (6.1-17) 或 (6.1-301 
确定 等 效 参 数 的 矩阵 方程 。 若 AG) 为 高 斯 随机 过 程 ， 刚 YG) 
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亦 是 .可 以 证 明 ,。 在 此 情形 6.1.2 cs RR F 函数 满足 
谈 定 理 中 的 条 件 即 可 。 技 以 前 的 推导 可 得 
Ka 一 E|? |, (Ci E Pa (6.1-43) 
ət; ay i 
于 是 ， 问 题 就 化 为 在 初始 条 件 〈6.1-36) FERA (6.1-40), 
C6.1-41) 及 (6.1-43》,《6.1-40) 可 改写 成 状态 方程 形式 


Z.-—A.Z.- B, (6.1-44) 
式 中 | 
Zo = [Yr YF] 
r D i 
-— * -45 
A | MK —M^C (6.1743) 


| o I 
B. — | M^ (X.—eECf(Q +F , 7 十 了 D 
方程 (6.1-44) 在 初始 条 件 Z00) 一 [ZI YS FR. (6-1-41) 
的 方 鞋 和 矩阵 可 用 微分 或 代数 李 亚 普 诺 夫 方 程 计算 ,初始 条 件 为 
PO) = 0 


6.1.7 ÆR RARESA e Ez ERN ei 9 E; JB 


SRE Ee CHEST ER IT Es 208 I5 AG Sz FP GR XE 4 
的 随机 响应 。 Caughey5 tit Ze MR OMAR, 响应 位 
移 可 用 共有 慢 变 辐 值 与 相位 的 余弦 表示 的 假定 下 ,将 等 效 线性 
AEM AF ER AR CE OR RAT. Iwan 与 
Lutest!! 通过 电子 模拟 证 明 , 对 于 均 方 位 移 响 应 米 说 , 基于 响应 为 
VTLS RRR ILE, RARER EWES RR 
EZKA518ERK, MORRER RRASETAH RE 
计 , 即 使 在 这 种 情形 ,响应 位 移 也 是 明显 偏 岛 高 新 分 布 ， 在 屈服 后 
刚度 与 屈 了 服 前 刚度 之 比较 小 , 沿 励 强度 为 中 等 时 ,响应 并 非 罕 带 随 
机 过 程 , 上 述 方 法 给 出 响应 位 移 的 很 差 估 计 。 

Bi FA SER HE (EF i RA SEB BLA FL Bh 
A FE fi ER US Rz AR ES LS A, 对 
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后 ~ 分 量 所 满足 的 非 线性 敏 分 方程 应 用 等 效 线 性 化 法 ， 即 用 一 个 
当量 线性 弹性 元 件 代 和 替 非 弹性 的 恢复 力 ， 用 当量 帖 隆 阻尼 元 件 表 
示 滞 迟 能 耗 ,其 结果 与 数字 措 氛 估计 相当 一 致 ， 

等 效 线性 化 靶 在 请 迟 系 统 随 机 响应 分 析 中 的 最 成 功 应 用 是 由 
Wen 与 他 的 学 生 反 -多 作出 的 。 这 种 应 用 乃 基 于 由 Bouc 提出 
而 由 Wen?" 推广 了 的 辅助 微分 方程 计 避 模型 ， 这 种 谍 型 的 本 质 : 
可 用 单 自由 度 系统 来 说 明 。 总 恢复 力 可 表 为 

gU y 3 40 = gl y, 9) 十 ezit) (6.1-46) 

AR £ OFFMRAR, CRB ie SRR: ex(Q0) 25 
Ree. CHI 与 了 的 时 间 历 程 的 函数 ， 满 足 如 下 非 线性 微分 
程 。 

LAy—vO ty lz Iz]! pyle] (6.1747) 


其 中 参数 Sy SH RAI, A, 与 9 CARO 
与 刚度 ; ”决定 从 弹性 区 到 塑性 区 过 湾 的 光滑 性 .适当 地 选取 这 些 
BR, TRAD AME BERE REC RE HK 5 IHE GU NEAR RAO 
例如 ,过 于 弹 塑性 系统 的 恢复 力 可 表 为 

yS = aky H- (0 — a he (6.1-487 
Ap b OMBRIS, “为 屈服 后 则 度 与 珊 服 前 刚度 之 比 。 这 种 
汪 迟 模型 除了 具有 上 述 很 大 的 变通 性 外 ， 还 可 计 及 结构 由 于 严重 
变形 以 及 重复 应 力 循环 引起 的 恢复 力 的 退化 ， 这 只 要 将 强度 与 刚 
度 参 数 a,4,n,v 变 成 随时 间 变 化 ,依赖 于 响应 幅 什 与 总 淄 迟 能 耗 - 
就 行 ,总 夷 迟 能 耗 是 振动 中 非 弹性 变形 的 累积 的 一 个 很 好 度量 , 它 
为 


aT ci sXDe (6.1-49) 


与 基于 塑性 理论 的 结果 中 及 实验 研究 ”比较 表明 ， 该 模型 能 满意 
地 反映 请 信 恢复 力 的 重要 特性 。 该 模型 的 参数 可 用 系统 识 咽 方法 
-由 实验 结果 或 外 场 数 据 确 定 ， 

由 于 大 多 数 真实 系统 的 塑性 变形 通常 都 是 局 妆 的 ， 集 中 在 某 
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Baie: FL, 结构 在 离散 化 后 ,只 需 在 这 些 局 部 区 域 或 元 件 上 应 用 上 
M uS S. 
3i Fi £& ES EHE. AA GE PF UG BA A e ER, P (ETE XE BER AE AYA 
用 ，。 应 用 上 述 沸 迟 模型 ,运动 微分 方程 写 为 
Ë + 2i + wwiY + (1— a)oiZ = Xm (a) 
Ż = 4Y —v|Y|Z — g¥|Z| 
这 里 ， 已 令 {6.1-47) 中 r= y= v—1, FI XC) HERS 
$à B dE SEES ES TE PLE TR, 
(a) 的 等 效 线性 系统 为 
全 十 287 十 aoiy + (1 — oyoiZ = XQ)/m 
ZcOY-TGC-O (b) 
按 (6.1-22) 或 (5.1-34), 可 得 等 效 参数 


C, 一 J [e ED] rs, ]- A 


Ci JE Lr Y zuz) (c) 
T ga . 
类 似 可 得 m te 1 时 等 效 参 数 59, | 
T Xm Xm MEE SEP ie), RHC, GA 
BA Mc 2x5, AK 3.8, Eh Cb) np m E AFRA EE 3E S 
夫 方 程 
PG) + AP + PA! — B (d) 
其 中 


PA= EZY ZZ ZY 


YY YZ = 
YY YZ vy 








. 3179 





0 0 


0 
Co 





HPR, PG — 0, (d) 化 为 代数 李 亚 普 诺 夫 方 程 。 
当 XCO/ m 为 过 滤 高 斯 获 术 噪声 或 白 噪声 时 ,方程 《ay 形式 
RE. RUE Ce) 中 各 矩阵 的 维 数 适 当 扩大 ,以 包含 滤波 方程 相应 


的 元 素 。 


例如 , 设 强 地 震 地 面 运动 加 速度 用 卡 耐 - 塔 基 米 湛 窗 度 (2.8-1) 
措 述 = ,状态 矢量 为 [Y ,Z, Y, Y, Y,]7, Re YY, OREM 


的 输出 状态 M Ce) 需 代 之 以 


0 0 0 
0 C; 0 
4 一 | 0 0 0 
ao (1-—a)oj —w} 
0 Ü e 
0 0 0 0 09 
0 0 0 0 0 
B—|0 0 6 0 9 
0 8 0 0 0 
0 0 0 o FC) 
YY YZ YY, YY 
ZY ZZ ZY, ZY 
PO)-E|Y,Y YZ Y,Y, Y,Y 
YY YZ YY, YY 
YY Y,Z2 Y,Y, YY 


YY, 
ZY, 
Y,Y, 
?Y, 
YO, 


—1 (£) 


迭代 求解 《ce) 与 《dy 给 出 系统 响应 统计 量 。 文 [20] 给 出 了 
按 上 述 方法 估计 的 均 方位 移 蚁 应 与 相关 系数 同 数 字模 拟 结果 的 比 
Gk, SMR ERIE Hes FS IR RE 
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SHH. SSS EXE (CPI R — HERE HE 35 CU 
情形 ， 寻 均 方位 移 与 总 袖 迟 能 耗 等 统计 量 ， 与 数字 模 氢 结果 的 比 
较 证 实 上 述 方 注 的 精度 。 最 近 Pradlwarter 与 SchuellerP? 通过 
六 层 谭 切 楼 房 在 非 平 稳 沿 励 作 用 下 的 例 于 说 明了 等 柳 厂 性 化 法 的 
ME. WHEE ,精度 很 好 ;对 均 方 位 移 响应 ， 当 带 迟 效应 占 优 
OM ,精度 不 太 满 意 ; 对 位 移 与 速度 的 概率 密度 ,偏差 可 相当 大 而 


blz,Jo,, ) 





=i -2 -j 0 1 2 " 1 i /e,, 


M6.1-5 MORSE IEEE. —— M;i; 
~~ EB AB 
辖 助 的 沸 迟 变量 » AVIA Be SESE RENT I, GA 
降低 ,概率 密度 越 来 越 集 中 于 边缘 , 见 图 6.1-5。 


6.1.8 ”等 效 线性 化 法 的 精度 与 适用 性 


等 效 线 性 化 法 已 被 广泛 地 应 用 于 各 种 非 线 性 系统 ， 充 其 是 工 
程 结构 系统 的 随机 响应 预测 。 这 是 因 为 ,一 方面 该 法 应 用 起 来 比 
较 简 便 , 另 一 方面 , 它 适用 范围 较 广 ， 无论 是 单 自由 度 还 是 多 自由 
度 系统 ,平稳 还 是 非 平稳 激励 都 可 应 用 ， 但 在 应 用 该 法 时 ,特别 是 
又 根据 该 法 的 分 析 结 果 作 出 关键 性 的 技术 决定 时 ， 需 对 该 法 的 精 
度 与 适用 性 有 一 个 正确 的 认识 . 

对 用 等 效 线 性 化 法 得 到 的 饮 应 统计 量 的 误差 ， 哩 曾 作出 过 努 
A”, 但 仍 无 一 般 性 的 理论 界限 。 对 具体 系统 通常 都 是 通过 与 
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精确 解 或 数字 樟 拟 结果 作 比 较 来 确定 的 . 对 均 方 位 移 与 速度 响应 ， 
精度 一 般 来 说 是 好 的 ,典型 的 误 装 范围 是 0 一 2 有 ,而 且 该 法 的 精 
度 一 般 与 非 线 性 强 弱 关系 不 大 ， 也 不 管 是 材料 非 线 性 还 是 几何 非 
线性 ， 然 而 ,通常 等 效 召 性 北 法 低估 了 了 凡 应 位 移 与 速度 的 均 方 信 ， 
因而 其 绪 果 是 偏 于 不 安全 的 。 此 处， 由 于 线性 化 万 基于 均 方 误差 
最 小 的 原则 , 除 均 方 响应 外 的 其 他 响应 统计 量 ， in F3 ZAM, E 
I: er RERCRINERS, 6.3 中 已 指出 ,对 杜 芬 振 于 ,PAY > 301) 
可 差 几 百 们 3 对 非 钱 性 阻尼 振子 , 则 可 差 几 千 倍 ， 

等 效 线性 化 靶 的 更 严重 的 缺点 是 它 不 适用 于 存在 本 质 非 线性 
PRATER A. PIA ERE RR, 是 指 像 歧 路 ,极限 环 、 
参 激 振动 等 。 这 是 因为 ,在 等 效 线性 化 法 中 ,通常 是 用 一 个 等 效 的 
稳定 的 线性 系统 代替 原 非 线性 系统 ， 而 在 稳定 的 线性 系统 中 不 可 
能 发 生 本 质 的 非 线 性 现象 ， 从 而 不 可 能 使 等 次 线性 系统 与 原 非 线 
HE FR FE Mol Dy PES EE 

早 在 1959 ££, Caughey™ 就 用 等 效 线 性 化 法 研究 了 范 德 波 
振子 的 随机 响应 。 后 来 ，Piszczeke 用 类 似 的 方法 得 到 相似 的 结 
论 , 他 们 都 假定 啊 应 由 谐 和 分 量 与 随机 分 量 组 成 ， 用 类 似 于 人 1.6 
中 的 方法 ,得 到 两 个 相互 耦合 的 非 线 性 微分 方程 ,然后 用 等 效 线性 
化 处 理 这 两 个 方程 得 到 网 应 统计 量 ， 文 献 [37,38] 指 出 ,用 这 种 办 
法 得 到 的 均 方 位 移 响 度 随 着 激励 强度 的 增 大 而 减 小 ， 而 随机 平均 
法 与 数字 模 掀 结果 却 正 相 反 , 此 外 ,用 等 效 线性 化 法 得 到 的 响应 位 
移 概 率 密 度 也 俩 离 数字 模拟 的 结果 HA, eR Ae. 
娴 莱 越 来 越 大 ,可 见 ,等 效 线性 化 法 在 这 种 情形 不 能 给 出 正确 的 结 
RR, 最近，Windrich 等 ea 也 指出 ,一 般 等 效 线性 化 法 是 不 适用 于 
看 在 极限 环 系 统 的 随机 帆 应 预测 的 , 

等 区 线性 化 法 已 被 推广 应 用 于 随机 参 激 条 统 0. 但 必须 注 章 ， 
原 系统 的 静 平 衡 位 置 可 以 是 稳定 或 不 稳定 ， 但 等 效 线性 系统 总 量 
稳定 的 。 因 此 ,等 效 线 性 化 法 不 能 任意 用 来 研究 随机 参 激 系统 .第 
七 章 中 将 会 看 到 ， 随 机 人 参 激 系 统 的 平稳 网 应 一 般 总 是 非 商 斯 分 布 
的 .因此 ,等 获 线性 化 传 一 般 是 不 能 应 用 的 。- 
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Fits ELM pb ra i 7 PRO ESL RR TE 6.6.1 节 中 详细 叙述 。 


6.2 ”等 效 非 线性 系统 法 


6.21 引言 


25 dE SS HE JR Eo 2E Re e ER PE [EIE RU PTE, VEA 
BREVARD t o o RE DIU HAE Ht MER A RSS ENR 
统 , 佳 得 两 方 程 之 差 在 某 种 统计 或 平均 意义 上 为 最 小 。 从 文献 上 
d ,最早 应 用 该 方法 的 是 Lus"; 他 用 一 个 具有 精确 稳 态 解 的 阻 
Fe Heth THERRET RRRA RSS I R E R 
系统 ,使 两 方程 之 差 在 均 方 意义 上 为 最 小 ,1974 年 , Caughey EH 
人 通信 中 将 等 效 非 线 性 微分 方程 靶 告诉 Kirk, 后 者 在 一 篇 未 公开 
发 表 的 报告 中 应 用 了 该 方法 ， 直 至 1984 年 ,Caughey 才 将 他 提出 
8745 35: 3EER BE DR 2 TE EHE ISTE UU, 他 所 处 理 的 是 受 高 斯 鼎 品 
78 JR BE BS ER HE MEE . 非 线性 阻尼 系统 ,选择 等 效 非 线 性 系统 的 原则 
是 两 方程 之 差 在 岁 方 意义 上 为 最 小 。 此 后 ,Henning 与 Roberts" 
将 同时 具有 非 线 性 刚度 与 小 非 线 性 阻尼 的 系统 的 运动 方程 写成 哈 
CARMA BIER, 导出 相应 的 FPK HR, ABH es FPK 
-方程 系数 在 无 阻尼 自由 振动 周期 上 的 适当 平均 给 出 具有 精确 稳 态 
解 的 等 效 非 线 人 性 系统 。 他 们 提出 了 三 种 平均 技巧 ， 其 中 一 种 的 结 
果 与 能 量 包 线 随机 平均 法 相同 。 与 此 同时 ， 笔 者 与 他 的 学 生 为 近 = 
于 非 线性 保守 系统 的 系统 提出 了 等 效 非 线 性 系统 法 和 * 中 ,在 这 种 
方法 中 ， 通 过 对 相位 的 集合 平均 得 到 等 效 系统 能 量 概率 密度 的 
FPK 方程 的 漂移 与 扩散 系数 。 该 靶 适用 于 同时 受 白 噪声 外 数 与 
参 激 的 近 于 保守 的 非 线性 系统 。 NOI, Cai 与 Lin" 又 提出 了 
能 量 耗 获 平 衡 方 法 ,该 法 实质 上 也 是 一 种 等 效 非 线性 系统 法 ， 

提出 等 效 非 线性 系统 靶 的 基础 ， 是 已 经 找到 相当 大 一 类 非 线 
往 系 统 ( 主 要 是 单 自 由 度 系统 ) 在 白 噪 声 外 激 与 参 激 下 的 精确 稳 态 
fe C, 5.4 节 )。 在 这 类 系统 中 ， 我 们 可 选取 一 个 与 给 定 非 线性 系 
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就 有 可 能 克服 等 效 线性 化 法 的 最 严厉 的 限制 ， 即 使 原 系 统 存 在 本 
质 非 线性 现象 时 ,等 效 非 线性 系统 方法 也 能 应 用 。 一 些 例子 表明 ， 
该 方法 比 等 效 线性 化 靶 更 为 精确。 然而， 目前 该 方法 还 限于 受 雪 
噪声 激励 的 单 自由 度 非 线性 系统 的 稳 态 脐 应 ,有 待 于 进一步 发 展 。 


6.2.2 等 效 非 线性 微分 方程 法 


设 给 定 如 下 含 非 线性 阻尼 的 系统 
Y + ACY, sgol Y) + Y = E01) 
式 中 EG Bee 2 D 的 物理 高 斯 白 品 南 ,证 


KY ,Y)— > ba YU]. 


EAT Fil dE 98 EEFB Fe f Mk EORR DE Ue (6.2-1), 
| ? + KEDY + Y = EC) 
并 选取 

KH) 一 Sew H tir? 到 > C, Attn 


i.f] 
式 中 
2H =Y 4+ Y! eg 
原 系 统 与 等 效 系 统 之 差 为 
e — HH)Y — &Y ,YosgnCY) 
为 使 (6.2-3) 成 为 (6.2-1) 的 最 佳 替代 系统 BE 
Efe’) 一 E[(GI)? — ACY , YsgnCY)E] — min 
由 此 可 得 确定 勾 数 Cu 的 N' 个 方程 
为 导出 Ci; ASR FEM 
Y = dcos p, Y = A sind 
将 (6.2-8) 代 人 06.2-7), 得 
EX (fCAg/2) A sin p — BAcos o, Asino) 
* sgn( sin $5] 4" *' sin p) = 0 
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(6.2-1) 


(6.2-2) 


(6.2-3) 


(6.2-4) 


(6.2-5) 
(6.2-6) 


(6.2-7) 


(6.2-8) 


(6.2-9) 


BieoOh,e4N 
(5.2- 人 中 的 期望 运算 用 到 56.2-3) ag Mr tec CE EE, A 
与 清 的 概率 密度 可 分 离 , 且 人 溃 在 [0,2x) 上 均 句 分布, 选取 


Cum by | coo inodo /\ inode 
= Lov + 2)/2)4GG + L2H TIG + i + 3)/2} 


#57 1,2,°°+,N (6.2-10) 
RJ 5(6.2-9) HE, 
确定 KH) fj. SRÉE NEIGE ECG. 2-3) 27 18 Fea E 


pKa e) = C+ exp (- L i" Kudu} ^— (&2-11) 


"MES (6.2-1) 的 近似 解 , 式 中 IC) m (6224). 确定 ,其 中 C 
由 《6.2- 10) 确 定 , 常数 C 则 由 归 一 化 条 件 确 定 。 由 [621 中 Cr 
FRAE HRC 62-87 p(y,9), MaMa a WASH, 

作为 例子 ， 考虑 具有 速度 平方 阻尼 的 非 线 性 振子 受 白 噪声 汶 
it 

Y b YlsgnCY) + Y = ECs) (a) 

这 是 46.2-1) 的 特殊 情形 ,其 中 bs m b, ER by — 0. E.-A, 
f CH) =C (2H)? diz(6. 2-10), Co, = 85/3x. RC; — 0. 于 是 
(a) 的 等 效能 量 依赖 系统 为 


? 十 = (2H)^Y + Y = £0) (b) 
Cb) 的 精确 稳 坊 概 率 密 度 , 即 为 (a) 的 近似 稳 坊 概率 密 度 为 


pia) — L3C8b/94 DY^[TC2/3)] exp| —(85/9&D)a] Ce) 
133925 9j NZ yr Ty 


ELY’) 一 EP) ELA] 一 976566(D/ By? (d) 


注意 ,本 例 中 p(y,3) RiEBEER.J BORORGIANMBPHU. KAR 
首先 由 Kirk 按 Caughey 提议 的 方法 得 到 。 
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6.23 等 效 非 线 性 系统 法 
设 给 定 的 非 线性 随机 振动 系统 的 运动 方程 为 
¥ + CY ,¥) = a, CY ,Y)E,@ (6.2-12) 


Row i2, 4m 
ATP £O) 为 物理 高 斯 白 唉 声 AOS, BRB 
ELEDE +r) = 2D ua(r). 
(6.2-12) 可 模型 化 汶 斯 特 拉 多 诺 维 疝 随 机 微分 方程 。 仿照 5.7.1， 
在 (6.2-12y 加 上 Wong-Zsgai BEM. 并 将 Y.D 与 修正 项 之 
和 分 成 两 部 分 | 


KY.) 一 Duh CY ,Y) = ACY ,Y) — «(Y ,Y) + (YO 


(6.2713) 
其 中 w 为 所 有 含 Y McA, AREE: CY) HRA Y 之 项 
之 和 ,表示 恢复 力 ， ! 
假定 46.2-12) 不 具有 精确 平稳 解 。 DOORCRUXTIUOKE. Ser 
ERRARE 


Y + CCE)Y + g(Y) = ACE ECS) (6.2-14) 
ib £G) 为 单位 强度 的 物理 高 斯 白 噪声 ， 
E= ECY,Y)— 2 + GCY) (6.2-15) 
为 系统 (6. 2-14) 的 总 能 最 ; 其 中 
G(Y)- |" OND (6.2-16) 


为 势能 。 按 45.4-67)， (62-14) p ia iis AS EE 2 


PAY. 9) = «Gu: 


OCC 


= NK von | —2 * CCw) - 
NE e) | 2 Poen du! cab Paci (6-2-17) 


式 中 不 为 归 一 化 常数 。 注 意 ,《6.2-17) 只 依赖 于 系 绕 的 总 能 量 ， 
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r(Y ) = sga YW 2GCY ) (6.2-18) 
并 作 变 换 
Pm /2E sn 
© € [0,2x) (6.2-19) 
r(Y) — 2E cos d 
Jmm (6.2-14) EJ e Es v 3e og BORSE ERE SEH 


ple.pym geld (6.2.20) 
其 中 
Oy Oy dr fe sing 2L 
We Ge 59| s/s Vie sin p / 7. | 
22 oL sin piv le fie cos q 
wi f 4t 
dy 
Gi 
gCY ) — [Y |*sgn(Y 9, » > 0 (6.2-21) 
刚 
plesp) 一 VETI 1 rOn A | eos gp (tH mrt mee ) 


(6.2-22) 
这 孝明 过 程 忆 与 9 在 稳 查 时 是 相互 独立 的 。 由 《6.2-22) 得 


pip) LT fr Par A (=i —)} | cos p | 4 tem 


pe [0,22) (6.2-23) 
“oy om Lit AUR OE 10,2") EM, 
现 用 一 个 形 如 (6.2-14) 的 系统 近似 代替 给 定 系 统 (6.2-127. 通 
过 适当 选取 CCE) 与 ACE) 使 两 方程 之 差 在 菜 种 定义 上 为 最 小 . 
从 而 用 这 个 形 如 (6.2- 14) 系 统 之 精确 稳 坊 解 作为 (6.2-12) ADEE UI 
KS AB, 选取 最 佳 蔡 代 系统 《如 人 箭 定 CCE) 与 Al ED 的 
床 则 是 使 内 个 系统 的 平均 能 惟 包 线 兴 有 相同 的 FPK FAR, 
+ $35 + 





考虑 到 (6.2-13),(6.2-12) 美 于 能 最 包 线 上 5 的 FPK 方程 的 漂 
移 与 扩散 系数 为 

a(y, 9) = —5(y e+ Dub, (y DACP) 

b(y, 9) — 2 Dub, Cy ,Ph YF) (6.2-24) 
利用 变换 (6.2-19) 将 (6.2-24) 变 换 成 a*(e, p) 与 ble, wm), RM 
后 以 名 的 概率 密度 (6.2-23) HAA e ik [0,2 *》 上 进行 加 权 平 
均 ,得 到 平均 后 能 量 包 线 的 FPK PRM BBS RAR 


aCe) -— | a*(a Pppp jip 


Ee) 一 | sr, pp pap (6.2-25) 
另 一 方面 ,能 量 依赖 系统 〈6.2-147 的 能 量 包 线 FPK 方程 的 
源 移 与 扩散 系数 为 
aCe) — —2àÀeC(e) + rehe) 7 dA A LEGO 


be) m 2 hekle). ' — (62-26) 


式 中 





= ¥ -+ I 
im 2 dq = 6.2-27 
Jj sin’pp.Cp dp = 77 ( ) 


令 (6.2-25) 与 (6.2-26) 中 相应 的 系数 相等 ,得 等 价 能 量 依赖 系统 的 
(eye Pus Ae y^ 
CC) - | — He) + ehle) É dh l L Ke] /2 le (6.2-28) 
将 (6.2-28) 代 入 (6.2-17)， 得 (6.2 DRE LU B c NE 
e E | 
PAD) — Ne PANDEN e) 


X «|? M Cu) du) | grrow 

贤 模 指出 ，。 这 里 所 述 的 等 效 非 线性 系统 法 与 5.7 中 能 量 包 线 

冀 机 平均 靶 将 给 出 相同 的 结果 . 这 是 因为 平均 靶 中 对 时 间 在 无 阻 
尼 自 由 振动 周期 上 的 平均 正好 等 于 此 处 对 9 的 集合 平均 。 由 平均 
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(6.2-29) 


i 5555 ABER EM EE BO HE, ATLL OH ALE 3 EE 
MJ FB-T-RERE ARRAN LORS E ERG ME, SERIE T K 
RRAV BSAREREE AS. 

作为 等 效 非 线 性 系统 法 的 一 个 应 用 俩 了 于， SRS 
NBR ,其 运动 微分 方程 为 

Piel+ YDY +Y sk) (a) 

sep E> BIR AEH 2D 65 p xg de dL GMP. 根据 (6. 2-25), Co. 2- 
26) 及 C6. 2-28), 


cec (—1 4+ s) 


ACE) e v2D (b) 
另 等 效 非 组 性 系统 为 | 
Y + e(-1 elo T y» + Y — cé(s) (c) 
按 (6. 2-29), 平 称 概率 密度 为 
| gy. D= ——— 1 
2m VaDerfel - i| 
D 
x exp | — Tr CF 4)'| (d) 


与 随机 平均 法 的 结果 ( 见 5.5.4) 一 致 ， 


624 RRER TRS 


He SS xE RUSE ER ERR LR 76 P DR (6.2-12), EAR 
具有 精确 的 稳 态 解 ， 仍 技 (6.1-13) 将 ICY ,Y) 与 Wong-Zakai {ë 
正 项 之 和 分 成 两 部 分 ， 系 统 的 总 能 量 为 (6.2-15), 

泡 求 46.2-12) 的 近似 平稳 解 ,考虑 与 (6.2-12) 具 有 相同 激励 及 
REA (Y) 的 另 一 个 非 线性 系统 ,其 运动 方程 为 

Y + FCY,Y) = ACY ÝE) 
k-—1,2,--.m (6.2-30) 
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设 (6.2-30) 具 有 如 下 精确 稳 态 概率 密度 


PAY I) — Ce PA use) (6.2-31) 


用 54.5 中 方法 可 以 证 明 298 (6.27305 FEE M CAU CG. 2-31), 
FCY,Y) 应 具有 如 下 形式 
O ECY Y) PD yh CY YAY YC EB) | aui, 


AP pol EB) = dp /dE, 
考虑 用 (6.2-30) 近 似 代 替 (6.23-12), 其 闻 之 差 
e = f(Y,Y)— F(Y,Y) (6.2- 33) 
Xt(6.2-13) 56.2732) (RA (6.2-33)18. 
s = «(Y ,Y) 一 YDyh,CY ACY Y) EU capac 


+ 2 Du. Y Y) A AY , Y) (6.2-34) 


XR 8i CR EOS ME , DER GOES AEE BOIBES] 
E[Ys] —0 (6.2-35) 

aD 

| 人 ply13)9| ONY — Dy hi 8C MOKED EL piss 


Du.) 25 hir 32| dyd — 0 (6.2-36) 


据 此 可 确定 of Ce), SEMA (62-32) 确定 (6.2-30) 中 的 
FCY Ý) HARRE 6 2-30) 27 $9068 (6.2731) ,' E ER JE (6.2712) 
BE GO) 在 在 唯一 的 零点 y= yn, 4 
G'(y) = g(y) T0, YT (6.2-37) 
<6, yy 


FURS UE he>0.Gly) PRI SCR! Sy”. C6. 2-36) 
中 对 y.» 的 积分 可 按 (6.2-15} 变 换 成 对 了 与 < 的 积分 


= y" ah 
| pele de | {| wt 2Dyh, 3s 


m yD ubshore) | | ymy AEn 


- gh 
— [6254.25 
一 t mai 6.2-38 
?Dub dike)|| ,oms} 一。 (62-35) 


鉴于 很 难 由 《6.2-38) 确定 dle), HL. EE (6.2738) 中 对 
y 的 积分 为 零 。 由 此 可 确定 中 《e) 为 


exo [f bere 5g ar 
— [s+2Duhs 23] ,. ios} |/ 


» pg 
i {ls whe), amar 


— [Duhh] ; (6.2-39)) 


1 
va ay| 
从 而 (6.2-12) 的 近似 稳 坊 概率 密谋 为 

PAY 9) 一 Ceo |- r es (udu | Poe (6.2-40) 


ABA CY) 为 了 的 线性 函数 ,或 GCYO = IY l'sgn( Y), » > 0 
为 整数 时 , 才 有 可 能 由 (6.2-39) 得 封闭 形式 的 解析 解 。 | 

. HUE. RATES BB Rae SO 5.7 中 能 量 
&eRbRPLSEEg1E48 $SgsedrTHIE3UTM iX B, 256:58350(5.7-5) 与 ， 
(6.2-13),(5.7-1)55(6.2-12) BR EL — HE G9, FPK 方程 (5.7-13) 
Zz BAS 


pe) Ce (6.2-48) 
其 中 
eG mA ae) (2-42) 


式 中 一 撒 表 示 对 e 的 导数 。 接 《5.7-207， 位 移 与 速度 的 稳 态 概率 
BEA 
« $39» 


PAY 59) — Ce m 1 | (6.2-43) 
emi Gn) 


其 中 
die) 一 be) — 2 aCe) 十 Te) (6.2-44) 
be) Tle 
8 BIG. 7-16) E G.7-12) LA C6.2-44) SHE 
ble) m dle) (6.2-45) 


因此 , BE RETE PRES io MEE ER BR Lek HE ,一般 只 有 
在 阻尼 与 激励 强度 较 小 时 才能 给 出 较 满 意 的 结果 ， 除 非 给 定 系统 
本 身 具 有 精确 稳 态 解 。 | 
在 纯 外 激情 形 , 能量 耗 散 平 衡 方程 (6.2-35) 可 由 给 定 系统 与 
其 等 效 系 统 之 均 方 误差 为 最 小 导出 。 事 实 上 ,此 时 给 定 系 统 《6.2- 
12) 可 写成 
¥ + CY + g(Y)-— Ee) (6.2-46) 
A38 CR BER] 38 39 
Y + CCB)Y + ge( Y) = ECs) (6.2-47) 
ft WAARA, aE ID, He (5.4-67),(6.2-47). 的 精确 平 
BREER 


p) 一 New| - 5 f; C (xn) da | cuu (6.2-48) 





(6.2-46) £5 (6.2747) 之 其 为 


a — f(Y ,Y) — CCEDY (6.2-49) 
选取 CCE) Æ Ele’) 为 最 小 。 由 

-9 Moz - 

ac E[s'] 0 (6.2-50) 


即 可 得 《6.2-35)。 
在 此 情形 ,类 亿 于 从 〈6.2-36) 至 《6.2-39) 的 推导 给 出 


Ces || UG Vi O) 
— Ky,— V 2e — 2G Cy) diay} / 


» $40 = 


h " V2 — 26 G) ay} (6.2-51) 
车 e RA (62-20 之 形式 , (EER (6 2-19), (6.2-35) BEM 
|. N ele, p) /2e sin PP Ce p dede -0 (62-52) 


其 中 (eso? AFA (62-22) 之 形式 , 它 可 写成 

pLesp) = p(eopnCo) (6.2-53) 
由 于 Cle) 与 peop) AD RAD XEUL AA (6.252) REC) ,为 
简化 ,对 所 有 e 值 要 求 对 YP 之 积分 为 零 , 由 此 可 得 


人 mce， pple) sin pdp 
"T pı Cp) sin'pdgp © 
34 (62-21) pr e Lit, Pp) = 1/2x, (6.2-54) 化 为 


Cle) = (6.2-54) 


-.d4 d" - 
CC) A. herp) dngdp (62-59) 
其 中 flep) RA yp) HER (6.2-195 得 到 。 

O (62-55) REB 6.2.2 节 中 结果 的 概括 与 推广 ,应 用 起 来 更 为 


简便 ， 


63 答 函 数 微 分 方程 法 与 截断 方案 


63.1 引言 


对 非 线性 随机 振动 问题 ,如果 难以 得 到 响应 的 概率 密度 ,系统 
的 非 线性 又 是 解析 的 ,可 用 多 项 式 或 占 级 数 表示 ,那么 可 通过 求解 
掉 沙 数 所 满足 的 微分 方程 或 代数 方程 《简称 答 方程 ) 得 到 响应 矩 . 
和 矩 方 程 是 确定 性 方程 ， 可 直接 从 所 给 的 运动 第 分 方程 经 相生 与 期 
望 运算 得 到 ,如 3.2 与 44 节 所 述 那 样 ， 对 受 高 斯 白 噪声 或 溃 波 高 
MARR RH, WY PPK 方程 或 伊 芯 随机 微分 方程 
得 到 、 对 随机 参 注 系统 ， 宜 先 由 给 定 运动 微分 方程 模型 化 为 斯 塔 
拉 多 诺 维 奇 随机 微分 方程 ,然后 化 为 等 价 的 伊 蔬 随机 微分 方程 ,最 
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SEB. 
HFRANERER SAGEM, KEM ERE 
SIA SEO ORME EW Ty BRAUN. MARN 。 就 是 根 
E- ENRR KEHRDR FROM EASERARPROG 
ARER ATER ONE E. ARE RN SU 
ATEA SE CARL 47 ,48] 中 找到 ,在 控制 与 振动 领域 中 对 
各 种 截断 方案 的 探讨 则 始 于 70 年 代 后 期 ?9. 在 随机 振动 中 马 经 
应 用 的 截断 方案 主要 有 高 斯 截断 ,累积 量 截断 及 非 高 斯 截断 三 种 ， 


6.3.2 ”和 矩 函数 微分 方程 的 推导 


一 、 由 FPK BBS EBRD BB 
设 响应 YC) PP Tr INI 其 概率 密度 pCy,1) ilh 
是 如 下 FPK 方程 


9p 5 $2 pay.np) 


Ot ja, Oy; 
+i 5 —8 _. [54Cy. 91 (6.3-1) 
2 ue Oyi0ys 
和 初始 条 件 
Pyt) = Poly), (7 (6.3-2) 
Riu y 
- le = (t 
pnm, op ~ 2 Ovi [5p] = 0 
Siyi = 0 (6.3-3) 


fmt 


oh ERM a; 与 扩散 系数 bn 都 是 关于 y» 的 各 分 量 的 解析 
“PAL. THR AR a EBM: 
ay i) m >) ervey ya - «yp. (6.3-4) 


| barn m DD biet Gaya - «yt | (6.3- 5) 


» 36% + 


Nus 

ACY) = ynyp- yes a n d ee sums (6.3-6) 
(6.3-D RAIL Ay), AN y 积分 ， 利 用 边界 条 件 (6.3-3) 
并 交换 微分 与 期 望 运算 次 序 , 可 得 « 阶 和 矩 函 数 微 分 方程 


= 
* 2 1 > LET STT 
PH ey’ ts -— spa it 1 "nm, +i be et 


t=} rọ 
+ 1 > 2j ssa b Yt n Mreta were gti pray ar tot. (6.3-7) 
p= c 
式 中 


mass 一 | OP Duy (6.3-8) 
初始 条 件 为 


Marei Fo) 一 | hyp ly st) dy (6.3-9) 


Bogdanoff 与 Kozin^" 最 早 用 这 种 方法 为 一 个 线性 系 绕 从 
FPK 方程 导出 矩 方程 。 

=. BPRRHLECOT BIS FERED DE 

RRR BARS DHA PRGA 

d¥(e) — FLY, 2) 42 + GOY ,04W (oO, Y(0) — v (63-10) 
其 中 YO 为 + 维和 撩 量 随 机 过 程 ; WG) 为 由 ;个 独立 的 单位 维 纳 
过 程 组 成 的 矢量 维 纳 过 程 . AAPOR SAG. 3-46) 5 
Bi. FARSGERM SARTRE 7; Be. 结果 将 与 
(6.3- 7) fR SI. 

Cumming"? 给 出 了 不 用 伊 蕊 随机 微分 公式 的 另 一 种 推导 方 
Ek. Ut 表示 了 时间 增 县 A: 上 的 有 限 前 向 增 量 自 于， 对 任意 解析 
函数 AY), € | 

8b = ACY + AY) — KY) (6.3- 11) 

其 泰勒 展 式 为 


网 aA 
th = “= 8Y, 
2; OY; 
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1 - e ` E 
十 一 — 7 — SY SY 4 + o(58Y 58Y 7 )* (6.3-12) 
2,442 OYiY. | — 


H (6.3- 10) A. (6.3-12) 4E YG) e yC) 条 件 下 对 (5.3-12) 两 边 
mainline 


E(éh|] 一 > E | 2 KY, |» 


A 


+4 


2 him lov 5y- OY, 
两 边 除 以 61， 得 
UM 一 Se lov; Sh Ys) | 


CGG] at (6.3-13) 


+> DE lave ðY (CGn (6-3-19) 


2 jim 
将 ACY) — YpYp -Yie 代 人 (6.3-14) 可 得 形 为 《6.3-7) HBF 
程 。 而 初始 条 件 由 世 一 Y. RA AY) 再 求 期 望 得 于. 
中 心 矩 函数 的 微分 方程 可 类 似 地 得 到 ,只 要 全 


ACY) — (YIP Ye -QY ye (6.3-15) 
其 中 
Y! = Y, 一 下 [Yi] (6.3-16) 
=. RREGRNGROI ELEY 
将 
ACY) = exp(;8TY) (6.3-17) 


代 人 (6.3- LO URE PRET EAI 977 8 
— = iE[A40!£] 一 EU GG'0] (6.3-18) 


利 用 ———— 的 关系 ， 得 对 数 特 征 函 数 所 满 
是 的 微分 方程 


dp(@t) .. {iE [ AO) 
dt 
-+ ELA GOTO} exp —4(0,:)) — (6.3-19) 


+ 544 6 


+ Dr ABH RR HL Có.3- 19) Bt PF RAH 


E apa ght) -— ( 一 让 入 3° 8 i 


(6.3-20) 
8051805. .0 9t» lom 


前 三 个 累积 量 方程 为 
él) 一 EL] 
| G) — E[Y'fa + Yf] + Eli], Bie = CCGG" jie 
Ky pm Cr} — EL T1YTY? — Fgm HH 十 (Y? Y; — Eju Ha 
saz} umi "l 
+ {YY 一 Fit Hil 十 ELV Bu 十 Yi 十 Y fia 
| | (6.3-21) 
初始 条 人 性 可 俯 原 方程 的 初始 条 性 导出 ， 
几 关 晴 数 所 注 足 的 方程 也 可 用 类 似 方 法 得 到 ， 


6.3.3 jpeg n TOL BA 


通常 遇 到 的 矩 方程 ,可 分 成 下 列 几 种 情形 , 

1.# 与 了 成 正比 ,人 G 与 Y 无 关 。 即 线性 系统 受 高 斯 白 嗓 
sh, YO) 为 高 斯 过 程 ; 或 与 G BET 了 Y， 即 线 
4RAZEMARBSM, WR YC) 非 为 高 斯 过 程 ， 这 两 种 情 
XX TERRAE PR EN BEES BD | 


dm, — 2393 
-一 入 nt) (6.3 22) 


式 中 m. Oh EUR r 阶 矩 构成 的 矢量 . 

fF GEA Y 的 线性 函数 , 即 线性 系统 同时 受 高 斯 白 嗓 
BRE. ME YO 非 为 商 斯 过 程 。 r 阶 矩 微分 方程 中 只 
B@arhrsr— 2 pra, BD 


dr $m,» Im, ost (6.3-23) 


4.£ SOR) G 为 Y ARERR. BD HERR Vb 0S SE GRO ES 
噪声 外 激 与 (或 ) 参 激 ; 或 Ff 与 G HY ARERR Ame 
ROR. MW Ye 非 为 高 斯 过 程 。r 阶 矩 微分 方程 中 同 
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HASET- STEAT r ae. SD 


dm 
—— m 3" Mi,- tts E 
jr ptm, n } 


X of 与 (或 ) G HY 的 多 项 式 , 则 (6.3-24? 右边 只 含有 限 
Bit ei, | 

Gf SOR) G 为 的 无 穷 级 数 ， 则 《6.3-24) 右边 包含 无 
RERE. 

4.f 与 {或} y Y FEJER, EER 
为 复杂 

1,2 两 种 情形 , 矩 方程 是 封闭 的 。 情 形 3， 需 要 某 种 截断 方案 
REDE. WE 4, 宜 用 非 高 斯 截断 方案 。 


6.3.4 高 斯 截断 


BEHE 了 Cz》 为 高 斯 过 程 ,按照 高 斯 过 各 的 高 阶 矩 与 一 ,二 
- 阶 矩 之 间 的 关系 式 , 将 高 阶 矩 用 一 、 二 阶 矩 表 出 ， 使 矩 方程 在 二 阶 
水 平 上 截断 ， 这 就 是 高 斯 截断 方案 。 高 斯 截断 是 最 简单 又 是 最 党 
用 的 截断 方案 。 适 用 于 单个 与 多 个 自由 度 非 线性 系统 受 平稳 与 非 
平稳 随机 激励 的 情况 。 采 用 高 斯 截断 方案 的 矩 方程 解 本质 上 与 基 
于 响应 为 高 斯 假设 的 等 效 线性 化 解 是 等 价 的 ， 这 个 等 价 福 已 为 
Bolotin®”, Nigam?” 及 Crandali'" HH. 瑰 就 下 面 一 种 较 为 -一 
般 之 情形 证 明 其 等 价 性 。 

45 E UL ARR E C6 1-23), Rh XC) 为 高 斯 散 科 噪声 , 其 强 
BEBE) Ke) + 8E 6.3.2 中 方法 ， 可 得 如 下 一 、 二 阶 矩 函 教 微 分 方 
程 


(6.3-24) 


dE(Y] - ELY] 
dt 


-—— 一 —CE[Y]— KE[Y] 一 eELF(Y,Y)] | | (6.3-25) 
ds eas 一 E(YY7] + ELYY?7) 
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SELEY") 一 E[YY7T) 一 E(YY*]C? 一 ELYY?|K? 


— sE[YF*) (6.3-26) 
EI 一 EYY") 一 CELYY"} — KE[YY?] 
— sE[(f/Y7] 


£d) 一 —CEIYY'] 一 E[YY7]C! — KE(YY7] 


一 E[YY']KT — sE[£Y*] — sEDY£T) + Ko 
YY) 是 奇 函数 , 且 Y,-Y,—o, W ELY]— Ef ]— 
Q, (6.3-26 i — HA, 7 
BJ RRR. (Y.Yo RAS. AREY, Ý) 
Jd 6.1.2 HHA XS BO d HE» SFI FBC 6. 1-20) Có. 3-26) 可 改写 成 
ED ~ ELYY7) + ELYY?) 


srin 一 ELFY7] 一 ELYY )C* — EL YY7T)K* 
—e«E[YY"]— ELV | - ELY JE(Vv £7] ç (5.3-27) 
2EUY').. pCyyr]—cE(YY' ]- KEY] HYY?) 
—sE[ (Vy fT) ELY ] - ELI; /7)7 ELY Y] 


AED) 一 —CELTYT]—ELYYT]c* —KELYY] 


一 E|YY7")K7 — cE[ Vy ^ E(YY*] 
— cE (Af JEL TY" 1 — EYY? je( vyf?] 
一 ELUYY T ElV f7]2- 100 
利用 记号 (3. 8-18) 及 公式 (6. 1-34), BK, Ke Cv. C. 的 对 称 
t£. 6. 3-27) 变 成 
P, = P+ P, 
É, = P,— PAK + K) — PAC +C) 
É, = P,— (K + K)P, — (C + COP, 


a $47 e 


Pim —(C4- CP, — P(C4+ C) — (K+ KOP, 

一 PAK + Kj) + Ko .(6.3-28) 
这 与 等 效 线性 系统 (6.1-25) 的 方差 矩阵 的 微分 李 亚 普 诺 夫 方 程 完 
全 一 样 。 这 就 证 明了 高 斯 截断 方案 与 基于 高 斯 响应 假设 的 等 效 线 
性 化 看 的 等 价 性 ， 

高 斯 截 急 的 矩 方程 法 已 被 应 用 于 二 阶 非 线性 弹性 系统 c9， 浪 
RAGE, PERRERA, BROS RAE A 
测 ， 应 用 于 杜 芳 与 范德法 振子 在 谐 和 与 随机 激励 下 的 响应 局 ”及 
RAAT ER La TORR Ss, 
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累积 量 截断 也 称 投 高 斯 截断 。 是 高 斯 哉 断 的 一 种 推广 。 其 基 
本 思想 是 ,假定 响应 过 程 的 某 阶 以 上 的 累积 量 函数 全 部 为 零 , 异 助 
于 累积 量 函 数 与 矩 函 数 之 间 的 关系 ， 将 高 于 某 阶 的 矩 用 等 于 与 低 
FRI HBR Mines BER KE Lem FO mH OLE 
的 累积 量 函 数 全 部 为 零 , 这 等 于 假设 响应 为 高 斯 过 程 ,这 种 累积 重 
截断 等 价 于 高 斯 裁 断 。 | 
HARALD. WRK SBMS HA 
XR. CNA -RKA WASTE BRS AEAN > MX 
ASH. (11-29) eee OU BET EROS 
函数 的 关系 。 FHSHMKARE RET REM BOLT 
A o Cs 3 ARES), E AF ETRIM EA E — he Lt 
BOLAKADRGRTES) 
ELY;} = 4l Yi) 
E( Y, Yi] — e [Yj, Yu] + eL Yet Yel 
EL Y; Y«Y] — sd Yi Y, Yi) + 3608 [Y lel Yes Y;]), 
十 s[Yileat Yilal Yi] 
Ei ¥;Y¥.¥Y,Y,, l — el Y i9 Y 4,Y ,,Y a] 
+ 3{r Yi Yale Y; Y.) 
+ 4{e LV; jas Yas ¥is¥ ai}, 
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+ 6bREY EY Je; CY; Y «17, 
T alili Yel Y)siY.) 
(6.3-29) 
式 中 {}, 表 示 对 称 运算 , 即 取 类 似 于 括号 中 项 的 所 有 可 置换 项 之 平 
15), f^i im 


[n YJ] et Ya Y;1), = + ÉL Y deu Y; Ya) 


十 s[Y;letY4,Y,] TbYdetr;.Y.. 
全 得 注意 的 是, 每 个 对 称 运算 的 系数 正好 等 于 被 平均 的 项 煞 。 
BA n 为 零 ,(6.3-30) 可 简化 为 
E[Y;Y 4] — xl Y; Ya] 
E[Y;Y 1Y,] = cA Y;, Y 4, Yp] 
E[Y;Y4Y,Y ah — wal Vis Vas Yrs Y.) 
+ 3{e,0¥i,¥ ee) Yi yn] 
ELY; YYY JY,] — el Yi Vas Vi. yw Va) 
+ 10{e,1Y;,Yalel¥:,¥esYad}, 
E[Y;YiY,Y ,Y,Y,] — e[Y;, Y4,Y,, Y ¥ 5%] 
Tadg5s Y Yep Y, Y Yn Y, 
+ S{el¥,,Yaleal¥:.¥,lelY.,¥,I}, 
+ 10e Y, Y Y eC Y c Y Y 3}, 
(6.3-30) 
下 面 通 过 一 个 具体 例子 "中 说 明 累 积 量 截断 法 的 应 用 。 考 塌 杜 
芬 振 子 对 高 斯 白 噪 声 的 响应 ,其 运动 方程 为 
Ë +a? +t Y+ =n fel) (a) 
Ap £O HMR KBR 2 or), BH 6.3.2 HHA 
法 可 得 其 前 4 HABE. Y —Y,Y Y, SOIRS 


sE 一 E[Y,) (b) 


sE] — —gELY,] — ELY,] — eELY1] 
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mm wm 2E[Y,Y,] 
Ima) = E[Yi] — 4E(Y.Y,] — ELY?) — eElY!] Co 
SEUN 一 —28E[Y1] — 2ELY,Y,] — 2s[ YIY,] + 26 
4ETY1 _ 3 ELY?Y,] 
di 
dE Xu = 2E[Y.Y1] — gELY:Y,] — BLY?) — sé [Y}] 
An = E(Yi) — 28ELY, Y] — 2ELYIY,) 
— 2s[Y:Y,] + 28E(Y,] (d) 
se = —38E[Y3] — 3bkE[Y,Yi] — 3eELYiY1] 
+ 68ELY,] 
< = 4E[Y!Y,] 
EO = 3E[YIYI] — @ELYi¥,) — ELY] 
一 sE[Yi] 
-ED — 2ELY ,Y3] — 25ETY1Y1] ~ 2ELY:Y,] 


—2eELY5Y,] + 28ELY1] (e) 
! 3 
ENYA ety — 38BE[Y,Yi) — 3EQY:Y'] 
— 3g E[ Y 1Y?] + 68ELY.Y,] 
sn 一 ~4gEY$] — 4ELY,Y:] — 4sELY:Y :] 


十 128ElY1] 
对 平稳 响应 , 矩 的 导数 全 为 零 . E CO EAR EL Y:1—0. Fej E 
CY, J=0. 4& (6. 3-30) 中 的 s= 0, nzz3,18 
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BLY?) = 0, BLY?) — 3CELY1]' | 
E[YiY;] — 3£[Yi1]E[Y.Y,] l 4» 
YF CD 代入 ©). 
eyn - mE He, pry, 
ELY,Y;]-—0 (g) 
(g) 中 第 二 ,三 式 是 精确 的 , 第 一 式 是 近似 的 。 
id 4 一 EL[Yi],， 令 高 于 四 阶 累积 量 为 零 , 得 确定 4 之 方程 
308^ f? 十 156,£ + (1 — 126)4 — 1 — 0 (h) 
若 令 高 于 六 阶 以 上 累积 量 为 零 , 则 A 之 方程 为 
7148 A’ 十 4208 4^ + (63 — 3368)6d 
+ (1— 9063.4 — (1 — 308) = 0 di) 
由 此 确定 的 ELLY?) 与 精确 解 (613 (E) 的 比较 见于 图 
6.3-1。 由 图 可 见 ,上 随 着 截断 阶 数 的 增高 ,其 解 逐 渐 赵 向 于 精确 解 ， 


1.90 


E( Yt] 


9.05 





图 6.3-1 ART RPP E MATER ei SE RR EMM, —— 


NRMIT-— MEET - 一， 忽略 四 阶 以 上 累积 量 ;---- 想 略 六 
Brit ERES 
BU RUE 5 3E EEBEULE BUR A as SZ A 7.11 节 中 讨论 ， 
6.3.6 dE RB: 


Ay ERBOAE me AU d dH Ded. SERRE Moe tU RT AS 
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造 一 个 具 丰 待定 参数 的 非 高 斯 概率 密度 ， 利 用 从 系统 的 运动 方程 
或 相应 的 FPK 方程 导出 的 炬 函数 关系 得 到 确定 概率 密度 中 未 知 
参数 的 微分 或 代数 方程 ,求解 此 方程 以 确定 参数 ,最 后 由 概率 密度 
给 出 系统 的 响应 统计 量 。 这 种 方法 最 时 由 Jlanuesexkun 与 Jlam- 
uep HEHN, Crandall +O a fet eA BUUEUE SEERA 
TOS EUR T OSSERICGASE RO, FRU RoR 
PRÉS SE 8 03 RY 26 (00 , HABA rS D RUDI 

为 便于 与 累积 量 截断 方案 作 比 较 , 扔 以 系统 (2) 为 例 。 第 一 
步 是 构造 响应 的 非 高 斯 概率 密 鹿 .通常 用 1.7.2 中 描述 的 渐 近 展 
式 表 示 , 只 取 有 限 项 ,县 系数 为 待定 。 对 本 例 ， 由 于 平稳 响应 的 位 
移 与 速度 独立 , 且 速 度 为 高 斯 分 布 , 可 只 给 出 位 移 的 非 高 斯 概率 密 
席 。 叉 由 于 系统 的 非 线 性 是 对 称 的 ，E[L5Ct)] 一 0， 从 而 ELY]= 
0， 平 稳 响 应 的 概率 密度 可 取 为 


ply) 一 AL exo( — 3) 


x[re S Sen, (2) @ 


ony Hl 
Arh FC, fog. 

该 法 的 第 二 步 是 建立 确定 待定 参数 的 微分 (对 非 平 稳 响 应 ) 或 
代数 (对 平稳 响应 ) 矩 方程 。 通 党 的 做 法 是 ， 以 概率 密度 恨 式 中 的 
基 祈 肖 数 冬运 动 方程 然后 求 期 望 ， 或 鞠 相 应 的 FPK 方程 然后 积 
分 ， 鉴 于 基底 函数 的 正 交 性 ,可 得 较为 简单 的 筷 方 程 ， 对 本 例 ， 为 
iz HR AUE ESE OIRO CY) 3€ (a), LIBI 
-REPARERA - 

ELbCY)¥) + gELGCY)Y ] + ELOY )2(Y¥)) 
— V E ELLY EG) (k) 
式 中 g(Y)- Y SYN AT £o 是 强度 为 2 的 白 噪 声 。 3E4UI 
:于 (3.7-19)， 有 





ELp yrs] = 0 a 
EĻ YECH] = g" (m) 


= 3525 


灸 由 于 Y¥ 与 了 toy wees. 
ELSCYOY ] = 0 
而 


ELY] 一 2 E&Y )¥ +r) [,~ 


一 2 EYG- TY G) ] 一 
Or 


0.5 





0 


HE6.3-2 HRP Ce = 10) PES 

fir AY Eae i E EOS ES AT: 

BAHT AAS RAPPAREN: 3 3 te 
EE MH ERE 
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(n) 


(o) 


LL Y 7É (a) 然后 求 期望 ， 由 于 响应 的 平稳 性 及 Y 与 Y. 的 名 


性 ,有 
| EL 人] 一 p- E(Y£G)] (p) 
X 《my 代入 ph RER (D, (tn) ko Cp) RA OO, £8 
~ E | Ë 
ELLY u (YY) g |: (q) 


这 就 是 所 需 的 一 盘算 函数 关系 元 ， | 

EF O 中 N-—6, MBBR AA 3 个 待定 参数 0,0, Ca. 
为 确定 它们 ， 在 (q) 4} BS PLY) = HOY is), HY /2), 
HCY /0), Moms 9] TEARRE. 联 立 求解 这 3 T0585 
程 得 os,C., C, RA O 得 响应 的 近似 概率 密度 , 据 此 可 求 其 他 
Ws o BETTY EE EIS] UL ER, 

对 s= 10, HES N 一 0,4,6， 所 得 的 概率 密谋 与 精确 解 
比较 示 于 图 6.3-2 上 。 由 图 可 以 看 出 , 随 莹 NN 的 增 大 , 所 得 概率 密 
度 似 和 平稳 步 地 趋向 精确 概率 密度 。 相 应 的 位 移 方 落 

m0.1667, of = 0.1803, of = 0.1864, (r) 
MLP Reb tla FAA oi 一 0.1889, (B N — 4,6 时 ,不 能 完 
全 满足 概率 密度 为 正 的 和 要求 。 对 入 一 4， 在 区 辣 (1.31,00) 上 ,对 
N = 6, & DX iR] (1.26,1.79) Ex s BE 29 (3B. 昌 然 其 值 很 小 ， 
对 大 多 数 工 程 应 用 并 不 引起 麻烦 但 它 确 实 是 非 高 斯 截断 方案 的 
一 个 缺点 。 

对 本 例 ， 文 献 [62z] 将 非 高 斯 截断 与 累积 量 截断 的 结果 作 了 比 
较 。 在 相 局 的 截断 阶 数 下 ， 后 者 给 出 的 位 移 方差 较 前 者 给 出 的 稍 
为 精确 些 。 


637 各 种 裁 断 方案 的 适用 性 与 情 刻 


将 构成 无 旁 链 锁 的 矩 方 程 组 截 浙 ， 等 于 给 响应 性 态 施加 某 种 
约 柬 ， 因 此 ,一 种 截断 方案 的 适用 性 ,取决 于 根 应 的 约束 是 将 从 根 
本 上 改变 了 响应 的 性 态 . 在 一 种 截断 方案 基本 上 适用 的 情况 下 , 它 
的 精度 则 取决 于 截断 后 的 矩 方程 解 与 原 方 程 解 在 性 态 上 的 接近 程 
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Vo) 





图 6.3-3 ”内 有 oA EAE URS EIS PRO NUR ED. 一 0.1 o 


E, 

高 斯 截断 法 的 基本 假设 是 响应 为 高 斯 分 布 。 已 证 明 它 与 基于 
响应 为 高 斯 假设 等 效 线 性 化 法 等 价 。 因 此 , Bip ee, ye RHE 
化 靶 一 样 ， 该 靶 不 适用 于 存在 本 抽 非 线性 现象 的 非 线性 系统 。 事 
实 上 ,笔者 与 他 的 学 生 '…%w4n 已 指出 , 将 高 斯 截断 法 应 用 于 自 激 据 子 
的 随机 碗 应 预测 ,将 导 个 完全 错误 的 结果 。 Ariaracnam’™ 也 已 指 
出 ,将 高 斯 截断 应 用 于 非 线性 参 滞 系统 ， 将 导 歼 错误 的 分 丸 条 件 、 
为 了 说 明 该 法 不 适宜 于 用 来 研究 虹 路 现象 ， 考 虎 一 个 受 顶 机 激励 
BOE YER ELAS I F, | | 

F + to Y + wal Y 一 aY? + YY') = f(t) (s) 
GERA Ra HE M BUB RE E SHAR AAT FE SS UI | as 
动 方程 。， 只 要 适当 选取 参数 a 与 7, RF (PG) 一 0 时 ) 具有 
两 个 稳定 的 焦点 与 一 个 不 稳定 的 鞍点 。 这 可 以 图 6.3-3 的 势能 曲 
线 看 出. 当 PG) 为 高 斯 白 噪 击 时 ,平稳 响应 疾 率 密度 可 用 PPK 方 
程 苇 得 到 , 当 拱 于 具有 双 稳 平衡 状 雯 时 ,位 移 概 率 窗 讼 有 了 两 个 极 大 
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值 , 对 应 于 两 个 稳定 的 平衡 位 置 。 一 个 极 小 值 , 对 应 于 不 稳定 平稳 
位 置 ,这 表明 平稳 哆 应 有 两 个 较 大 可 能 状态 。 在 随机 党 励 下 ,系统 
的 状态 有 可 能 从 一 个 较 大 可 能 状态 附近 过 滤 到 另 一 个 较 大 可 能 状 
AANE. BUDE AE EE 

BFR C) BOSE RUDI RR s RE Rico — 85 , 15325 fir 35 88 
应 显然 也 基 唯 一 的 。 但 Booi! 用 高 斯 截 媚 法 求 得 的 均 方 位 移 
却 是 多 信 的 ， 这 说 明 高 斯 截断 法 在 这 种 情形 下 是 不 适用 的 。 原 因 
在 于 响应 的 完全 非 高 斯 性 ， 

当 非 线性 系统 中 不 存在 本 质 的 非 线 性 现象 ， 胸 应 近似 为 高 斯 
时 ,高 斯 截断 方案 适用 。 然 而 ,由 于 通常 “高 斯 约束 ”只 施加 于 给 方 
程 , 如 同等 效 线性 化 ,其 他 响应 统计 量 的 精度 不 能 保证 ， 例 如 庙 流 
理论 中 的 应 用 经 验 "“ 表 有 明 , 高 斯 截断 法 可 能 导致 负 的 谱 密度 。 

高 阶 累积 量规 断 方 案 , 一 般 比 高 斯 截断 方案 要 精确 些 . wo 与 
Lin” 表明 ,对 于 受 宽带 随机 油 励 的 对 称 杜 芬 振 于 , 随 着 截断 阶 次 
的 增高 , 均 方 位 移 响应 逐步 逼近 精确 解 。Bolokint'a 表明 ， 对 具有 
双 稳 状态 的 杜 芬 报 子 ， 商 于 四 阶 的 累积 量 截断 给 出 唯一 的 均 方 位 
移 响应 值 , 且 其 解 陆 截 断 阶 次 的 增高 重 趋 向 于 精确 解 。 最 近 ，Sun 
与 HeuU*" 指出 , 当 响 应 概率 密度 有 多 个 峰 时 , EDT RE BUE REUS 
案 不 适用 。7.11 节 将 指出 ， 高 阶 果 积 量 截断 在 非 线性 随机 参 激 系 
统 中 并 非 总 能 给 出 满意 的 结果 。 

至 于 非 高 斯 截断 方案 ,除了 上 而 已 提 到 的 ,在 某 些 响应 范 国内 
EAR EF AE YT REG AUR. Crandall") 还 指出 ， 该 法 的 结果 在 
很 大 硬度 上 取决 于 非 高 斯 概率 密度 的 形式 与 用 以 得 到 矩 方 程 的 相 
系 酌 数 的 选取 。 不 恰当 的 选取 可 使 所 得 结果 随 着 截 浙 阶 次 的 增高 
而 变 坏 ,或 甚至 使 第 方 程 没有 实 解 ， 
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641 Si 
最 动 法 ， 或 小 参数 法 ,是 一 种 级 数 解 法 。 自 60 年 代 初 Cran- 
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dali"? 将 它 引 人 非 线性 随机 振动 领域 以 来 , 曾 在 60—70 年 代 被 应 

用 手 单个 与 多 个 自由 度 的 非 线性 刚度 与 非 线 性 阻尼 系统 的 稳 态 与 
瞬 态 随机 响应 预测 . 5: 和 虽然 当 系统 的 非 线性 与 随机 激励 的 强度 
均 很 小 时 , 它 给 出 与 等 效 线性 化 法 一 样 的 均 方 位 移 哆 应 值 ,但 在 较 
大 非 线性 时 精度 不 如 等 效 线性 化 法 . 而 且 步 骤 也 较 等 效 线性 化 法 
为 繁 . 因此 , 近 十 多 年 来 该 法 很 少 被 应 用 . 

”在 非 线 性 系统 理论 中 ,存在 几 种 下 函 级 数 方 法 , 包 撕 沃 尔 泰 拉 
a ERA -JRAOKUS EIE, RENZI. RAS 
KARE BA UN MAA- He OK EE ME p PRI (8 
立时 级 数 。 它 们 之 间 存 在 一 定 的 关系 su， 近 来 ,一 些 学 者 试图 将 
这 些 方 法 引信 非 线性 随机 振动 领域 中， 虽然 迄今 尚未 正式 建立 
这 些 泛 消 级 数 法 与 摄 动 法 之 闻 的 关系 ,但 对 具体 的 非 线性 系统 , 它 
们 给 出 基本 上 相同 的 结果 。 此 处 把 它们 放 在 一 起 叙述 ， 目 的 在 促 
伟人 们 对 它们 作 进 一 步 研究 ， 以 确定 它们 之 间 的 联系 以 及 各 自 的 
优 缺 点 ， 
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对 搬 线 性 隶 统 , 可 引信 一 个 小 参数 8, 使 系统 的 小 非 线性 项 与 
e REH HEERE IERA, ARERR DE, ， 得 到 一 个 
线性 方程 的 无 穷 系列 。 逐 步 求解 此 线性 方程 系列 、 就 得 到 不 非 线 
性 系统 的 近似 解 ,这 就 是 摄 动 靶 的 基本 es. 

35 IB im F 30 2, BE RR X 

LY) + eS VO) - XQ), YO y, F(0) — yo 

(6.4-1) 

AP Sf, 29fEBREIJ LA) MT Z 为 非 线性 算 于 XC) 与 YG) 
为 # 淮 矢量 随机 过 程 ，s « 1 为 小 参数 .将 (6.4-1) 之 解 表 为 


Yle) =a > s'¥ Ce) (6.4-2) 


HC 6.4- -AMRA Ce 4- D, FRAG vy 在 了 一 了 ,处 展 成 泰勒 级 数 
EY YY, + edi YYY + - (6.4— 3) 
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Ap J(muYVYO BRL, BS e BORIZCRIRUR OO, 
得 如 下 线性 方程 系列 

= XQ), LOS, YO = yo 

LY, — 一 到 了 Y.(0) - 9, F,(0) = f) (6.4-4) 

L Y= 一 上 下 /DY Y) — 9, 0) =0 
《6.4~4) 中 每 一 方程 右 端 都 用 它 前 面 方程 之 解囊 未, 因此 都 是 已 知 
的 。 干 是 、 可 用 第 三 童 中 所 述 方法 莉 步 求解 〈6.4-4)》， 然 后 代 人 
(6.4-2) ,得 (6.4-1) 的 瞬 态 或 稳 态 响应 统计 量 . 显然 ,这 要 求 (6.4-1) 
的 退化 线性 系统 是 稳定 的 ， | 

设 (6.4-1) 的 退化 线性 系统 的 脉冲 响应 矩阵 为 ACL), XC). 为 
平稳 随机 过 程 , 则 (6.4-4) 的 平稳 响应 为 


YO) = " AGXG — rdr 
Yi) 一 一 | RALLY 一 cdr (6.4-5) 


Yi - — | h(r)JC er Y/Y OY, | , edt 


H3 Rz 8T 48 C 6.4- 1 SF Ry SZ E) ROW A RET EE, (nin, 平均 矢量 为 
E(YG)) — |^. AGOEUX — es Yi], uir + OC) (6.46) 
LI 
R Cr) = Ry, CT) + el Rey, (1) + Re G)] + OC’) 
dun (6.4-7) 
Ryt) = ru LAG) Raletr—te) AT (rant, 
Rr r, m r AGEI UY — nYU + r) lde, 


rur, Ct) = Ri y(r) (6.4-8) 
+ 2358 * 


DE rd 

Sy (a) — Sy, (e) + ZeReSy y, Co) FO). | (6.4-9) 
RP Sr, (wo) 5 Sry, Cw) Ze SÍ JE CO. 4-8) HR Re, Cr) Sj Rrr, Cr? 
的 候 立 时 变换 。 作 为 例子 ,考虑 杜 芬 振 子 的 请 机 响应 ,其 运动 微分 
方程 为 

© HUY + oY + eY m XG), YO) = yo 
Y(0) - yo l (a) 

将 (a) 之 解 表示 成 。 的 震级 数 


YO = D) Yo ~ (b) 
将 (D RA (D. EE MARE, 得 如 下 一 系列 线性 微分 方程 
Fe + 20um,¥, + olY, = XQ), Y(0) — Yor ¥,(0) 一 y, 
Y, + 2Uo,Y, + of ¥, = —eiYi, YAO — Yi) = 0 (c) 
Ü, + 20o,Y, 十 Y, = —3o2Y?Y,, Y,(0) = ¥,(0) — 0 
用 3. 2 节 中 所 述 方 法 逐步 求解 (c)， 可 得 (a) 之 平稳 与 非 平 稳 哺 
应 统计 量 ， 
& XG) 是 均值 为 零 的 平稳 随机 过 程 , 则 (a) 之 平稳 响应 均 
BeOS, 相关 函数 为 
Ry(r) = Ry Kr) + ERv pkr) + sRy (0) + OD (d) 
式 中 


Ry (7) - NE ACe ACT RxCr 十 Ls 一 Ti)dr dt, 


Ry y (0) = —oj r ADELY; — TY 十 +)]dr Ce) 
R yx, (r) mum Ry yk —rt) 


进一步 假定 X(D) 是 零 均值 高 斯 过 程 , 则 YuC) 亦 是 ,于 是 有 
E[Yi(: — c0Y GG + r} 一 3R, (0) Ry Ce Tn) CE) 
A Ce) 可 得 Re v. 
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设 XG) 为 高 斯 白喉 TW RyCr) 由 (3.4-15) 确 定 。 此 时 
Ry (0) = — tet, (g) 


从 而 

gi = ai (1 — 3 €0},) + OCe?) (h) 
式 中 al, «5/200, 4 eoi, « 1 时 ,精确 到 s aE, (hd 
与 FPK 方程 法 及 等 效 线性 化 法 给 出 的 一 致 。 但 按照 摄 动 法 .对 
高 斯 随机 过 程 的 响应 不 再 是 高 斯 随机 过 程 。 

原则 上 可 用 摄 动 法 预测 响应 统计 量 到 * 的 任意 次 得， 为 全 所 
得 的 近似 解 有 效 ， 随 机 级 数 (6.4-2) .必须 在 均 方 或 概率 意义 上 收 
人 效 ， 然 而 迄今 尚未 建立 这 种 收效 准则。 因此 、 只 能 通过 与 精确 解 
或 数字 模拟 结果 的 比较 确定 用 搬 动 法 所 得 近似 解 的 有 效 性 。 

由 于 高 次 近似 运算 很 复杂 ， 实 践 中 常 只 计算 到 e 的 一 次 圭 为 
ik, 因此 ， 我 们 可 以 不 追求 级 数 (6.4-2) Hiat, MIRTE 
6 一 0 时 的 渐 近 性 , 即 把 (6.4-2) 看 成 一 个 新 近 展 式 ， 事 实 上 ,高 
次 报 动 也 只 能 改善 小 e 时 的 近似 程度 ， 对 大 的 = 值 ， 高 次 摄 动 可 
能 反而 使 近似 程度 变 坏 "9 | 
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Gilbert” HTAA EE HEU NN Be. 在 
RED, AD RRR RAE cil 2s [e] S] UE 
SHEMN—-TRH p.p P REDE SE BU b SC EROR, Bits 
RHA RBS BVM. he RNR REE 
WERB. Alb Wee Re, Gr RIT CE 
博士 论文 “中 将 该 法 应 用 于 非 线 性 系统 的 随机 了 响应 预测 . 

记 


r d t | 
Speo) m (2) plortav) es © (6-10) 


DERAT P 在 o, 处 的 1 阶 变 分 ， 当 在 o T. T. Do 
时 ,有 
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i 
pn + v) — plo) + D Bp, (vw) + Rœ) (6.4-11) 
AH (RCo e elot, RE lel] < ee). E P Renn MA 
pion, +o) = p(o + > à S p, (v) (6.4-12) 


DJ E se E GS TERA TT, AALST]. 
设 系统 的 状态 方程 为 
Y = FO. + eV OX, Y(0) = yo (6.4213) 
其 中 XC) 与 YG) 4829 m si 5s n HUE E 39 (64-12) 看 成 一 
titt p. BD 


Y = KXQ) (6.4-14) 
定义 | 
| Z(s,0) — pL X 4+ aXX) 
Zi, = (Z) R + aXX) (6.4-15) 
2 将 是 下 列 方 程 之 解 
Z = F(Z ,8) + g(Z,oX(» 十 a Zt) Xe) 
Z(0,a) = Fo (6.4-16) 


将 (6.4-16) 对 a 微分 ,给 出 ZG) 的 微分 方程 
Ż, = F"[Z,) + g"EZlaX + gX, Z(0,:)— 0 
Z,—P?LZ] + g?LZjje X + FOLZ, 
+ g?iZYaX + gD, Z(0,0) — 0 (6.4-17) 
式 中 站 一 上 十 8 是 ,8 RE Se WSR ZG, a), ER 
值 ,其 中 ZG.) 为 (6.4-16) 之 解 . 
定义 
| Y(t) = py(X) (t) (6.4-18) 
在 (6.4-16) 中 令 Y 一 Z(s,0), dx (64-17) HS Y, — eO, 
得 到 下 询 Y.Y, 之 方程 
yo KY ,0 + gcY XQ, 了 OO) yo 
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Y, = A(QP,oY, + BOYD XW, YO) - 9 
PF AC,» Y, 十 AUC ,0UYY i 
+ {BY ONIX), YK —0 《6.4-19) 
式 中 
AC DY, = FF EY + g (P LY XQ) 
BF QE) = g(Y D (6.4-20) 
A.W OW /? P YF + ga ,NPRG) 
BY ALY) = 2 eX IY 
(6.4-19) 中 关于 的 方程 是 (6.4-13) 关 于 Y, X. 的 线性 化 ， 福 
E, Y, 的 方程 都 是 线性 的 ,因此 ,容易 逐步 积分 求解 (6.4-19). 于 
是 ,在 f 与 g 都 是 解析 函数 之 情形 ,(6.4-13) 之 解 为 


Yo = YO + iO (64-21) 
E XC) 是 随机 过 程 ， YO) 也 是 随机 过 程 。 由 (6.4-21 可 得 响应 


统计 量 . 

作为 例子 , 仍 考虑 (a)， 将 它 写 成 状态 方程 形式 

Y,- Y, Y(0)-0 

Ý, = —2be Y, — of ¥, + e¥} + X(O, YA0) — 0 di) 
应 用 上 述 方 法 ,注意 Y(0-—Y(G-X0-—o, 


fa -— Yu; Y.) - 0 (i) 
Ýn —2eYa—adYac XQ), Ya) 0 
Yum Ys, ¥ 50} 2 0 

(0) (ky 


Ya 一 一 2 Cas Y 4 一 0 a —§wie¥ » Y4(C0) — 0 
等 ,显然 ，(j) 5 Ck) 分 别 同 《ce) 中 第 一 、 二 个 方程 等 价 ， 所 不 
同 的 是 ,本 方法 中 出 现在 方程 (Ck) 中 ， 而 摄 动 法 中 出 现在 解 级 
数 (b) 中 ， 


6.44 KRSM 


描述 系统 激励 一 响应 关系 有 了 两 类 方 社 。 一 类 是 隐 式 方法 ， 即 
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onam SRARSRMRRUE GEN, DROP, BRERA 
Ek , DIS Rz SR ARR A ho C m ER EE EO AS UL, HR 
TRB RAE ERM NBR RRR, THRESH 
积分 在 非 线性 系统 中 的 一 个 推广 , 沃 尔 泰 拉 级 数 在 上 一 世纪 80 年 
代 作 为 函数 的 泰勒 级 数 的 推广 是 由 沃 尔 泰 控 提出 的 ,1910 EE EI 
谢 为 此 级 数 商定 了 产 格 的 数学 基础 . 1942 年 维 纳 首先 将 它 应 用 于 
非 线 性 系统 分 析 。 

一 个 单 激励 - 单 响应 时 不 变 非 线性 系统 在 时 域内 的 山 庭 可 用 
fn F RARE DY BRR 


«o- D f E oes oen XG m e) 
XQ — 0): XQ — tdrudr, det, — (6.4-22) 
Ah A, KAn MARERE, CBR PR, 对 
HERR, h 将 显 含 1. 
n 阶 脉 冲 响 应 函数 A, 与 # 阶 频率 响应 函数 互 。 构 成 博 立 叶 
变换 对 
H (uo 0, =.. s0.) 


- - -- =i 2 wifi 
- N | AT tet Je I 0 dt dt, de, 


(6.4-23) 
Ann. » Te) 


" 
i 


~ ts | tere ede A dododo, 
| (6:4-24) 

显然 , 非 线性 系统 的 喃 应 也 可 用 频 域 内 的 相应 级 数 表示 。 
次 尔 泰 拉 级 数 祷 的 关键 是 由 给 定 的 非 线 性 系统 求 名 阶 沃 尔 泰 
拉 核 .描述 系统 的 微分 方程 已 给 定时 ,可 用 Carleman Se (LE 
分 方程 法 、 增 长 指数 法 及 谐 和 激励 法 等 求 得 (1. 否 则 ,可 通过 实验 
用 系统 识别 技术 得 到 。 因 为 活 尔 泰 拉 级 数 是 无 穷 级 数 ， 只 有 当 它 
收敛 于 真正 的 响 度 时 才 有 意义 RL, AUER CE aR 
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3& 3, Elie fic SEF ihe Be PE ROG SE T SE RA L 89], 
有 了 系统 的 沃 尔 奉 过 级 数 ， 就 可 由 随机 激励 的 统计 量 了 预测 响 
忘 的 统计 旦 。 例 如 ,响应 的 均值 为 ? 
EVYCO] s > mu 4. A, (T. T2, * T.) 


X Ry — Tipt m retti tu)drdrse edt, —(6.4-25) 
A RY ARMY s STARR, MRR 
Ry, n) m 2) Rye Gin) (6.4-26) 
AB = Tt la] 
Ray it) - Els ° Jost ° Ta) 
x beu. PT wir T “Tata 
x Ry", Fie Fa Fast: — Tears rts 


一 Tet, dT dt," dT arn | (6.4-27) 
为 得 到 平稳 响应 的 谱 密 度 , 引 入 中 间 变 量 
Ry yh phis sigan) ™ | ttt. | m ha Ti Ta, tt rte) 
X Aa (tts Tmt Tm n) 
x RO (5 — Eysi — Tet mn 
— Tes, dT, dT; du, (6.4-28) 
显然 有 | 
Rynart) 


= Ry yeh * tara dls, mny Sipe (6.4—-29) 
ty 1 ur-m m a m, 


id Sky 为 与 Ry. 对 应 的 中 间 变 量 ， 显然 有 


Sy atn $0,479 Ou a) mm ane rr. oe 


| ‘Ry, v nin, Des = ' dtidiy dt ara (6.4-30) 





Ry y Gti tue m |. f 


à jste 


B4 a 


a E T det: dose. (6.4-31) 
MES n 维 谱 密度 
SE 03,7 ys) 一 ry TAE e 
| Rcs siret" fae ” ar dt,dt,°°-+dt, (6.4-32) 
T1 335 BUPA 2E I ERAT, (8 


Sy v Go $035* ** Ou) 77 Hao 0, On) | 
XH, CN s. irt t) smtp non Coy gidys* * * mtn) (6.4-33) 
利用 (6.4-29), (6.4-31) 3 (6.4-33), BOMBA SLE ieee 


Sy y Co $00) — e ME Ry a nn) mh mo dy dr, 


一 | | EMEN XC 


X HG mtis” mtair et SRR OO Van? Tata) 
eX 6o, FH Tuo ) 
x dY,dY,- *d ate (6.4-34) 
平稳 响应 分 量 的 一 维 互 谱 密 度 为 


Sy aru G0) - f. Sy ay C 96g dun 
= | | .. |J HC, psi" Y aH ati satis" Yata) 


«x srry, Pi + Tate OG; — T aL — y; + 1e Y aa) 


KAN do" dY mha (6.4-35) 
而 平稳 响应 的 自 谱 密度 为 
Syla) — 2) S5 yo) (6.4-36) 


当 激励 为 平稳 高 斯 过 程 或 高 斯 白 噪 亢 时 ,上述 计算 可 简化 ， 
PEF DARRE Co) HORM, ERROR RA 
(a) RREAN, HRH aX(s) ,a 为 标量 ,并 令 
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Yo = S «^Y, (1) 


分 别 代 人 《a) 之 两 边 , 令 两 边 = 的 同 次 赛 的 系数 相等 ， 假 定 初 始 
se FE oO RE, (8 
¥, + Fo + wiY, = XO 
P. 2DeY, + wY, = 1 
y. 十 20V Y, 十 uY, = — eY; (m) 
KR (m) 得 
Y, 一 j hr — roX(rOMr, 
Y,-—0 (n) 
Y, = 一 so LUC Ast ty re tOXCu XC) XGOdr drin, 
式 中 AC) Bd. 4-6)82(3.4-7 Ms ,而 
hti 0) m | A(:— rat — TRT 一 rr 一 Ti) 


Kale — tar — rskr 一 T5)d7 (o) 
式 中 * 为 单位 阶 联 函数 。 将 (n), (0) RA (OD, HE 0 — 1,88 
(a) 之 沃 尔 秦 拉 展 式 。 比 较 (m) 5 (c) 可 知 , RRB ME 
将 给 出 与 摄 动 法 一 致 的 结果 ， 
Dalzell Bp HEIR AR BAY IE HY FP Ee EE H 
Fe, PU BRE RS RÀ EL EH E A EL RE A, Hy AHL OR PER 
明 ,在 级 数 只 有 取 前 三 项 时 ,只 适用 于 小 非 线性 。 对 强 非 线性 ， 必 须 
包括 高 阶 项 . | 


6.4.5 Molter AG MBE 


天 和 尔 泰 拉 级 数 的 一 个 主要 缺点 是 没有 正 交 性、 因而 焦 得 相关 
焉 数 与 谱 密度 都 是 双重 级 数 ,计算 释 大 ,而 且 给 用 实验 方法 确定 沃 
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尔 泰 拉 核 带 来 很 大 的 困难 ， 
维 商 提出 用 如 下 级 数 表 示 一 个 非 线性 系统 对 高 斯 白 噪 声 的 响 
应 


YC) — $1 GL NC] (6.4-37) 


ANG) d&umBe264 BOESGETEQMOE, k OAR, G, 
为 维 纳 算 子 。 要 求 部 分 响应 互相 关 对 所 有 满足 关系 

E(G (kh, NIG LA, NG + 1)]] — 0, mn (6.4-38) 
从 而 响应 自 相 关 与 谱 密度 都 是 单 重 级 数 ,例如 


RyG) = S BELGA, NIG. NCG F 7)]] (6-4-39) 


mid) 


根据 上 述 要 求 , = 阶 维 纳 算 子 的 表达 式 为 om 


— (— 1Yat4fP , 
G,{k, NCO] — 2i Zn 2 2i 


Ld 
X | A CEEE SO. ustisTi,s* ** ToS Tu) 
— øb 


X dr,-«-dr,N(I — g)> -NG — Ou ido - ^de, sj (6.4-40) 
KH [s/2] RMS #/2 的 最 大 整数 。 从 而 (6.4-39) 中 的 每 一 项 
为 

ELG,[ 4, , NCO]1G,IL A, NT 十 r)j] 


ur ata ] ti "" ,2,M t. Co, or. Ta 中 r jda’ * ‘do, 


(6.4-41) 
显然 , 维 纳 级 数 可 克服 沃 尔 素 拉 级 数 的 缺点 。 此 外 , 纵 纳 级 数 适用 
更 大 范围 的 系统 。 在 维 纳 级 数 与 沃 尔 泰 拉 级 数 都 适用 时 ， 维 纳 核 
与 对 称 的 沃 尔 泰 拉 级 核 存 在 一 定 的 关系 中 . 

如 果 将 〈6.4-40) 中 的 白 噪 声 的 乘积 代 之 以 维 纳 - 埃 尔 米 特 隧 
机 多 项 式 (1.7-1) ,并 相应 地 改变 维 纳 核 就 得 到 随机 过 程 的 维 纳 - 
EREHE. -6), Jahedi 与 Ahmadi", Orabi 5 Ahma 
dieen a Hx eh FL Sh T ED MS dE E H8 n9 
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应 。 RHR BRS AER- ERKALAR, 其 
中 激励 的 核 是 已 知 的 ， 俏 应 的 核 是 未 知 的 。 将 它们 代入 系统 的 运 
动 微分 方程 ,就 得 到 确定 未 知 核 的 积分 微分 方程 。 求 垦 这 些 方程 ， 
即 可 得 表示 出 应 的 礁 钠 - 埃 尔 米 特 展 式 ， 进而 得 各 种 响应 统计 量 . 
现 以 系统 (a》 为 例 说 明 ， 
以 XP 与 Y? 489p SK SKI S Wag WAS i 阶 维 纳 - 埃 尔 米 特 
核 , 设 激励 XC) 为 受 调 制 的 白 噪 声 , 则 
XNE) — (225^ e(8( — 5) 
XS Beet) m i (€p) 
Ath etx) 为 调制 函数 ,关于 YOG, 的 方程 为 
PG,n) + 2 Za, FCs.) + oYG,n) 


x L + 3s f VG, dt | 一 X(1,n) 


Ylh) = 0, Y(4,n) = 0 (a) 
址 中 为 方便 而 略 去 上 标 (1)。 由 于 (q》 中 的 非 章 次 项 正比 于 5 A 
数 ， 它 可 代 之 以 弃 次 方程 


YG,n) 十 2 EnF, + oe) ¥ Gn) = 0 . Cr) 
及 非 零 初 始 条 件 
Y C5 tm 0, PCr) = (2S) eit) (s) 


Cr) th, o CO 是 时 谈 等 效 频率 
ex) = eL) + 3804(t)] 





作 变 换 
Yi) = e WZC) (t) 
则 方程 (r) HH 
Zr, oDZG,u) = 0 (o; 
式 中 
Ot) = ws) — Coi (v) 
HE of) RIC BET HR , WSR 
20,4) = wal de 十 由 (w) 
Ju ej. ) 
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.5 与 由 为 常数 ,由 初始 条 件 (确定 ,从 而 响应 的 一 阶 核 为 


YG n) l 
| ui ge kor Fy) . I 8) dé .0 
— Crs.) eCa) in he 40, s< ( 


0, 其 他 
BF ws Bic) MRM YO) 《参考 1.7-8), 求 YOn) 需 
RAET AT Yt,n)， 可 得 响应 的 一 阶 近似 响应 统计 量 。 
计算 结果 表明 ,单项 准 纳 - 埃 尔 米 特级 数 法 给 出 与 等 效 线性 化 
基本 一 致 的 结果 。 


x 


65 数字 模拟 


65.1 s" 


数字 模 报 也 称 随 机 模 扳 ， 统 计 机 所 ， 或 殉 特 . 卡 罗 法 。 在 随 . 
机 振动 中 ， 它 可 绰 成 是 利用 数字 计算 机 进行 随机 振动 试验 的 一 类 
方法 。 该 方法 的 基本 思想 就 是 氢 率 论 的 基本 原理 ， 即 系统 响应 的 
绕 计 特性 可 众 大 量 响应 样 示 中 近似 获得 ， 且 近似 程度 随 响 应 样本 
数 的 增 块 而 提高 。 根 据 这 个 原理 ， 数 字模 执法 包括 如 下 三 个 主要 
Dp. 

L 根据 激励 过 程 或 场 的 统计 特性 产生 激励 样本 。 数 字 计 算 机 
产生 的 是 随机 序列 ， 它 可 看 成 是 连续 过 程 或 场 的 采样 ; 

2. 对 每 个 激励 桩 本 数值 求解 适 动 徽 分 方程 产生 响应 样本 ; 

3. 从 大 量 响应 样本 中 求 取 所 要 的 统计 信息 ， 如 矩 ,概率 密度 、 
HEEN, 

目前 ,数字 模 氢 已 成 为 随机 振动 ,尤其 是 非 线性 随机 振动 的 重 
要 方法 之 一 。 首 先 ,该 方法 原则 上 适用 于 任何 系统 与 任何 激励 ,只 
要 能 在 数字 机 上 进行 模拟 即 可 。 因 此 ， 对 现 有 方法 无 法 处 理 或 航 
难处 理 的 复杂 问题 ,如 强 非 线性 , 强 参 激 ,严重 的 材料 不 均匀 等 , 数 
学 楼 拟 往 往 是 工程 中 唯一 可 行 的 解决 办 法 。 其 次 ， 数 字模 拟 是 检 
验 各 种 近似 方法 的 适用 性 与 精度 的 有 力 工具 ， 因 为 计算 机 模拟 可 
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排除 外 来 因素 的 干扰 ,所 得 结果 的 精度 可 以 比较 高 。 此 外 ,可 用 六 
方法 获得 关于 响应 最 的 比较 完整 的 信息 ， 

数字 楼 氢 法 的 主要 缺点 是 成 本 高 ， 用 该 靶 系统 地 研究 一 沾 癌 
题 往 往 希 要 大 量 的 机 时 。 其 次 ， 数 字模 氢 法 所 得 结果 的 精 论 秩 有 
随机 性 ， 是 在 一 定 署 信 概 率 下 的 精度 ， 而 且 结果 的 统计 不 确定 性 


REMRARNE 1//N 速率 下 降 。 要 使 结果 增加 一 位 有 效 数 
字 , 计 算 时 间 要 增加 上 百倍 。 

S NERONVUBCEBUDIBS A PUR, € RET BREUSERE IS DR 
WEHR, DHE REMADE X9 CARMA) 
法 .需要 更 深入 了 解 该 法 的 读者 ,请 参阅 所 引文 献 ， 


65.2 PPR Hew 


随机 变量 的 数字 模拟 就 是 随机 数 。 计 算 机 中 它 可 用 一 定 的 算 
EFE., ARERR LR, BYR LING 
BREAN SRR BARKS, Sik ,只 要 它 能 通 
过 预定 的 各 种 检验 ,采用 伪 随 机 数 所 得 的 结果 也 是 可 信和 的 ”1 

用 算法 产生 的 贿 宙 数 应 满足 以 下 要 求 : | 

1. 所 得 的 聊 机 序列 在 “统计 性 质 * 上 应 相当 近似 于 相应 真 随 机 
MAF; | 

2. 产生 一 个 瑚 机 数 的 运算 应 尽量 少 , 即 算法 应 尽量 快 ， 

[0,1J 上 均 名 分 布 的 独立 随机 数 UCO,1) 是 最 基本 的 随机 数 . 
产生 U(0,1) 的 常用 算法 有 委 同 余 靶 和 混合 司 余 靶 , 它们 都 是 递 
推算 法 。 例 如 ,混合 同 余 法 的 遵 推 式 为 

gs, = au, + & (modM) 
. va Weal M (6.5-1) 
AH a,8,M 及 m PEERS ,其 选取 已 有 一 些 准则 

HUGO, D 可 构造 出 具有 其 他 分 布 的 随机 数 。 常用 逆 变 换 
HV Tli 是 U(0,1) STE, 容易 证 朋 ， £y Pm) 将 具有 
分 布 FEO. 因此 ,要 从 UV(0,1) 构造 共有 分 布 F GO 的 随机 变量 ， 
PBK m EE FUGO BD], SRR USE, RAR 
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et MMA. TRAD SR, E173 n pup 
di.U(0, D) 产生 标准 正 态 分 布 随机 数 NCO, 1) 可 用 下 列 变 

HR: | 
Qum of —2 In 4441008 2 ETIS 
fa of —21n Naa Hin Z oras 

k= 1,2,-++ (65-2) 
多 数 计 算 机 带 有 随机 数 发 生 回 ,可 在 程序 中 直拨 调 用 ,也 可 自 
行 设计 算法 产生 随机 数 。 对 随机 数 要 进行 必要 的 检验 。 检 验 太 祛 

可 参阅 [91]， — 


653 高 斯 白 只 声 的 模 控 


数字 模 氢 的 白 只 声 只 能 是 具有 一 定 上 截止 频率 的 限 带 白 响 
声 。 但 由 第 三 章 知 ， 内 要 在 比 系统 带宽 宽 得 多 的 频带 上 具有 平坦 
的 谱 密度 ,就 可 满意 地 把 它 当 作 理 想 白 嗓 声 ， 
一 种 简单 而 有 效 的 并 氢 高 斯 白 噪声 过 程 的 方法 是 由 独立 的 单 
位 正 楚 随机 序列 5, 按 图 6.5-1 所 杀 方 式 连 反而 成 ,其 中 
E =V D] Atl k= 1,2, (6.5-3) 
式 中 忆 为 白 噪声 的 强度 . | 


ett} 





WE 6.5-1 BROSMR BAM. (2) BHA: (b> REAR 


出 于 焉 态 随机 数 的 独立 性 , 当 Ar 很 小 时 , 按 图 5.5-1 所 构成 
的 过 程 的 相关 时 间 很 得, 从 而 具有 高 的 上 截止 频率 。 事实 上 ,可 导 


Hs 


得 按 上 述 两 种 方式 构造 的 过 程 的 理论 谱 密度 分 别 为 
SH- D IM (6.5-4) 


| ENDE 
$O = D 16 sin*( z Arf) 4 sin( 2 x Arf) (6.5-5) 


(2 x Adj) 


E 6.5-2 给 出 了 对 应 于 不 同 A 的 无 重 纲 谱 密度 SC) /D di 
si. | 





M6-5-2 EH] 6.5-1 SHER BRE S Be. 
(2) BHAA; (b> 线性 方式 


AE FH, Ar 应 尽 可 能 小 ,但 Ar 过 小 , 又 会 使 产生 给 定 
长 度 为 了 的 样本 的 计算 量 过 大 。 因 此 ，4r RAER, 


e 372 5 
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若 待 模拟 的 是 高 新 平稳 随机 过 程 ,其 谱 密度 可 用 一 个 有 理 谱 
密度 通 近 ,而 且 0«s(e)«0; Slo) S(—5); SCa)— D, 
w 一 土 ww， 册 待机 拟 的 过 程 可 署 成 是 

= Pd) = 
XQ) TEAG (6.5-6) 
的 稳 态 解 ， 其 中 eG) 是 高 斯 白 噪声 过 程 ，B8[E (01 — 0, 
BEG EQ +r) = 2 5,008) 
PCD) 5 0CD) RREMRSRS 
de d 


PCD) 一 a, E +a, bob a 
m" | 


m 
dit ^a ^ 


d? 4t! d 
OCD) 一 加 — bu um 十 tt + oa th (6.5-7) 


其 中 m> 5, (65-6) 理解 为 先 求 得 
OCD)oG@) = EG) - (6.5-8) 
HBS $G), MARII 
XG) = PCD) oO 0) (6.5-9) 
Jm Bri MER A5 1E 20 RECIBE ZS RUE 53 3) DEES 
《6.5-37 与 46.5-9 便 可 得 所 要 横 氢 的 过 程 。 Pranklin?? 详细 地 介 
ST MMSE, 
上 述 方法 可 推广 于 平稳 矢量 随机 过 程 的 模 氟 ， 


655 模 氛 入 机 过 程 与 场 的 三 角 航 数 合 成 法 


模 所 标量 与 和 拓 晤 随机 过 程 及 随机 场 的 一 入 有 效 方法 是 三 髓 级 
数 合成 法 .该 方 尘 的 基本 思想 是 将 随机 过 程 或 场 表 示 成 大 量具 有 随 
HEREZA ZA., 它 可 看 作 是 随机 过 程 或 随 机 场 的 谱 分 “ 
解 的 离 获 化 形式 。 这 种 表示 法 最 早 是 由 Ricec 提出 的 。 而 用 这 
种 方法 模 所 随机 过 程 与 场 则 是 Shinozuks"" 在 70 RWB 
由 的 。 这 种 方法 在 [951 中 已 有 较 系 统 的 论述 ， 这 里 只 作 简 略 地 措 


* 573+ 


述 。 
MSS mM 


xG - > A, cos ( wnt + 7» (6. 5- 10) 


Ach N SIE MER, d, 为 在 [0,2 = ) 中 均匀 分 布 的 独立 随机 相位 
$5. i 


"M - wi (k— 4) d0 (6.5-11) 


是 级 数 中 各 项 的 圆 频率 ，Aw = (o, 一 of)/N 为 频率 间隔 ,[ol， 
wl Slo) 具有 显著 值 的 频率 范围 。 
Ar m M2 36 edo (6.5-12) 
是 级 数 中 各 项 的 幅 值 ,而 S20) EAL TCE 
标 谱 密 度 )。 
应 用 中 心 航 限定 理 容 易 证 明 "”, 在 N - oo I, (65-10) 83 
于 高 斯 平稳 随机 过 程 ， 并 且 是 各 态 历 经 的 。 它 的 相关 前 数 与 谱 窗 
EA BUE T E E HERB SS I. 
上述 模型 中 ， 4, 5 oo, 都 是 确定 性 的 ， 只 有 相位 o. 是 随 
_ 机 的 。 因 此 该 模型 具有 显著 的 确定 性 特征 ， 为 提高 其 随机 性 。 可 
MUN 4, 与 频率 o, 采取 如 下 随机 化 措施 , 即 令 


-— 4/ 2 Sx o Aw 十 8, (6.5-13) 
«oa = (0; + (4 一 +) Ac + 8, (6.5-14) 


式 中 oa 与 5 是 符合 某 种 分 布 的 "小 随机 变量 样本, 所 谓 * 小 随 
PER EGHAM), Tt HRD MALE PRM. 

fs DB ey CURRUS FF EE RB HE BOSE 8 
随机 过 程 ， 而 且 所 得 结果 的 样本 是 连续 的 。 但 该 模型 涉及 大 量 三 
角 函 数 的 运算 ,而 这 种 送 算 在 计算 机 上 相对 来 说 是 很 慢 的 .为 解决 
这 个 问题 ， Shinozuka 等 99 将 快速 傅立叶 变换 《FFT》 引 人 合成 
模型 ,从 而 大 大 地 提高 了 横 报 速度 。 这 可 推导 如 下 。 

+ $74 * 


BEP SEI PEA X XCnAr), Rh As AOR EET ELA » 则 


XGA) =a > Arcos Londt + pa) 


kał 
- Re >> Aye*eeimaras} (6.5-15) 
k=] 
A N-22”, HS om0, mQ-—2x/AÀt, Awm øw, JN, o 
(k — Awk — 1,2,---,N), W 
XGA) = Re (3: d 


MICE 


w Re (x: Cet N } 
k= 6 
= Re{DFT(C,)} (6.5-16) 
式 中 
C, = Aye the m dau cos bau + isin iu) 
(ke 0,1,--.,N —1) | (6.517) 
DFT et Te so ah, ÆR Ci， 而 后 通过 FFT 
得 到 XCar), 
三 角 级 数 合成 法 易 推 广 于 平稳 矢量 随机 过 程 与 均匀 风机 场 的 
MUS", Wi aR $44) DORM REM 
模型 为 


M; F, | 
XC sere) m D, 2 SxCky he AR ART? 


jut awe | 
X cos( kya, + fas, 十 usy) (6.5-18) 
AP Qeu 是 在 [0,2 x ) 上 均 各 分 布 的 独立 随机 相位 前 ， 


ku = (i— +) aa, ka = (i— +) ak 
Aki = Cs — EIN, Ak, Ce — ku) / N: (65-19). 
fü Chey k.) 为 Skok) RUSO AOE BOF LEAR. 


”在 用 三 角 级 数 法 模拟 矢量 隧 机 过 程 与 随机 场 时 也 可 引入 
FFT, 只 是 变换 是 多 重 的 ,计算 量 与 内 存量 都 将 迅速 增加 ,对 于 二 


+ SYS + 


巢 以 上 的 矢量 过 程 或 随机 场 ， 变 的 方法 实际 上 已 不 可 行 。 
上 述 方法 还 可 推广 于 模拟 具 有 渐进 谱 密 度 的 非 平稳 随机 过 
程 。 便 如 ,对 标量 非 平稳 过 程 ， 只 要 令 (#.5-10) 中 


A, m ACE s 04) 2 $xCo)Ao (6.5-12) 
其 中 41,9) 为 确定 性 的 调制 函数 ， 而 SC 为 被 调制 的 平稳 
HEWER, 对 均 名 调制 过 程 , 即 AG, w 一 er), 与 w 无 关 ， 
则 可 先 用 (6.5-10) 模 拟 被 调制 的 平稳 过 程 ,然后 乘 以 调制 画 数 ， 


4.5.6” 横 所 随机 过 程 与 场 的 ARMA 方法 


^ ARMA 是 自 回归 滑动 平均 (Auto-Regressive and Moving 

Average) 25, ,CE-RARHRRAERR, BSN ROM 
VERRATAATH RMS EA PC CORR EESB A. me 
t el 96 Rz FETERPETRUNL , 70 年 代 开始 应 用 于 随机 过 程 的 数字 模 
WU, HE 80 年 代 得 到 较 系 统 地 发 展 ” 后。 它 是 一 种 比 三 角 级 数 
合成 法 更 为 有 效 的 数字 术 氢 方法 ， 而 且 数 字 信 号 处 理 理论 为 它 提 
供 了 严格 的 数学 基础 。 ERR, ARMA 系统 相当 于 
一 组 数字 弯 波 器 ， 它 将 和 白 吧 声 挛 成 近似 具有 目标 谱 密 度 焉 相关 时 
数 的 离散 随机 过 程 或 场 。 由 于 对 ARMA 数字 模 氢 方 法 尚未 有 系 
统 的 论述 ,此 处 将 作 较 详细 的 介绍 ， 为 便于 理解 ,下 面 从 一 般 离 散 
线性 系统 人 手 。 

—. PERERA 

一 个 个 激励 # NER AUTRE ARE RE BR ET N 


X,— » HF, | (65-20) 


I-—- 


At F, 5 X, 分 别 是 激励 矢量 和 临 应 矢量 的 第 天 个 样本 ， 球 
是 * X * 系统 脉冲 响应 矩阵 的 第 下 个 样本 。 
H, 的 之 变换 即 传递 矩阵 定义 为 


KZ) — 5 H,zZ^* (6.5-21) 


k--^ 


+ 376 二 


BZAR ZEEL S., sir [ZI 一 1 feu BEEN D 
H, RBS 
H (eT) —H(Z)lz--, 一 ST Kx (65-22) 
SERE ASA TRA A, 的 两 个 相继 样本 之 间 的 时 间 间 隔 ， 
E1C6.5-20555(6.5-21) Bw 
A(Z)-— HOZoFCZ») (6.5-23) 
mah XZ), FOZ) 及 HZ) 分 别 是 X,,F, RATER. 
(6.5—23)38 BH ,传递 矩阵 HCZ) 完全 描述 了 该 离散 线性 系统 。 
BERD Fi 是 平稳 矢量 随机 序列 ， 其 相关 矩阵 与 谱 密 度 矩 
隆之 间 的 关系 为 


Res) = ELF, Flu) = 人” Spp) Tdo — (65-24) 


Srr(o) 一 二 D) Ree (5-25) 


+ jm- 


LH ms 是 截止 频率 MENENG (Nyquist) X 
oy T | (6.5-26) 


此 时 , 系统 平稳 响应 X, 也 是 一 个 平稳 矢量 随机 序列 ， 其 谱 密 度 
和 矩阵 为 

Syx(o) = H*(e'** )Spp( co MT eT (6.5-27) 
EN, WuE(65-25):5(6.5-27) E 25 SDM, EO 2 x/T 
或 2 cos, 

令 XO BESNHAARKEMIUE, X, 是 其 等 价 的 离 
RRA, FARTHER Sroro (o) 的 特征 值 在 
lol =o, 上 可 忽略 和 不计， 从 而 不 会 出 现 混 消 。 REZ, WER 
BOSE rs BRER 此 xcoxo Cr) 可 以 Rxx(b = 0, 
1 复原 ， 此 处 Rex (4) 是 离散 过 程 X, 的 相关 矩阵 。 可 
证 ,元 第 过 程 的 局 期 谱 密度 矩阵 Sxx C) 将 满足 关系 


Sxx(Qo) = Sxixo(o), 一 T oo m, 7 (6.5-28) 


= $3325 


简 言 之 ， 数 字模 拟 随机 过 程 XO, ， 就 是 选取 激 戌 序列 F 
与 传递 矩阵 成 e ”7 )， 使 得 按照 《6.5-27) HMB DAMES 
BEES C-i, om)》 上 成 为 给 定 目标 谱 密度 竺 阵 的 良好 远 似 。 

在 计算 机 上 Be fay he E Be LE AE A R E a 
ERE EQ. BADERE EEE 

Reli) = 2 whey (6.5-29) 
与 
Sg») = J, (6.5-30) 
式 中 3; 上 与 4, 分别 是 克 罗 奈 克 尔 3 与 # Xe EGER., 

SET BeBe RRR SORE. MLE 
的 数字 模拟 的 主要 企 务 就 是 选择 适当 的 传递 矩阵 Ale), wur 
用 下 面 几 种 方法 确定 ， 

=. BS CAR) RE 

mr # 个 激动 * 个 顺应 的 自 回归 系统 的 响应 的 第 ”个 样本 
X, 可 由 扩 个 先前 时 刻 的 响应 值 与 疝 一 时 刻 的 激动 信 按 下 式 算 出 


i, -— DAK + BE (6.5-31) 

式 中 A, 与 B, 为 oco REUE. RAI RAO PEORES 
HQ) = [1.4 > A z=] B, . (65-32) 
数字 模拟 的 AR 法 ,就 是 选取 适当 的 系数 和 矩阵 A 与 B, 
(8-EtC6.5-27)(6.5- 30) & (65-32) BRE HOW E RE ABER. Ses co) RH 


eR BEERS Syx(o) 的 良好 近似 。 其 近似 程度 可 用 下 列 误 
差 度 量 ” | 


em i [A7 * CIT) Syx Co )H-7 CeT )14o (65-33) 
2o, 


由 = 关于 A, 为 最 小 的 条 性 给 出 确定 A, MOSER CYule)- 
沃克 (Walker) 方 程 组 


Roxi + SA RE — D) ~ D, 
km] 


b—1,2,-++,m (6.5-34) 
* 378 + 


TANGE B。 由 目标 过 程 与 AR 过 程 的 总 能 量 相等 条 件 得 到 
Bo B3 ~ 二 -| Rxx(0) + > ARCA]. (65-35) 
Z(t, ml 


注意 , (65-35) 关于 B, 是 非 线性 的 。 可 证 存在 8。, 的 无 穷 多 个 

解 %， 所 有 这 些 解 给 出 相册 的 谱 客 度 和 矩阵 与 相关 矩阵。 为 简单 起 

见 , 司 假定 B, 是 下 三 角 的 。 这 样 ,通过 (6.5-35) 的 Cholesky 分 

解 可 方便 地 算出 刀 。 还 可 证 明 "H, 其 参数 按 (6.5-34) 与 (6.5-35) 
算出 的 AR 系统 是 稳定 的 。 即 对 有 界 激 励 的 响应 也 是 有 界 的 。 

AR 法 的 误差 为 | 

gy 77 det ( B, B5) 一 exp { 1 


FEA 





x | 7 tr[ la Sxyx( oM] (6.5-36) 
eh i 


存在 一 个 有 限 阶 AR 近似 的 一 个 必要 条 件 是 目标 谱 RT BE E 
阵 的 对 数 的 妃 迹 在 【一 wsyws] 上 可 积 , 当 这 个 条 件 不 满足 时 , 要 
RTA AR 近似 是 很 棘手 的 。 一 个 例 于 是 海浪 ,海面 高 
度 的 P-M (Pierson- Moskowitz) 谱 不 满足 上 述 条 件 。 用 AR 法 
模 扫 的 谱 密度 在 某 些 频率 上 起 居 很 大 。 但 用 一 个 有 理 谱 密 度 近 似 
代替 P-M 谱 后 ,所 得 AR 谱 就 相当 好 ea， 

最 后 指出 ,让 及 ,与 B, 随时 间 变 化 , 就 可 用 AR 系统 的 响 
应 到 近 非 平稳 矢量 随 补 过 程 。 若 以 多 纵 关 量 A (ti OX, 
又 可 用 AR 系统 的 响应 来 近似 随机 场 "+ 

=. ERPS CMA) 系统 

一 个 m 阶 # 个 激励 ”个 响应 的 讲 动 平均 系统 的 响应 的 第 >: 
个 样本 由 怠 个 先前 与 个 以 后 的 激 甚 值 按 下 式 算 出 


X = © Bt (65-37) 
该 系统 的 传道 矩阵 为 
HeT) mm 5 Ble T (6.5-38) 
=a 


« 337p- 


rft > Bee A ZH S BE OD E on 
Sx (o) = H (eo) eT) '(6.5-39) 
用 滑动 平均 系统 响应 模 氢 随机 过 程 , 必须 使 Srle) 十 分 
MARE SEE Szmoyxwux(w)， EENAA 
| Sxoxo( 9) = QC oQ Cw) (6.5-40) 
则 可 将 A Ce") 选 为 Qo) 的 有 限 健 立 叶 级 数 。 而 相应 的 模型 
参数 可 按 下 式 算出 , 





Bi 一 -[ QCo ye" doo (6.5-41) 
2c, -a 
在 标量 随机 过 程 情形 ， 
Sxcxeo) = 19Ca>P (6.5-42) 


Sxoxu(@) 的 慎 正 狂 保 证 了 Olo) 的 存在 ， (6.5-42) RE 
QCo) 的 幅 值 ,相位 是 任意 的 ,可 取 零 棋 科 ,于 是 


Q(m) = A Saco) (6.5-43) 
相应 的 MA 参数 是 实 的 ,并 请 足 尖 系 
Bi = B (6.5-44) 


在 矢量 陆 机 过 程 情形 ,可 取 OCo) 为 下 三 角 的 。 这 可 由 谱 密 
TERE Sxwxwlwo) 的 Cholesky 分 解 得 到 ， 相应 的 MA 参数 
矩阵 B, 是 实 的 下 三 角 的 , 

在 标量 随机 过 程 情形 ， 人 也 曾 扣 出 中 用 单 边 MA 模型 ， 即 
B; =O, 1 < 0。 然而 ,此 时 确定 MA 参数 的 方程 是 非 线性 的 ,内 
BER ROR RR. 

PA. EES PI CARMA) R 

—^ Xp, 4) 阶 * 个 激励 n 个 鸣 详 的 由 回归 滑动 平均 系统 的 
网 应 的 第 r 个 料 本 可 由 先前 ?个 顺应 样本 与 ? 个 激励 样本 按 下 式 
算出 : 


X, --3 Akat D Bl (6.5-45) 


式 中 A, 与 B, Xj n x » XB, 容易 看 出 ， ARMA 系统 是 
AR 与 MA 系统 的 推广 , 


a 366 + 


JH ARMA 系统 的 响应 模 报 随 机 过 程 的 一 个 优点 ， 是 可 以 用 
最 少数 目的 参数 近似 一 个 目标 谱 客 度 矩 阵 。 给 定 一 个 目标 谱 密 度 
SMR dHIEABPE, DEC DP NOS ARMA 系统 的 参数 A, 5 
B,, 35 —15 kh B bre 9E Br OR dX SRE TAR) 
By AR 模型 ,第 二 步 由 假定 无 穷 阶 AR 模型 与 有 限 阶 ARMA 3 
型 的 等 价 确定 ARMA 的 参数 。 在 一 维 情 形 ， 可 证 明 这 种 等 价 是 
FEA. + PME St ,以及 等 价 时 两 模型 阶 数 之 间 的 关系 尚 来 
有 精确 的 理论 。 关 于 由 AR 模型 确定 等 价 的 ARMA em. RH 
TH LBP PAE, 

AR 与 ARMA SHAM BS i- NER X 
配 导 致 如 下 确定 参数 A, 与 B, B5 x pb 7; ga ign: 


Y A, Reh — i) — > BRG Dt 
t= fal | 
i= 1,2, eh gp (6.5-46) 
win, 
20,8, =u i A,Rsg C — D 
ku 


Pm 0,1,---,4 (6.5-47) 
Ah A, ™ ds Rae) 5 Re) 是 第 一 阶段 得 到 的 AR 模型 
ROR A ELTROXABEE SS See, 其 中 互相 关 第 阵 可 
从 AR 模型 按 下 式 算出 ; | 

Refi) 0, 12-0 (6.5-48) 

R260) — 2o, B, (65-49) 


minim. 


Rs(—D 一 2 ÂR — D, 2120 (65-50) 


已 经 证 明 …”, 按 上 述 两 步 方法 得 到 的 ARMA 系统 是 稳定 
的 . 基于 (6. 5-46) 与 (6. 5-47) 的 第 二 步 误差 为 


e PS tr x: A,Rss(k) 一 > BRat( 一 D | (65-51) 


Hj AR 与 ARMA 系统 的 前 p 十 9 十 1 PPP 
本 的 匹配 导致 如 下 确定 参数 A, 与 B, 的 方程 


中 Mil s 


m [n p P 


M A, Rei — D -— 20, B,, 1 一 0, l+- ui (6.5-52) 


azo 
mints A) 


D AR 一 门 一 9， 一 9 十 1 4 He p (65-53) 
kw 


其 中 (C6.5-52) 与 (6.5-47) 完 全 一 样 , 这 个 事实 导致 一 个 结合 上 述 两 
种 匹配 的 殉 一 般 的 方法 9 中。 所 得 ARMA 系统 的 稳定 性 也 已 月 较 
详细 的 分 析 。 

ARMA 法 已 成 功 地 应 用 于 大 学 潮流 上 38 PUB B9 38 DEC, 28 
RRM ME aay "SS SRR, 也 已 应 用 于 
表示 材料 狂 质 等 随机 场 的 模拟 2?， 


6.5.7 ”数字 模拟 方法 的 应 用 


以 上 所 述 的 是 作为 激励 的 随机 过 程 与 随机 场 的 模 执 。 为 确保 
所 袖 氢 过 程 的 统计 特性 符合 预定 枫 求 ,除了 误 次 分 析 外 ,还 可 对 模 
氢 结果 进行 检验 。 例 如 对 一 维 概率 密度 ， 可 作 模 拟 结果 的 概率 直 
方 图 , 然后 作 XU 拟 合 程度 检验 。 对 相关 函数 与 谱 密 度 ， 可 用 数字 
方法 《如 基于 FFT 的 周期 图 法 或 参数 型 最 大 粮 法 ) 求 得 模拟 结 
果 的 谱 窗 度 及 相关 函数 ,然后 观察 其 与 相应 目标 信 的 差异 ， 
有 了 激励 陆 机 过 程 或 场 的 样本 ， 就 可 用 数值 方法 求解 运动 微 
分 方程 而 得 到 相应 的 哆 应 样本 。 在 求解 之 前 ， 有 必要 对 系统 响应 
的 定性 性 态 预 先 作 一 些 考察 ， 例 如 是 否 看 在 平稳 响应 以 及 趋向 于 
平稳 的 速度 等 。 同 时 ,所 选用 的 算法 必须 是 稳定 的 
在 获得 大 量 响 应 样本 后 ,就 可 用 随机 数据 分 析 方 法 eR 
各 种 统计 量 ,并 作 误 差分 折 , 
A, WES jpx DN EES 
x= 一 LY X; (6.5-543 
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0 382° 








ur (6,5-55) 





Hi6.3-5 CSR-AARTNERORE y ENERGIE. —— 
qM ORF Ca) 位 称 3 Co) ums (e) Hk 





SLD SEY 
D- E $3jOun-XY |. (65-56) 
近似 代替 (6.5-55) 中 的 D, WILL 0.99 置信 度 的 误差 满足 关系 
fae IX pr! < 3V DIN (6.5-57) 


。 383 。 
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Mi OR MILER. (a) CEM Cbs SR 
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{b} 


8i 6.5-5 ARS SOR, tatl, aal 
2D = 0.2, (1) iE (b) 相关 函数 
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以 0.95 的 置信 度 的 误差 则 满足 关系 
Si [X por) < 2 DIN (6.5-58) 
Ha AI, EMRE BBE LAE SEL VN 速度 下 
i 
PATAT RSE BUCUS BeR AE CREARE T- AAR 
声 的 响应 。 运 动 方程 为 


y + ACHE Yt + PY TY = A DEG) (a) 
Am & 5S DAEK. EO AAE m a eE. 用 FPK 方程 
1 sr E a E BS i BEST 


ply9) = N'e {4 [ot ay 0 


WS RS oly) 与 py) 可 分 别 从 《by 对 y 与 Y 积分 得 
34. IU DNE BAR EDU 


nam niteew [A(t 12] ^^ c 
(b) 5 Ce) PANS N, 都 是 所 一 化 常数 


N, 一 之 一 于 et erfe | WEN (4) 


MFA ELA) SiS BL) B o() 积分 得 到 。 

模 投 日 噪声 时 , 令 46.5-3) 中 Ar 一 0.025, 此 时 谱 密 度 在 0 一 4 
赫 内 基本 平坦 。 而 6 赫 已 十 系统 固有 频率 的 40 fir, 

APB AS ORM, WSR ASD aie, et 
验 样本 数 为 300、 每 个 样本 包含 800 个 平稳 响应 点 。 按 (6.5-57) 
估计 的 误差 量 级 为 O10 7), 

图 6.5-3 所 示 为 上 一 0.20, D = 0.20 时 概率 密度 精确 解 与 模 
所 结果 的 比较 。 平 均 申 值 与 均 方 幅 值 和 的 类似 比 较 册 图 6.5-4。 

一 个 线性 系统 对 白 红 声 激励 的 响应 的 谱 密 度 与 相关 函数 的 类 
(A HERR BH 6. 5-5. 
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6.6 dEBEEX DUM TEE BRS ELK SPADA NU 


迄今 ， 非 线性 系统 随机 振动 的 钨 大 部 分 成 果 都 属 对 宽带 随机 
激动 的 响应 。 然而 ,实践 中 ,很 多 情形 下 激励 是 宰 带 随机 过 程 。 钢 
如 , 近 十 年 来 ,地 震 工 程 中 很 重视 研究 主 次 茶 绕 《如 建筑 物 与 其 内 
设施 ?的 地 圳 响应 。 在 串联 分 析 中 , 若 主 系统 可 模型 化 为 在 宽带 随 
机 激动 下 的 小 阻尼 单 自 由 魔 线性 系统 ， 则 次 系统 的 激励 就 是 罕 带 
PPL. TNA. SRM. SRM. RE 
的 非 线性 效应 表现 更 为 突出 ， 尤 其 在 共振 区 丰 其 邻 域 。 研 究 起 来 
也 难 些 , 且 前 疝 无 很 有 效 的 解析 方 东 。 因 此, 研究 非 线 镍 系统 对 竺 
T ES DUO 5 BS LZ FURORE GRE IO, 53 Sc RE XC, 

EAE SEE ARE AT AE LR, PL RS ERY 
是 具有 硬 弹 答 特 性 的 杜 芬 振 于 ,因为 在 一 定 的 条 件 下 , 它 的 啊 应 呈 
AMARA R BS AR. CS RMN HRERER 
批 * 因 为 可 用 该 法 得 到 较 精 确 的 季 移 与 速度 响应 的 联 台 概率 密度 ， 
从 而 可 较 精 确 而 完全 地 描述 在 共振 区 及 其 邻 域 复杂 的 响应 性 态 ， 
这 种 复杂 的 响应 性 态 单 用 均 方 信 ， 有 时 黄 至 连 一 维 概率 密度 也 难 
以 演 楚 地 描述 。 

下 面 以 杜 芬 据 子 与 请 迟 系 统 为 鲍 说 明 非 线性 系统 对 窜 带 随机 
激 勋 的 响应 的 基本 特点 。 


66.1 42m 


M. FEBS PE SSH ERI UT REA BESS TR FE RHET ha 
3E ER BE TALES P3 7. He H8 TEE RS ESL AR RENE HE S EAR, 
RAUBEEAGSESBRBLTECRÉSGEBU. HIRERE. 4b 
率 逐 渐 增 大 或 臧 小 时 ， 响 应 会 从 一 个 稳定 幅 值 跑 到 只 一 个 稳定 岩 
伪 ， 这 就 是 杜 芬 振子 在 简 谐 激励 下 的 跳跃 现象 .1961 Æ, Lyon 
SOR SRR CAE T RRR RTE SE FS 
ALES Ma A, He I A R E e RRL 
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R. 在 此 后 30 年 中 ， 许 多 人 继续 研究 过 这 个 问题 ,多 数 仍 用 等 效 
ZR ME {LRA b A A RRO, LA EO), BER 
BE RMS RU, BABS GS Lyon SRR. MUL, HF 
者 与 他 的 合作 者 用 数字 模拟 法 详细 好 研究 了 这 个 问题 、 发 现 上 述 
对 睐 医 现 象 的 解释 是 不 正确 的 ， 等 效 线 仁 化 法 在 存在 胀 路 现象 情 
EERE. 
25 HAE Se Get SRF NS LA, eb Pe 
Y tad + wY +7Y? = XG) (6.6-1) 
AH o 5 o SA fia (2 Mcd TONS MERSCH, 7 
> > BRERA MRM. XO) BEERS, 
a Atin FRH ae db xg m Er ER A; 
X + 8X Roy)" ey VB SC 区 (6.6-2) 
式 中 v 5 gf 5 URN Ero SEXE ESSEN, ED BIR Hy 2D 
HRA, 23.4.3 节 ,平稳 位移 响应 XC) ügtpo 3E v, 
RPE 8/2, HH = D. SPIN, CETE F 
平稳 高斯 随机 过 程 。 
按 6.1.3 35,(6.6- 1) 的 等 效 线 性 系统 为 


Z "roZ + wiZ == XC) (6.6-3) 
式 中 
(0i 一 co! + 3Yei (6.6-4) 
a BFA 
ci awi + By: 十 «fle 十 (6.6-5) 


aj — aeN(oi— Y + Ca + Bas + 80D] 
当 激励 带宽 8 一 0 时 ,C6.6-5) 化 为 
SIL. 1 
gi Cai wy Fal 
LAE 3-071533 EMIRE FN Ss RS a > 
ik. 
将 (6.6-4) 代入 《6.6-5)， 可 得 一 个 关于 ob 的 4 次 代数 方 
A. Vil, RR + 个 根 中 ,一 个 必 是 实 而 负 , 一 个 必 是 实 而 正 ， 
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(6.6-6) 


BAT TAR THK MRATRTSRAHSRE. — R 
典型 的 组 -p/w 曲线 示 于 图 6.6-1。 由 图 可 见 , E40 r/o 值 范 
BD ;对 应 于 每 个 pfw 信 , 有 3 个 gi 值 ,与 杜 芬 振子 在 简 谐 激励 
TEMBER. FRAN MR eT EA RL F 
PODER RE OM — T- dir $9155 25 (e 3] 53 Ati BAA BAH 
7. 

ARAH LX EPRERETRIEWSRU. BH FAESA AR 
SGP Ra BER. 2h F RREI Y, Y, X,X17, E 
(6.6-1) 5 (6.6-2) 知 ， 它 是 一 个 扩散 的 马尔 柯 夫 过 程 , 它 的 平稳 
概率 密度 疡 一 p(y, 3» x, 430 是 下 列 简化 FPK 方程 之 解 


0 一 一 2P 十 9. [Cap + wy + ry! — x)p,] 
ay op 


一 # oe + 2 [CBs + »z)p] + D oo. 

(6.6-7) 

5.4.2 WHEE, (6.6-7) 之 解 若 在 在 必 叭 一 平稳 位 移 哆 应 的 均 
方 秆 可 从 平稳 概率 密度 积分 得 镜 , 显 然 , 它 也 应 当 基 雄一 的 ， 

由 数字 模拟 得 到 的 平稳 均 方位 移 唤 应 e$ SR r/o 的 变化 , 示 

于 图 6.6-1。 它 的 栈 是 唯一 的 ,而 县 不 依赖 于 初始 条 件 ， 在 等 效 线 

性 化 法 给 出 多 值 解 的 yjw (AERIS. of AF 37 oh 值 中 的 





09 LO LE L? LS Via 


Æ6.6-1 REIECTA Qr PR ES e S eRe EL. 
Bw 0.902,a m 0.1, Y  0,3,D — 0.01, ee LES OMS Ee 
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任 一 个 。 这 就 表明、 真正 的 平稳 位 移 响 应 均 方 信 不 可 能 从 等 效 线 
性 化 法 给 出 的 三 个 解 中 通过 稳定 性 分 析 挑 选 出 来 ， 然 而 直至 最 过 
还 有 人 企图 证 明 等 效 线性 法 给 册 的 三 个 均 方 位 移 响 应 信 中 只 有 一 
个 是 稳定 而 可 实现 的 | 

为 说 明 等 效 线性 化 靶 给 出 错误 结果 的 原因 与 正确 地 解释 跳跃 
现象 ， 让 我 们 来 看 用 数字 袖 氢 得 到 的 平稳 位 移 与 速度 响应 的 联合 
概率 密度 ,图 6.6-2, 





E 6.6-2 考 芬 振 于 对 空 大 平 称 高 斯 过 程 的 平稳 位 移 与 迪 宽 响应 实 合 概率 
密度 . S -0.002,« = O.l,r m 0.350 = 1.0,» e 1,15,D e 0.01 

当 vio 值 位 于 共振 区 附近 某 一 范围 内 时 ， 该 概率 密度 由 一 个 位 
于 原点 类 似 于 火山 的 峰 与 一 个 围绕 它 的 环形 蜂 组 成 。 显 热 ， 此 时 
啊 应 完全 是 非 高 斯 的 ,而 按 等 效 线性 系统 (6.6-3)， 响 应 应 是 高 斯 
BJ. 等 效 线性 化 法 在 这 种 情形 下 不 适用 的 原 町 就 在 于 响应 的 本 质 
TERR. 由 图 6.6-2 还 可 看 出 ， 此 时 响应 有 两 种 较 大 可 能 运动 
RS: 一 种 是 具有 较 小 幅 值 的 陆 机 振动 、 对 应 于 联合 概率 密度 的 
中 痊 峰 ; 另 一 种 是 具有 较 大 幅 值 的 随机 拨 动 ,对 应 于 联合 概率 密度 
的 环形 和 锋 。 当 响应 雇 一 种 较 大 可 能 运动 状态 过 渡 到 男 一 较 大 可 能 
EAREN EAE TRE, LE 6.6-3。 在 跳跃 中 ,作为 平稳 位 移 
响应 的 集合 平均 的 均 方 值 并 未 发 生变 化 。 因 此 ， 栈 有 聊 并 非 是 从 一 
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| in 
i HE n 
| { Ait ity MINE ic d Sad D up Lue 


à — 39 100 150 299 32599 390 30 t 


(b) 


K 56-5 pd €ETOM QUEGRRGEUODESSPRSNUEEEEINES. dt 
isBj6.6-2 Hagia]. 《ay xs Cb) xm 


PRE MMS TiS TERRE AAR, MEM 
-HRA BARBS -HARAT HE BARA. 

在 很 长 时 间 内 ， 系 绕 响 应 停留 在 基 一 个 较 大 可 能 运动 状态 的 
可 能 性 正比 于 联合 概率 密度 相应 峰 下 的 体 税 ( 概 率 )。 两 种 较 大 可 
能 迄 动 状态 之 间 的 过 渡 , 即 同 九 > 可 当 作 一 个 首次 通过 问题 进行 赋 
55 CIL 8.6 i). RF RI, RSD IEA MiLB Hie. 
AK PÉUBE 22 T E HEC RUE Ae Ine ME, Bl. AAA SE — 
HAET- MPO RI EREMDRERK, Ha RH ARE 
VERS BI P829 25 GEAR JE COE BOSE RALRZII DE, fu HUE Rent 
WEA. RHEE. RERE RRS 
方 值 ，、 它 将 依 束 于 系 绕 的 初始 条 件 。 从 两 个 不 辐 的 较 大 可 能 状态 
由 发 ,会 得 到 两 个 不 同 的 均 方 值 ， 这 就 是 Fang 5 Dowellt?9 在 
数字 模 氢 中 给 出 两 个 均 方 位 移 值 的 原因 。 可 注 间 的 是 ， 这 两 个 位 
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移 均 方 值 与 等 效 线性 化 法 给 出 的 两 个 稳定 的 均 方 位 移 解 很 接近 . 
”这 说 明 等 效 线性 化 法 可 壬 测 杜 芬 报 子 对 窑 带 随机 激 恩 的 喀 应 在 不 
ERKAT ERS DANE. | 
”从 图 6.6-3 DRT SW, ELZRÉRCTOITRSEBSSVEERRUREEE 与 

EHER, ETRBANRERRA. KSRRAR PH 
PLEA FER (8.6 DAR. 在 后 一 情形 、 平 稳 位 移 与 速度 响 
应 是 不 相关 的 ,只 有 位 称 响 应 发 生 永 财 ， 速 度 唤 应 并 不 发 生 胱 跃 ， 
两 者 的 平稳 位 移 与 违 度 联 合 概率 密度 也 显著 不 同 。 

图 6.6-2 与 4.6-3 是 针对 一 组 系统 与 激励 的 参数 信 得 到 的 。 当 
这 些 参 数值 发 生变 化 时 ， 系统 的 跑 应 状态 可 能 发 生 质 的 变化 。 这 
盟 记 说 质 的 变化 ,是 指 乎 稳 咏 应 的 较 大 可 能 状态 的 个 数 与 性 质 , 也 
就 是 平稳 位 移 与 速度 响应 的 联合 概率 密度 妖 的 个 数 ,位 置 及 形状 。 
这 种 随 系统 与 激励 的 参数 的 变化 系统 网 应 发 生 质 的 变化 的 现象 称 
为 随机 分 到 。 例如, -r/o w 0.9 而 其 他 参数 值 与 图 6.6-2 hig 
最 大 订 能 运动 状态 ， 当 pjw — 1.30 硬 其 他 参数 值 与 图 6.6-2 18 
同时 ,联合 概率 密度 只 有 一 个 位 于 原点 的 钟 形 峰 ,此 时 响应 近 于 高 
斯 , 筹 效 线 狂 化 法 可 给 出 较 精 确 的 平稳 位 移 响 应 岁 方 值 。 

比较 等 效 线 性 化 法 给 出 均 方位 移 多 信和 解 的 频率 范围 与 实际 系 
` 统 存在 晓 跃 的 频率 范围 可 知 ,后 者 较 前 者 为 宽 。 进 一 步 研究 表明 ，、 
RA H/o EIE nire E Es RE YS EAST 3E s FUSE E ST 
SER, TAK SHAE UNE BEEDSREE AK. 


6.6.2 MR RH 


ST ite Lea EP Re PRM REA, £ 
过 去 3046, APHBGRGRABUEBSLARIZOXEfIIPURÁ UPSUT. JL 
FEMA RERAN HARARE, we Oe ER 
非 高 斯 ,但 都 默认 位 移 与 速度 的 联合 概率 密度 是 音 模 态 的 , 即 共 有 
一 个 位 于 原点 的 峰 , 与 高 斯 分 布 无 根本 性 差别 。 因 此 ,往往 只 用 一 
个 均 方 值 描述 。 然 而 在 牵 带 随机 向 励 情形 ， 尤 其 在 共振 区 及 其 邻 
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域 , 王 面 将 会 着 到 ,请 迟 系统 的 响应 类 为 复杂 ,是 本 十 非 高 斯 的 ,与 
对 宽带 激励 的 响应 很 不 相同 。 

UM GREENER SERS. FRAMES HY 
AAF Bs PL Raa PM, 该 法 的 基本 思想 是 将 非 线 pk 
统 对 罕 蒂 随 枯 巩 励 的 响 冰 化 为 激励 与 响应 之 间 的 蛋 什 与 相位 的 静 
态 《 无 记忆 ) 非 线性 变换 。 该 法 的 适用 条 件 与 随机 平均 法 的 正好 相 
反 , 见 激励 的 带宽 要 比 哆 应 带宽 小 得 多 ,或 激励 的 相关 时 间 要 比 啊 
RB EA ERI RARE. BEE CET EE2EIR Tos EHE BREL: 
Pa MR, PR Ti GE Ae d: BASE A ay a) i63 A ii Dh ding D DLE MR (El 
Bg3E RARE HR, MEHZ. ATR 
RPE. BRR AA MUS, BB ase hb 
fE—— HY AY MAAE GS FH TB GR A TY . 
"P iD E BE OD SOUS Dri FR SE FE SS a LAE (Bn 19 
KA. 

SORA HE SRR ALM. BSCS 
动 方程 为 

Y” ARY + gCY 7) 一 Cr) (6.6-8) 
AH Y —3/A,r = og XCr) = —U"/A;5 BRB; A 是 屈服 位 
移 ; o ERRER RANAS; UU 是 地 面 运 动 位 移 或 主 系 统 的 
绝对 位 移 ; gCY Y^) 是 无 量 网 恢复 力 ; “POR TPR. WM 
£x UE FIR ERC 6.6-4) 


» fel 
¥—-(l—a(A~—1), A-—28Y 4, 
Y —0,4—1 
aY —(1—2a),—d s Yu4—2, 
KY,Y) = | Y «0,471 
Y -F(1 —a)(4 — 125,—4 & Y x52 — A, 
Y 20, 421 
aY 4- (1 —a),2— 4d x Y SA, 


Y' 20,4291 - 
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(6.6-9) 

AP ae 是 不 服 后 与 屈服 前 刚度 之 比 ;4 BERBEA EWER 
统 (Bouc-Wen 模型 ,图 6. 6-5)， 

gCY ,Y' ) 一 cy +(1— e)Z (6.6-10) 

Z’ = —Y]Y'|zIZ|*^ — 8Y']Z|* + AY’ — (56-11) 

dz Rc ESNGREES: 6.7.4, 及 # 是 常 参数 。 (66-11)9j 

BOSWZSY TAB Diin,xg di ew lESr, 


[eT fxY- Y» —1), 








r— 8 
Y, Y ud, Y'«—0 
CUCHREXYTYO — | 
rag ]» 
-ASYE Y,Y' <0 
Z(Y) = " | 





l f1 一 enira, 


—A a Ya -Y pY > 0 


[1 一 e PT Y] ; 





r+p 
—Y EYEAY 0 
(6.6-12) 
式 中 Y, 可 由 给 定 A Z(—Y) = 0(Y' > 0) M Z(Y.) 
-0(Y' « 0) 唯一 地 确定 
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6-6-3 JER AS CBouc-Wen BED IR ICI] SEE UB 


BE X CO 为 窄带 平稳 高 斯 随机 过 程 , 它 可 表 为 

X(r) — Pcos(»r + 8)? (6.6-13) 

th P= P(r) 与 @ 一 6(r) 分 别 是 激动 的 慢 变 幅 值 与 相位 ; y 

是 激励 的 中 心 频率 与 之 比 。 由 .3.47 知 ,P 与 9 分 别 具 有 瑞 利 
分 布 与 均匀 分 布 , 即 


- 2. —.g. | - 
Po) a exp ( £g) = 0 (6.6-14) 
p) = = 0 € O « 2x (6.6-15) 
Bee (6.6-8) -AmVEH WEEP, T0328 
Y 一 dcos (6.6-16) 
Y' — —yAsin®, D = pr +y (6.6-17) 


式 中 4 一 dr) 与 Perey PUACEMN E ESE 
位 。 类 似 于 随机 平均 法 (5.6-3), H (6.6-8) ,(6.6-13),(6.6-16) & 
(6.6-17) 可 导 得 如 下 微分 方程 组 : 


A L LAr cost + 2tvAsin® — g( 4cos P, 


—yA sin 9) + Pcos( vt + 9)] sin t (6.6-18) 
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qe 一 I [As*cos  4- 25v 4sin D — g (Aco, 
v 


—pA sin $) + Pcos(vr + O)jco ð (6.6-19) 

P,8,4, V ARE, TS HRS AMO [0,2») 上 进行 平均 ， 
以 简化 (6.6-18) & (6.62195, 88 R 

2p4' — —IgvA + F(A) — Psin(® —@) (66-20) 

2y AT! = —»!4 + HCA) — Pcos(V -— 6) (6.6-21) 


式 中 | 
F(A) 一 i | g( cos $ , —rA sin  ) sin odd 
(6.6-22) 
HCA) =a i f g( d cos f , —rA sin PD cosddg 
(6.6-23) 
XUSUR EE MER £c K (6.679) FEA (6.6-22) 与 (6.6-23), 08 


0, 4 «1 | 
ro - aco (4—1» 421 (6.6-24) 


A, AS! 
HCA) 一 P [Q —2)0* —ax — ti (1 —a)sin20*],4 1 


(6.6-25) . 
zh P E —co0s[(4—2)/4], 05 sr. RIJG WGR RG. T 
(6. 6-124 A C6. 6-22) 55 (6. 6-23) ,得 
F(A) — (1 ~ a) Ż EXE -T 
x yim # 
_ 1 — a EX Eco Y. 
ETA a 
_ l -r+ y - 
VEA Dea [e^ titt) 11} (6.6-26) 
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* n [1 — e Oo Idee e] cos pd à 





cy [e t memento | 


(6.6-27) 
Ah $*"* — cos Y A), Hs m D" * 2n. 
MISERAT, MRE (6.6-20) 5 (6.6-21) 中 f — 9" — 0, 
从 而 化 为 - ol 
F(A) — 4p A = Psin (FT — 8) (6.6-28) 
H(A) — vid — Poos (F — 8) (6.6-29) 
由 此 可 解 出 
= IRCA) — 20» AY + [HCAD) — PAP (6.6-30) 


e ~ 0 (6.6-31) 


将 《6.6-30) 55 (6.6-31) BR P,O 到 A,F 一 对 静态 (无 记忆 ) 
非 线性 变换 ,4 与 字 的 平稳 联合 概率 密度 可 按 下 式 得 到 


plas p) = po, o) | Sheet (6.6-32) 
Ach (e, 0)/O(e, H) Æ (6.6-30) 5 (6.6-31) 的 雅 可 比 行列 


X. AMIE, 


p(s) = pc0)| 22 | 38 0 (6.6-33) 
Oa 
POL FT ORO «i (6.6-34) 


由 变换 (6.6-16) 与 (6.6-17Y, 可 得 位 移 与 速度 的 平稳 联合 概 
率 密度 


PYY ) = per 9)| 2 acy, ead) 一 ; us Pep; 


(6.6-35) 
FH (6. 6-35) TOR 8-3 c 35 55 UR OST 8 12 4 MO REI TE, 
TG Fe FE A SS Sh RE 
Yy — Y"— X(r) - —-XtY' - g(Y,Y') — (6.6-36) 
FR, BRM JS Eo ER SERE 729 
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M6.6-6 CRM RRA AS Pe NRA SME 
ECKEN, « m 0.05, 60.05, Y= 9,95, 
we h.O, g 00.01, D m 0.05. (a) MEMS Cb) dM dk 


so T Leda | Be pes 
= ,, 
一 r FAST YH La ]dy (6.6-37) 


259 8h xt HL zs tte RR RES ROSEO IA ED BRI E be 
中 的 适用 性 与 精度 , 曾 进行 了 数字 模拟 . CRS RMP BPE 


« 3975 





PHY’) 


it 
1 


4, 


4108 E | Un | 
By MN : 





(b) 
E647 RAE LARNER Eee SEEN 
SR EM. am 0.05, p 1.0.5 = 0.01,D = 0.05, 
Ca) MEM; (b) MMAR 
激励 (6. 6-13) 的 样本 按 (6. 6-2) 产 生 . 对 光 清 滞 迟 系统 ,响应 样本 
按 (6. 6-8), (6.6-10) 及 (6. 6-11) y^ ^E. XJ XX EX HE HIE RH 由 于 
(6. 6-9) 右 边 依 束 于 响应 幅 值 4, 而 4 在 算出 响应 样本 之 前 是 不 知 
道 的 ,无 法 按 (6, 6-8) 与 (6. 6-9) 产 生 响 应 样本 . 为 克服 这 一 困难 ， 
引用 了 如 下 双 线 性 恢复 力 的 微分 方程 模型 : 
Z'—Y'[1—u(Y' G-1)—«C-YOuC-Z—0D] (6. 6-38) 
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(95 — 100.6 20.0 300.6 400.0 6 ^ 100.0 290.0 300.0 ^im" 
is) T 
zi 6. 6-8. RAE RAS Eee E 
参数 网 图 6. 6-7(a) CO. 位 移 样 本 (bd MARE 
xh «€ 23g 8 fur fr BK ER Dc. ARR EP IS HR SE BS Ol ie EAR CG. 6- 
8) 与 (6. 6-38) 产 生 . 
TUB AS ESS RIG. EAR DUE TERR PL 
励 的 平稳 响应 的 性 态 主要 取决 于 激励 中 心 频率 与 屈服 前 庶 迟 系统 
的 大 有 频率 之 比值 .类似 于 简 谐 激励 情形 ,可 将 值 分 成 非 共 振 
区 与 共振 区 . 在 非 共 振 区 内 ,位 移 与 速度 的 概率 密度 都 是 单 模 态 
的 ,虽然 不 一 定 呈 高 斯 分 布 . 在 共振 区 内 ,位 移 与 速度 的 联合 概率 
密度 有 一 个 环形 峰 , 见 图 6. 6- 6. 这 表明 系统 的 运动 状态 类 似 于 一 
个 扩散 了 的 极限 环 . 
l 有 趣 的 是 ,在 小 =“ 值 的 双 线 性 满 迟 系统 中 ,在 非 共 振 与 共振 区 
之 间 存 在 一 个 过 度 区 ,在 该 区 内 ,位 移 与 速度 联合 概率 密度 同时 有 
一 个 位 于 中 心 的 峰 与 一 个 环形 峰 , 见 图 6. 6-7. 这 表明 此 时 系统 有 
丙种 较 大 可 能 运动 状态 : 非 共 振 运 动 与 共振 运动 ,而 且 , 有 可 能 从 
一 种 较 大 可 能 运动 状态 过 渡 到 另 一 种 较 大 可 能 运动 状态 , 即 发 生 
跳跃 ,这 已 在 数字 模拟 的 响应 样本 中 观察 到 (图 6. 6-8), 不 过 ,由 
于 位 称 与 速度 联合 概率 密度 (图 6. 6-7) 中 的 两 种 峰 开 像 杜 芬 振 子 
情形 (图 6. 6-20 BB FE AES JE RRS th FRIAS E 
明显 ,存在 跳 获 的 参数 域 也 较 小 . (ES A | Caughey") p pe 
格 证 明 . 对 双 线 性 滞 迟 系统 (6. 6-30) 中 的 了 与 4 是 一 一 对 应 的 ， 
因此 , 双 线 性 滞 迟 系统 在 简 谐 激励 下 不 会 发 生 跳 瞩 ， 位 移 与 速度 的 
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联合 概率 密度 存在 两 种 峰 , 是 由 于 (6. 6-33) 3p/aa 因子 引起 的 
而 对 杜 芬 振 子 ,位 移 与 速度 联合 概率 密度 有 两 种 峰 是 由 于 对 每 个 
P 值 有 三 个 4 fA. 

拟 静 态 法 可 相当 好 地 预测 光滑 滞 迟 系统 对 众 带 平稳 激励 的 平 
稳 响 应 . 例如 ,图 6. 6-6 所 示 情 形 , 拟 静态 法 与 数字 模拟 结果 不 仅 
定性 完全 一 样 , 而 且 定 量 也 很 一 致 ,位 移 与 速度 的 方差 的 误差 仅 为 
百 分 之 一 . 对 双 线 性 滞 迟 系统 , 拟 静态 法 也 能 预测 响应 的 基本 性 
态 ,只 是 误差 稍 太一 些 . 例如 ,图 6. 6-7(a) 中 "一 0. 87 的 数字 模拟 
£& Ej 6. 6-T(b) 43 v0. 89 的 氢 静 态 法 结果 较 一 致 . 
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第 七 章 参 激 随 机 振动 
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f Ns sb WME LO RR RAS COU OE REPE Ba 
TASS (hi RAO, Tt We 29d Ol TR ERE RZ Cc, 
速度 .加 速度 ) 的 激励 引起 的 振动 ， 数 学 上 , 参 激 系统 用 具有 时 变 
系数 的 微分 方程 描述 。 当 系统 参数 按 一 定 规律 变化 时 ， 系 统 的 静 
平衡 位 置 变 成 不 稳定 。 任 意 微小 的 扰动 就 会 使 系统 响应 发 数 。- 系 
统 的 非 线性 则 银 制 响应 的 继续 发 散 ， 使 系统 最 终 维持 着 大 幅 的 振 
ao. But SMa A ER eS). 

参 激 振动 按 参 数 随时 间 变 化 的 规律 可 分 为 确定 性 参 激 振 动 与 
随机 参 激 振动 。 在 非 线 几 振动 理论 中 所 研究 的 通常 是 周期 参 激 振 
动 , 特别 是 谐 和 参 激 振 动 ， 一 个 典型 例子 是 悬挂 点 在 铬 重 方 向 运 
动 的 单 摆 , 其 运动 微分 方程 为 

D+ qo + wi] + ga) sind — 0 (7.1-1) 
st rh 8 254878 :«, — Ce/ D^. 为 小 幅 择 的 固有 频率 ; £ 0938 Dink 
Be; ! 为 摆 长 ; 5 是 耗 散 因 于;w(z) 是 悬挂 点 的 位 移 . 

研究 参 激 振动 的 首要 任务 是 判别 参 激 系统 的 静 平 衡 位 置 的 稳 
定性 ， 太 多 数 情形 下 ， 可 用 线性 化 运动 微分 方程 判别 稳定 性。 凡 
如 ,对 (7.1-1), 可 用 下 列 线性 方程 判别 稳定 性 . 

日 十 n6 -i- ci(1 i 和 0 (7.1-2) 
当 ^ FISHER CN] 107.122) 9280 387 CHill) HR; um acosvt 
时 ,7.1-2》 称 为 马 休 【Mathieu7 HR, HARRI 
参数 (»,ov!/ 2) 平面 上 ,存在 无 限 多 个 稳定 区 与 不 稳定 区 . n= 0 
有 时; 这 些 不 稳定 区 的 顶点 交 > 轴 于 
y - bf p,D€-1,2,--- (7.1-3) 
= 466 7 


对 一 给 定 系统 ， 判 别 稳定 性 的 目的 是 确定 参数 空间 《平面 ) he 
定 区 与 不 稳定 区 的 分 界面 〈 线 ). 

研究 参 沿 握 动 的 另 一 个 任务 是 预测 系统 的 响应 .在 稳定 区 内 ， 
ETO RAD CGS; AOE, MIRAE, E 
不 稳定 区 内 ARE REIR RUE Rd IE AE, MEDE 
要 是 指 用 非 线性 捍 动 理论 与 方法 研究 参 溅 系统 在 不 稳定 区 内 的 稳 
AMI, 

参数 的 确定 性 变化 是 实际 参数 变化 的 一 种 简化 模型 ， 实 际 系 
统 中 的 参数 变化 常 具有 随机 性 .因此 ,研究 随机 参 激 振动 具有 午 要 
的 现实 意义 ， 

随 宙 参 激 振动 与 谐 和 参 激 振 动 有 许多 相似 之 处 、 基 本 任务 也 
相间 ,但 随机 参 汶 捧 动 也 有 其 特殊 性 。 由 于 系统 的 运动 是 随机 的 ， 
系统 的 稳定 性 也 是 一 种 随机 稳定 性 ， 判 别 稳定 性 与 预测 响应 的 方 
法 也 与 确定 性 情形 不 同 ， 

与 外 激 随机 概 动 相 贱 , 参 激 随机 振动 更 为 复杂 .随机 外 激 一 般 
只 使 系统 的 平稳 状态 发 生 某 种 程度 的 扩散 ， 而 随机 参 疗 可 使 系统 
的 原来 平稳 状态 变 成 不 稳定 ,并 使 系统 过 渡 到 新 的 平稳 状态 ,即使 
系统 的 响应 发 生 质 的 变化 ， 因 此 ， 研 究 参 激 随 机 振动 比 研究 外 激 
随 视 振动 更 为 重要 ,也 更 为 困难 ,理论 上 也 更 为 不 成 熟 ， 

本 章 内 容 包 括 两 部 分 ， 前 一 部 分 描述 随机 稳定 性 的 定义 与 关 
别 方 溉 ,后 一 部 分 描述 预测 参 激 随 机 胸 应 的 几 种 方法 与 参 滞 随 机 
响应 的 性 态 。 | 


7.2 随机 稳定 性 定义 to23 


”. 稳定 性 是 微分 方程 之 解 在 半 无 限时 间 区 间 上 的 一 种 定性 性 

质 ， 它 通常 是 用 解 关 于 时 间 与 初始 条件 这 样 一 些 参数 的 收效 人 性 来 
定义 和 的。 随机 稳定 性 的 定义 有 很 多 种 ， 大 多 是 确定 性 的 李 亚 普 诺 
夫 稳 定性 在 随机 情形 的 推广 。 四 此 ， 在 给 出 随机 稳定 性 的 定义 之 
前 , 宜 先 简单 回顾 一 下 确定 性 的 李 亚 普 湛 夫 稳定 性 的 定义 ， 
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设 
y= Fly), »G2-* | (22-1) 
ERs eB ys) PRR, BERS Soe 
EST, 且 允 所 有 + ee, FCO, f) — 0, E 一 0 时 y 一 0 是 
(7.2-1) ZIE , 称 为 平凡 解 或 静 平 衡 位 置 ， 
李 亚 普 诺 夫 稳 定性 ”着 对 任意 e> 0,8 8 — 05,5), 使 


得 当 iyl 时 ,就 有 
suply Yafo) «s (7.2-2) 


则 称 平衡 位 置 y — 0 是 稳定 的 ， 上 式 中 ,sup 表示 在 半 无 限时 间 


KA [6.oo] Cask wast; ll | 表示 矢量 的 模 ,通常 是 指 简单 的 绝 
对 值 


iyii = > 1:1 (7:2-3) 
有 时 也 指 欧 几 里 德 横 | 
. 1 
xl 7 (31x) (7.2-4) 


* + 9 + y e >> à 9 4 


在 4 270,084 23 lyde 时 ,就 有 
lim pria 8 )l m 0 (7.2-5) 


WARY Sie y — 0 是 渐 近 稳定 的 . 车 对 y HSE PH AA 
能 的 y»,C7.2-5) 80 Xr, HER » — 0 是 大 范围 渐 近 稳定 的 。 对 线 
US RUD JR CREDI AT ER 渐 近 稳定 也 就 是 大 范围 新 
近 稳 定 . 

现 考 察 随机 微分 方程 

Y =Y, D+ GY OXO ,YON)= yo (22-6) 

AH XOS Y (0 49] d m Es ARENIE. BEWE 
解 的 存在 与 唯一 性 条 件 , 且 对 所 有 + a, FO, — 9, GC0,2) 
8. 4 六 一 0 时 ,站 一 0 是 (712-6) 2E RE EZ BOE Sr 

HRB HLS Be = Poy HA, WH LAE EH EAB 
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定性 定义 推广 于 随机 情形。 | | 
概率 意义 上 稳定 性 若 对 任意 s,e 0, 逢 在 6 一 dla, 8, 

A) > 0, 使 得 当 ol « o 时 ,就 有 
P {supl YG; Fol 77 8&') «8 (7.2-7) 


则 称 平衡 位 置 六 一 0 是 在 概率 意义 上 稳定 的 。《7.2-7) BH 
稳定 解 了 一 0, 总 可 选取 这 样 和 的 初始 扰动 , 使 得 在 te, EM 
Y — 0 的 偏差 的 模 大 于 预定 值 £ “的 概率 小 于 预先 规定 什 e 
概率 意义 上 渐 近 稳定 性 若 Y 一 9 是 在 概率 意义 上 稳定 的 ， 
Hee ?一 LOREAN -S lri cs’ 时 ,就 有 
lim PisupllYC:; Yost dl > e} = 0 (7.2-8) 


则 称 平衡 位 置 Y — 0 是 在 概率 意义 上 渐 近 稳定 的 , 若 对 任意 D 
(7.2-8) 都 成 立 ， 则 称 Y 一 0 是 在 概率 意义 大 范围 渐 近 稳定 的 . 
类 似 于 确定 性 情形 ,对 线性 随机 微分 方程 , 渐 定 稳定 与 大 范围 渐 近 
稳定 等 价 . | 
几乎 肯定 稳定 性” 若 对 任意 s>0 存在 3 一 Ce, ty) > 0, 
使 得 当 D» c5 时 ,就 有 
P {supi YG; Yosh J > 8) = 0 (1.2-9) 
则 称 平 衡 位 置 Y= @ 是 几乎 肯定 稳定 的 ,或 颖 率 为 1 稳定 的 。 比 
较 (7.2-9) tg (7.2-2) 知 ,此 时 ， 对 几乎 所 有 的 样本 函数 静 平 稀 
位 置 都 是 李 亚 普 诺 夫 稳定 的 . 比较 (7. 2-9) 5 (07. 2-7} 知 ,几乎 肯定 
稳定 就 是 概率 意义 上 稳定 以 概率 1 成 立 . 
几乎 肯定 尖 近 稳定 狂 GS 了 一 0 是 几乎 肯定 稳定 的 , 且 存 在 
8 e 5(8,4) > 0,18 (oll e 5 时 ,对 任意 有 
lim PisupllYG Y»,4)l| > 6) 0 (7.2-104) 
则 称 平衡 位 置 y -6 是 几乎 肯定 渐 近 稳定 的 . 此 定义 也 可 等 价 地 
RA 
lim P {supll Y Ca; ye #0) — 0} = 1 (7.2-10b) 
Ti (7.2- 04) 或 (7.2-10b) 不 依赖 于 yo 而 成 立 。 则 Y — 05 
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几乎 肯定 大 范围 渐 近 稳定 的 ， 
注意 ,概率 为 1 稳定 性 是 Kushner% 所 用 术语 , 按 haemin. 
skii™ 的 术语 称 为 概率 意义 上 稳定 性 ,而 Arnold™ 称 之 为 随机 稳 
定性 ， 
P 阶 平均 意义 上 稳定 性 ”着 对 任意 。 > 0, 存在 5 一 Ce.) 
> 0 使 得 当 lol <5 HRA | 
| ElsupllYG: Yor DIP) x M (7.2-11) 


则 称 平衡 位 置 了 一 0 REPRE EBEN. (7.2- 11) 中 ， 
IYI 一 > | Y,|* 


8yexilAGQkR &Y-ÓBm 5s 
上 稳定 的 , 且 存在 50. Inr MEN 0 
lim E [supllYCr; Yosri] 一 0 (72-12) 


则 称 平衡 位 轩 7 一 0 是 在 P 阶 平均 痢 义 上 浙 近 稳定 的 。 车. .2- 
12) 不 依赖 于 Yo 而 成 立 ; 则 Y —9 是 在 Pt SP eg A A 
近 稳 定 的 。 

以 上 三 种 随机 稳定 性 定义 所 考察 的 是 解 过 程 的 样本 函数 在 半 
无 限时 间 区 闻 (4,50》 上 的 上 确 界 这 个 随机 变量 的 概率 或 了 P 阶 平 
均 。 对 不 同 的 样本 函数 , 它 的 模 达 到 上 确 界 和 的 时 刻 一 般 是 不 出 的 ， 
因此 ,上 述 三 种 稳定 性 常 称 为 样本 稳定 性 ， 斤 乎 必然 稳定 性 也 称 为 
几乎 必然 样本 稳定 性 ， 

随机 稳定 性 理论 中 还 有 另 一 类 定义 ， 这 些 定义 中 所 考察 的 是 
解 过程 在 同一 时 刻 上 的 概率 或 了 阶 平均 的 上 确 界 .一般 说 来 ,这 些 
稳定 性 定义 中 的 要 求 比 上 述 祥 本 稳定 性 定义 中 的 灾 求 你 些 。 因 此 
党 将 样本 稳定 性 称 为 强 稳定 性 ， (m FEDES TURIERUAT VIR 
WE. HERE T BETH BRR. 

概率 稳定 性 ” 若 对 任意 e,s > 0, 存在 5 一 505,8, 7) > 0, 
使 得 当 || yl co 时 ,就 有 | 

sup PUY Ce; Yeo) > 8) <s (7.2-13) 
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WK 了 一 和 BREE, PRE EER EH. 35 
Et nz REE Br SEE BE, 

P 阶 平均 稳定 性 NEM 82-0, FE 5 0(5,4)270, 
使 得 当 olf <8 时 ,就 有 


supE (PCs Y2 )l] <8 €7.2-14) 
则 称 了 一 和 Lon -HRED, Sont: PUPDEXW S 


证 性. 
经 常 考虑 的 了 了 阶 稳定 性 是 均 信 稳定 性 (p 一 1553975 fà 5i VE 
(Cp 2). 

由 于 ELY 随 A > 0) 的 增 大 而 单调 增 大 ,了 ? 阶 平 均 稳 
SHR <p) 阶 平均 称 定 竹 .此 外 "根据 车 贝 雪夫 不 等 式 ， 
广 阶 平均 稳定 性 意味 着 概率 稳定 性 。 

P Brae SS TRECE HE *o,8,82 0,25 TF TE 5 = Ker) 9, 


*?oY > è € > © > 


使 得 Dolce 时 ,对 所 有 tan 有 
BUY; Fo sty] « All yolltexpL—oC? — 45]. C7.2-15) 
Riek Y= 90 是 了 阶 平均 指数 稳定 的 ， 比 外 还 有 几 拉 肯定 指数 入 
THES, 
在 工程 文献 中 ， 除了 上 述 陆 宙 稳定 性 定义 外 ,还 广 证 应 用 下 还 
炬 稳定 性 定义 ， 
以 | | jl 
miy- C) = ELYIYIYb--] — (7.2-16) 
RRB Y 在 同一 了 时刻 + 上 的 某 个 > Bre, 其 中 + 一 j 十 
bL A m O) JGRIBBUR MEAR MERR 
mG) [mu mua) e (7.2-17) 
当 类 函数 微分 方程 仅 合 r 阶 短 时 , 可 定义 如 下 矩 稳定 性 ， | 
r BETRE BE EEE > 0, FE êm a(s, ^) > 0, de 
得 当 imc Ji <6 时 ,就 有 
saplim, C) | «s | a. 2-18) 
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We Y —0 为 > 阶 矩 稳定 的 。 
r EAEE AYO arb REN, 且 存 在 
a> 0,885 Im <3 时 ,就 有 
lima (Jere, CO d = 0 (7.2-19) 


则 称 Y — 0 是 * 阶 和 矩 渐 近 稳定 的 

由 于 WEY « EY) , 250 ok tc RRR EE, 
反之 一 般 不 成 立 。 而 均 方 稳定 性 则 与 二 阶 矩 稳定 性 等 价 m。 

当 和 撼 函数 徽 分 方程 同时 包含 所 有 等 于 与 低 于 > BS, ATLL 
用 矢量 | 

MG) [mi (0 me) om, G2] (7.2-20) 

分 别 代替 《7.2-18) 与 《7.2-19) 中 的 m, CO MEM MEAM 
的 稳定 性 与 渐 近 稳定 性 , 

在 众多 的 随机 稳定 性 定义 中 ， 以 几乎 肖 定 稳定 性 最 合 实际 需 
要 ,因为 此 时 几乎 所 有 的 样本 轨道 都 是 稳定 的 ,而 实践 中 如 察 到 的 
正 是 系统 哆 应 的 个 别 祥 本 ， 而 不 是 响 记 过程 的 集合 平均 。 然 而 这 
种 稳定 性 的 数学 处 理 较 为 困难 。 在 工程 文献 中 ， 议 和 矩 稳定 性 应 用 
最 为 广泛 。 矩 稳定 性 实质 上 是 一 种 确定 性 的 稳定 性 。 处 理 起 来 较 
3018 88 ,而 且 在 某 些 情形 下 , 矩 稳定 性 确实 也 意味 着 几乎 肯定 稳定 
性 .最 常用 的 矩 稳定 性 是 二 阶 拭 稳定 也， 


73 随机 李 亚 普 诺 夫 函 数 法 


随机 李 亚 普 诺 夫 函 数 法 是 判别 随机 稳定 性 的 一 种 主要 方法 ， 
现 有 随机 稳定 性 理论 中 的 许多 结果 都 是 用 此 方法 得 到 的 上 随机 
李 亚 普 请 夫子 数 法 是 确定 性 稳定 性 理论 中 的 李 亚 普 诺 夫 直 接 法 或 
第 二 方法 在 随机 情形 的 推广 、 该 法 的 特点 是 判别 稳定 性 时 不 必 求 
解答 分 方程 ,而 是 构造 一 个 李 亚 普 诺 夫 函 数 ,根据 该 函数 及 其 导数 
的 符号 在 平衡 位 置 附近 的 变化 来 判别 该 平衡 位 置 的 稳定 性 。 李 亚 
普 诺 夫 函数 是 一 个 类 似 于 能 量 的 函数 。 在 力学 中 ， 滥 一 个 系统 状 


+ 


SEPM, MRAM RB, 那么 该 平衡 位 
置 就 是 稳定 的 ， 李 亚 莹 诺 夫 直 接 法 可 着 成 这 个 能 量 原 理 的 一 种 推 
m, 
EWE EREA VY, 是 了,: GBR, TER (4, 
co) X U, 中 单 值 连续 , 其 中 U, — {FY <4}, 40, R 
V(0,5) — 0, Æ VCY,O 在 该 域 申 除 可 能 为 替 外 ,保持 同一 符号 ， 
则 称 它 为 常 号 函数 。 此 时 ,， 若 V So, WKY ERM 
WR, BV <0, MRESRRABRREREBM. BRR A 
Y — 0 *, KY.) 在 该 域 中 其 他 点 上 都 取 间 一 符号 ， 则 称 它 汶 
定 号 函数 。 根 据 其 值 之 正 负 ，、 分 别称 为 定 正 汀 数 与 定 负 函数 。 著 
VY, O) 在 该 域 中 的 值 是 变 号 的 ， 则 称 它 为 变 号 还 数 ， 此 外 , 攻 
WER e > 0, WRB 5 一 Me) > 0, (iS Xj CE (m, 当 
IY Col « 5 时 , 便 有 VCF ,让 | « e, 则 称 VCY 2). RAB 
IB, 
在 随机 稳定 性 理论 中 ， 常 将 随机 系统 分 成 两 类 ，。 一 类 具有 数 
学 日 噪声 杀 数 ， 可 用 仇 茧 随机 微分 方程 描述 。 另 一 类 具有 物理 井 
声 系 数 ， 一 般 不 能 用 仇 芒 随机 微分 方程 描述 。 现 有 的 随机 稳定 性 
理论 的 结果 次 多 属于 前 一 类 系统 ,因此 ,此 处 主要 介绍 用 伊 其 随 机 
微分 方程 描述 的 系统 的 稳定 性 的 一 些 基本 结果 ， 对 具有 物理 白 噪 
声 与 宽带 噪声 情形 ,将 分 别 用 Wong-Zakai 修正 与 随 宙 平均 法 化 
为 具有 数学 白 噪声 系数 的 系统 来 处 理 ， 
考虑 用 如 下 伊 藏 随机 油分 方程 描述 的 系统 
FY; Ce) — fi Y 0 + enV DaW (C8) ,Y C) = Yi 
| (7.3-1) 
{= l,e pni m= 1,2,:-*,m 
式 中 f0) = g0, m0, BRE (7.3-1) 满足 解 的 存在 与 唯 
一 性 条 件 ,此 时 李 亚 普 诸 夫 函 数 V(Y 2) 是 一 个 随机 函数 ， 根 据 
伊 蕊 随机 徐 分 规则 ， 


âF iy 
iF st -— [Sr d- -= | 
(Y +) 5; T by, + 一 RE ay /8Y, de 
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av 
+g, dt 
Ki 5Y, ; UO 





— S VY dc + oy 2” awit (7.3-2) 
OY; 
式 中 
L^ 一 -二 9 s 9. 1l ， oO) 一 ə git 
OF y, MER OY;OY, a3 + 
(7,3-3) 


为 消去 〈7.3-2》 中 的 快速 变动 项 ， 对 《7.3-2) 两 边 求 条 件 期 望 ， 
得 
EUM) „T LV) (7.3-4) 
LRORSERAE, S* 为 后 向 扩散 算 子 , 工 为 与 经 对 应 的 确 
TERT ,相当 于 确定 性 稳定 性 理论 中 的 圾 分 算 子 ， 由 于 27 与 
LV 其 有 相间 的 符号 ,两 者 党 不 加 区 别 。. 
REVS RV 在 平衡 位 置 附近 的 特 号 ,可 判别 随机 稳定 性 ， 
此 处 搞 述 岂 个 主要 的 判别 准则 ,其 证 明 可 见 [1,5]. 
i) 设 在 半圆 柱 域 [00] X U, 中 存在 正定 函数 VCY Lu), 
它 关于 “一 次 连 全 可 第 ,关于 Yi 二 次 连续 可 微 ,而且 |. 
LV e) m O0, tee Nh 《7.3-5) 
则 (3-1) 的 平凡 解 Y — 0 是 几乎 肯定 稳定 的 ， | 
i) RRE i) 中 条 和 件 外 ,VCY ,:) 具有 无 穷 小 上 限 , 且 
LVL ux Ou muUY] <a (7.3-6) 
则 《7.3-1》 RAR Y — 0. 是 几乎 肯定 渐 近 稳定 的 。 
ii) 除 满足 ii) 中 条 件 外 ,车 


infVC¥ ,r) -» co IY — 00 时 (73-7) 
式 中 int 表示 Croo) ER) FIAT UE. (7-3-1) 的 平凡 解 也 一 
是 几乎 肯定 大 范围 渐 近 稳定 的 。 


iv) 设 在 域 [4, 00) x (0 « IY] < 4} 中 存在 函数 VY, 
« #14 + 


DX + 一 次 连续 可 微 ,关于 Yj 二 次 连续 可 微 , 若 
lim infV(Y ,:) = o0 (7.3-8) 


IY Wt >r 


R 
sup £'VCY ,:) — 0, 对 所 有 Ome ch (7.3-9) 


ect las 


WY (7.3-1) 的 平凡 解 了 一 0 是 几乎 肯定 不 稳定 的 ， BAREH 
始 扰动 EULA 


PiuplYG; Yost Jll « hut | (7.3-10) 


v) 若 存 在 一 个 函数 VQ. 满足 条 件 
&lYl^ < VCY i) < AY (7.3-11) 
£^" VCY ,1) 一 =A JYI” (7.3-12) 
AP Ak; HIER RM (7.3-1) 的 平凡 解 了 一 Rr 
3H BOSE B, b FE JUS Breite RR RU. on 
对 于 给 定 随机 系统 ,只 要 能 找到 一 个 函数 了 ,使 它 满足 一 定 条 
件 ， 即 可 按 上 述 准则 来 判别 稳定 性 。 但 函数 了 的 构造 在 很 大 程度 
上 依 杭 于 大 们 的 经 验 与 技巧 ， m 


(7A 线性 随机 系统 稳定 性 


下 面 较 详细 考察 线性 随机 系统 的 稳定 性 。 这 是 因为 ,一 方面 ， 
非 线性 随 机 系统 的 稳定 性 问题 一 般 很 困难 , 现 有 的 结果 较 少 ,而 线 
性 随机 系统 的 稳定 性 问题 相对 容易 些 ， 现 有 结果 也 多 些 。 另 一 方 
面 ,许多 非 线性 随机 系统 的 稳定 狂 可 用 其 线性 化 系统 米 判 别 。 

7.41 按 一 次 近似 决定 稳定 性 

考 卓 以 伊 芯 随 机 微分 方程 | 

dY G) 一 FY de + $31 GLY DWG) YG.) ™ yo 
(7.4-1) 


-45° 


描述 的 随机 系统 AR YD 为 维 矢量 随机 过 程 , FC) m 0, 
G,(0,:) = 0, E i JE Sa fr dE SEER, BSL 
m. 


dV (0 = Al) Vd: + DB OYW, C) YG) — Yo 


(7 4-2) 
其 中 Y 为 = 维 矢量 随机 过 程 ，4( 与 BG 3X sx» E, 
KER) HERE | 
着 (7.4-2) 的 平凡 解 是 大 范围 关于 : 一 致 几乎 肯定 稳定 的 ， 
即 对 任意 s > 0, 关 于 :之 0 一 至 地 有 


lim P(suplY(Cr; Yost => e) — 0 (7.4-3) 
EF. 0 mx 
Ec - 
lim sup P {sup Y Cu; Yost) 27 5) 2-0 (7.4-4) 


并 且 在 点 了 一 6 的 充分 小 邻 域内 对 充分 小 的 正常 数 大 满足 不 等 
式 
IfCY , ;5 — AY| + 之 IGY) — BY «EY 
(7.4-5) 

则 (7.4-1) 的 平凡 解 是 几乎 肯定 渐 近 稳定 的 ， 

在 各 与 号 为 常数 的 情形 ， 若 《7.4-2) 的 平凡 解 是 几乎 肯 
定 浙 近 稳定 的 , 且 《7.4-5) WE, 则 《7.4-1》 的 平凡 解 是 几乎 肯 
定 浙 近 稳定 的 。 以 上 结论 的 证 明志 [1,5]. | 

通常 (7.4-2) 中 的 系数 矩阵 A 与 B, 分 别 是 (7-4-1) pf 
5 G, 对 Y; toig Sac mi /ePezE Y 一 0 处 之 值 , 即 《7.4-2) 
是 《7.4-1) 的 线性 化 系统 。 于 是 , 非 线性 随机 系统 的 随 定性 可 用 
其 线性 化 系统 来 判别 。 


714.2. 惕 数 阶 平均 指数 稳定 性 


Khasminskii?) 指出 ， 线性 随机 系统 (7.4-2) 侦 数 8 阶 平 均 
指数 稳定 的 一 个 必 计 条 件 是 ， 对 于 每 个 系数 为 时 间 的 连续 有 界 函 
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数 的 正定 上 次 型 "ro, FETERE PRE VY, es 
LV m —W (7.4-6) 
若 * 对 每 一 个 …”“ 代 之 以 “对 某 个 …”", 则 上述 条 件 也 是 充分 的 。 
在 系数 矩阵 A 与 B SHRIEK, eREWSVAES 
ti .此 时 可 得 如 下 偶数 绢 阶 平 均 指数 稳定 的 代数 准则 ;， 给 定 某 个 正 
定 # 次 型 到 (Y), 导 求 一 个 正定 请 次 型 (Y), 使 得 S V —W uk 
可 用 比较 此 方程 两 端 多 项 式 杀 数 的 方法 得 到 一 个 关于 VO) RR 
的 线性 方程 组 ,系统 p PUT ISN PRE BS FIRE AE BE SV 
(站) 为 正定 。 
顺便 指出 ， 对 线性 系 绕 《〈7.4-2) ,了 MRS (p > 0) 指数 稳 
定性 意味 着 几 平 骨 定 渐 近 稳定 竹 。 上 反之 ,对 自治 〈 常 系数 》 线性 
RE, LPR AEC tb ROEM Bh P d? Br ERE 
稳定 与 ? 阶 平均 指数 稳定 性 ， 
作为 上 述 代 数 准 则 的 一 个 应 用 ， 考 看 如 下 共 统 的 均 方 指数 稳 
定性 
? -- (25 + 1? +O +6,@1¥ = 0 (a) 
AH p> GEO 与 66) 是 相互 独立 的 物理 高 斯 白 噪 记 , 强度 
分 别 为 2D, 与 2D, AMR O) HRP GA-EE, + 
Y, = YY, = Y (a) Bt Es ny, - | 
Y, = Y, (b) 
Ý, 一 TI + eG) 1Y, — (1 + &COJY, 
tj (b) Soave MRNA DB 
d¥,— Yide c; Ce) 
dY: 一 —(Y, + 2Y, 一 DY, Jde 一 V/2D,Y dW, 
— A2D.Y JW.) 
相应 的 微分 生成 算 子 为 


SO = 3 + Ye 7 Ohr IY. DY) =o 





O1 oY 


ə a py -2 (4) 


Dy? -< 
+H BY ey? 


= 4175 


取 下 列 二 次 型 | 
WCY) = Yi Y; (e) 
VCY) = C,Y! + 2C4,Y,Y; + C4Y! Cf) 
式 中 CusCy, 及 Cn 为 待定 系数 . 使 系统 (a) RISP Sp fir Et Y-0 
为 均 方 指 救 稳定 的 充 要 条 件 为 
Lv) = —WCGP) (g) 
将 Ce) 与 C RA QD ar FRE RR E 
—2Cy + 2D, Cn = -一 1 
2C + (2D, — 40, — 204 = 0 | Ch) 
2C, + (4D, — ADC, = —1 | 
由 此 解 得 | 7 


Ce =b (2D, 一 4L 4 十 2Di — 4D,) 
4(42 — ? D, — 4D,) 


to 4S 2D, Dy ES 
Cu Xat 一 2D, 一 4D.) e 
Cum —— 2 
由 VOY) 的 正定 性 ,得 
D, 十 2D; < 26 GD 
这 就 是 系统 (a) 的 平衡 位 置 Y — 0 的 均 方 指数 稳定 《 均 方 新 近 
BE) MEG. 





TAS 严 阶 线性 随机 系统 的 均 方 渐 近 称 定 性 


下 商 更 详细 考察 自治 线性 随机 末 统 稳定 性 。 首 先 考 虑 用 如 下 
# 险 线 柱 随机 微分 方程 描述 的 系统 
Yh + N (NIY ?++ 9- NL (D ]Y — 0 
: : (7.4-7) 
Arb ON, (9 为 数学 高 斯 白 噪 声 ,一 般 是 相关 的 , 即 
ELN CON; ] — 2D;5(: — 5) (7.4-8) 
F 个 相关 的 高 斯 外 噪声 MOG m 1,2,:-*,2) 可 用 e 个 独立 
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的 高 斯 白 品 声 的 线性 组 合 表 示 ,并 令 


Y, = Y,Y; YY Y (7.4-9) 
则 《7.4-7) ATARE LAE 
dY, — Yd 
dY, = Yadi (7.4-10) 
4Y, = Ydi 


dY, = 一 > b,Y, aude 一 2i CY , 4444W jC) 
Ff 


-Fær 


Anm [ejlle;) 一 21DPii]。 此 时 微分 生成 算 子 为 


= zs + > Yi sy. 一 > bY egy 


: 
十 > DaY , iuY ain _C 《7.4-117 
ijl oY: ' 


当 所 有 NG) = 0 Bb, (7.4-7) 的 平凡 解 了 一 0 渐 近 稳定 
的 充 要 条 件 是 s X # MURR (Hurwitz) 行列 式 的 各 主子 式 大 


FER 
b, b, 





A, 9 b > O;A; -| 
, mE 1, & |. 

b, by bs 
| b 5h60; 

0 5 bl. 
b b bh ; 


A= 











= 6 (7.4-12) 


M ONG) as 0 时 ,系统 (7.4-7) 平衡 位 置 Y 一 0 BRE 
的 充 要 条 件 为 , 除 满 足 条 件 〈7.4-12》 外 ,还 满足 
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a, > A/2 (7.4-13) 





其 中 
ge, qm qv 

Acl B 7. 0 (7.4-14) 
0 0 b, 1 





Bn qur m 0,1, +n — 1) Re A, 中 的 第 一 行 所 得 之 行列 
A, 而 
quim > 2D,,(—-1)™ (7.4-15) 


^ miem k) 
M NG) 相互 独立 时 ， 
D,—Da-- -(-1 "D. usi D,, 
b, >+. l 0 


4/2 ™ 0 by IRI ü Ü (7.4-16) 
0 站 bos os dod. 5 7 
特别 ,对 = 一 2, 均 方 渐 近 稳定 的 光 要 条 件 为 - 
b, > 0; b, = 0; 8,8, z> (Db, 十 D) (7.4-17) 


例如 ,对 系统 (a), Bet 与 nG) 是 相关 的 物理 高 斯 
白 噪 声 , 加 上 Wang-Zakai 修正 项 后 其 等 价 伊 芯 随机 ,方程 为 
十 [站 一 Da 十 Nam 十 1 一 De 二 NO 一 0 
(k) 
EREA NG) 5 MO 位 置 与 (7.4-7) 中 不 同 、 按 (C7.4-17)， 
了 系统 (2) 均 方 渐 近 稳定 的 充 要 条 件 为 
| Da <20;Dyz<1;Dy<2E— Da) - Ds) 0) 
当 EG) 540) 相互 独立 时 ,( 站 与 (7)》 相同 。 可 见 均 方 指数 
稳定 与 均 方 浙 近 稳定 等 价 ， 


7.4.4 几乎 肯定 渐 近 稳定 性 


对 于 共有 物理 非 日 品 声 系数 的 线性 系统 的 几乎 肯定 样本 稳定 
性 ,存在 一 系列 的 定理 ” ”这些 定 理 在 不 同 程度 上 给 出 了 儿 
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学 此 定 测 近 稳 定 的 充分 条 件 。 对 同一 个 系统 ， 由 这 些 定 理 得 到 和 
稳定 区 边界 各 不 相 辣 "号 ， 因 此 , 注 锋 进一步 的 发 展 才能 付 之 应 用 
对 于 用 常 系数 线性 齐 次 佬 芯 随 机 微分 方程 描述 的 系统 ,区 has. 
minskii 给 出 了 几乎 肖 定 渐 近 稳定 性 的 充 雪 和 条件。 Kozin 与 
prodromout Mitchell 与 Kozip'! 将 该 定理 应 用 了 二 阶 线性 随 
机 系统 。 
考虑 线性 章 次 伐 苹 随机 微 从 方程 


dY 一 AY 十 5 B.YdW,(s) (7.4-18) 


Ap A= (o;) 5 B, = [bu] 为 # X n PRR, om 
独立 的 单位 维 纳 过 程 ; maw’, 与 (74-18) 相应 的 微分 生成 自 
子 为 


L- > ed- +5 X BY) ——— 
iji 


oY, TF 5r. 
(7.4-19) 
B 
br) = 5 > bubus YY (7.4-20) 
rmi p 
TEE te 
AW = YO NY (4-2) 


log [Yl 
式 中 |i 1| 表示 欧 几 里 德 模 。 变换 (7.4721) 38 (7.47 18). 产生 
Bj n See RRS = 维 球 5。 上 ,所 得 之 过 程 ACO B 
是 # 维 矢量 扩 散 过 程 ， 
运用 伊 蕊 随机 微分 公式 ,有 


dp = QUAM: + Ș ATB ,AdW, G) (0.4-22) 
Arp aR eR. 
QC A) — ATAA + z uB 一 AT BA (7.4-23) 


* 4215 


Xu Be [hA]. 
Exp E n EE & 与 某 个 正常 数 4,7 RHR BO») 
th Y) i s E 
a’ B(Y )a = £1Y |?! al? (7.4-24) 
WAG) 过 程 是 非 青 异 的 ， 此 时 , A 在 整个 球 上 是 各 态 历 经 的 . 
以 p,(4) BR A 的 平稳 概率 密度 vid 


a= ELQCA)] -Í QCAY9(1)42 (7.4-25) 


则 当 eo Bb, AS (74-18) 的 解 了 一 和 是 几乎 必然 渐 近 稳 
定 的 ; 若 a >o, MIZE PilimiYG; Yo, 45] — 00) = 1 音义 上 是 浙 


近 不 稳定 的 ; 若 “一 0 网 既 不 浙 近 稳定 也 不 渐 近 不 稳定 
然而 对 大 多 数 工程 间 题 中 出 现 的 随机 微分 方程 , PRUE 
AG) 是 奇异 的 ,此 时 可 用 如 下 准则 、 以 
An 一 Y»()/lIY7«G)1 C7.4-26Y) 
表示 AG) 过 程 对 其 初 值 4 一 AO) 一 yx, 的 依赖 . 车 在 
相 空 间 E。 中 存在 # 个 线性 独立 的 矢量 sloes A, ELR 
HE I 


lim 57 l'ocanceyas «0, m dun 《7.4-27] 
WAR (74-18) OR Y — 0 是 几乎 肯定 渐 近 稳定 的 。 但 是 ,项 
对 BE。 中 任 一 A8 
| dijo g^ | QUA Xe >0 | (7.4-28) 
WEE FAL FERMENT PU Fr C) | oo) 一 1 


一 般 说 来 。 准 则 《7.4-27) 5 (7.4-28) 应 用 起 来 是 很 困难 
RU. 一 种 可 能 的 方法 是 用 数字 模 氢 方法 产生 《7.4-26) 之 解 ， 然 
EM 《7.4-27) 与 (7.4-28) 左边 的 时 间 平 均 。 此 法 可 用 于 判定 高 于 
二 阶 的 线 姓 随机 微分 方程 几乎 肯定 稳定 区 边界 . 
对 二 维和 情形 | 
AG) — Y CO /[Y GC) — (Y GO NY GO 
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Ye) /IY WN — LA CO , A CO ] (7.4-29) 


fE3 Mn 
A = cose) (2) , AG) = sine (7.4-30) 
令 
ACG) = [cos@, sin 8] (7.4-31) 
Ato) = 一 Am 一 (sin8,—cos8]  (7.4-32) 


8) 将 是 单位 回 周 上 的 一 维 扩散 过 程 ,描述 它 的 伊 蕊 蝴 机 微分 广 
fi 为 


de 一 ede 十 F(a) dW (e a (7.4-33) 
其 中 
PCO) 一 _Arce) AAce) + AT(@) BLA DD) ACB ) 7.4-34) 
FE) 一 ÁT(8) BCA DAG) (7.4-35) 
对 应 的 微分 生成 算 子 为 ”， 
> ~ 04 + Lee) P (0 (24-36) 


Mi 809) 260 时 ,过 程 OCs) 非 奇异 。 此 时 可 从 与 . (7.4-33》 对 
应 的 FPK 方程 求 得 平稳 概 六 密度 , 控 (7.4- 25) HB e fe, 然后 
判别 稳定 性 ， 

m8 CG) 奇异 情形 ,87 的 零点 6 称 为 相位 扩散 过 程 9) 
的 奇异 点 。 若 此 时 OCO) 9 0, 则 6, 称 为 流动 点 ,过 程 OG) A 
能 朝 一 个 方向 流动 , 0(6,) > 0 MMAR, (6) 二 0 Mme 
流动 。 若 同时 有 PCO) = 0, 则 6, 称 为 套 点 ,此 时 过 程 Ow 将 
永远 停留 在 该 点 上 。 

在 二 维 情形 ,最 多 只 能 有 APSA NE 60) 的 各 态 历经 性 
和 质 完全 出 这些 奇 点 的 性 质 决 定 ， 并 进而 决定 CWO mix 
经 分 支 的 平稳 概率 密度 。 对 不 同 的 各 坊 历经 分 支 ， 由 相应 PPK 
方程 求 出 平稳 概率 密度 。 再 按 (7.4-25) 计算 的 es 值 判 别 稳 定 
tE, 
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Mitchell 与 Kozin™ 34 jt 75 tk hi FH T — Bt ES BEES BUR Mir 


PH (otal +io+aG@]y~—0 Cm) 
XH &G 5 6.0) 2X Swe a RS 
2D, 2D, 
2p. "V (0) 
SA LR HEX 
dY, = Y,dt 
dY, — — [Co — D4)Y, + (2g 一 D5)Yi]d: 一 Yid W, 
— YW, (o) 
AP W.G)£ WG) odHIER SAXIS, RRR IHN 
ELW: G) W ,(5)] = 2D,;minC;,5) (p) 
iH Bet AR PE | 
0 i l 
dm 
Lco —D4) —QGbo 一 ral (q) 
0 0 
BY) ~ | 0 2(D,Y! + 2D,Y Y, + D4Y?) 
6 BOMB SP BAR BIH 
PLE) = —[i + (o! — 1 — D,,) cos + (20 
一 D4)cos8 sin @ + sin 28( D, cos*6 | 
+ 2D, sin 26 + D, sin'6)] Cr) 


SCG) 一 2cos'8(Ducos'8 + D, sin 20 + Dy, sin*@) 
TERE RM 
Q(8) = —(w' — 1 — D,, cos 8 sin 9 — (2&0 

— Dj)sin!& + (1 — 2 sin'G)( D, cos! 
7o^RDasin 20 + D, sin!8) Ne 
REM ie, Du Dn 及 Da 值 之 不 同 , 奇 点 可 为 : 两 个 向 左 
洲 动 点 ， 四 个 向 夺 流 动 点 ， 两 个 向 左 、 两 个 向 右 流动 点 ,两 个 向 左 
流动 点 与 两 个 套 点 。 作 为 例 于 嘲 ， 给 出 了 五 组 不 同人 参数 的 几乎 骨 
定 渐 近 稳定 区 的 边界 ,并 与 一 、 二 有 阶 和 矩 的 新 近 稳 定 边界 作 了 比较 ， 


= 424 。 


例如 4D, 一 Du = 0,0 — 1.6, Æ D, — 平面 上 的 祥 本 与 一 
=f eee KK T Des 
7.4-1 E, 
作为 上 述 结 果 的 一 
个 推广 ,Kozin 与 Sugi 
moto! 证 上 明了 :对 之 系 
数 线性 伊 莫 随 机 微分 方 
程 , 当 过 程 AG) £% 
个 S, 上 各 态 历 经 时 , 几 


TANE 
2i. 





平 肯 定 样本 稳定 区 的 边 
界 是 ? 阶 平均 稳定 区 的 | 
边界 在 p 0 时 的 极 AFl 几乎 消 定 不 稳定 区 与 一 ,二 阶 二 
; 不 稳定 区 Dyu = D, m 0,0 m 1.0 
限 ， 即 几乎 肯定 样本 稳 
EK HME EWA SRR ES HE 
lim © ta EUY CO NY < 0 (7.4-37) 


据 此 ,可 用 数字 楼 氢 方法 建立 几乎 肖 定 样本 稳定 区 的 边界 ， 

前 已 指出 ,对 随机 模型 在 实际 现象 中 的 应 用 来 说 ,只 有 几乎 此 
定 样本 稳定 性 才 是 有 意义 的 。 但 在 几乎 肯定 样本 稳定 区 内 ， 有 些 
样本 解 可 能 衰减 得 很 悍 ,例如 对 应 于 坐 近 稳 定 区 边界 的 驮 数 之 解 ， 
这 从 实用 观点 来 说 可 能 是 不 允许 的 。 因 此 ， 为 使 样本 解 具有 一 定 
HERE , 常 希 某 个 较 大 请 的 靖 阶 平均 稳定 性 的 约束 、 
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d Geh PUN A NRRL SHE, HUBER EN E Y RB 
FEA BE ,这 是 随机 气动 中 带 用 的 判别 稳定 性 的 方法 .和 矩 方 
程 本 质 上 是 确定 性 的 微分 方程 ,因此 ,可 利用 确定 性 的 稳定 性 判别 
准则 。 抵 方程 可 分 成 三 种 情形 ， 对 受 数学 白 噪声 ， 物 至 白 品 声 或 
宽带 随机 过 程 参 激 的 线性 系统 ， 各 阶 抢 方程 各 自封 闭 而 且 是 线性 


EE 


的 ,此 时 可 用 《7.2-18) 5 (7.2- 19)58 sp E SE XL Uo IRE ERU 
HRE ER p DR RR IS HUE AS e E IS P ERK 
RAE ARMED TR ANS. IER RIIR (7.2-20) 中 
M, FC (7.2-18)!3 (72-19) Hay m. 稳定 性 定义 ; 对 非 线性 参 激 
系统 或 受 论 带 随 机 过 程 参 激 的 线性 系统 ,和 矩 方程 是 非 线 性 的 ,而 且 
形成 无 穷 链 锁 , 此 时 必须 运用 某 种 裁 断 方案 将 矩 方程 截断 ,然后 判 
gu in(7 2-20 )55 8938 5E 6, 

作为 例子 48 28 587.4 节 中 二 阶 线性 系统 (a) HH EGO 与 
EG 是 相关 的 物理 高 斯 白 品 声 。 相 应 的 伊 薄 确 机 微分 方程 形 同 
749 (o, RE o — d, ~H EHE 


d [my Ü I Mig 
dt | - I». —1 p4,— 2 I] (a) 
特征 方程 为 
A 4-OL— Dah t — Dy) — 0 (b) 
由 胡 尔 威 医 准 则 《7.4-12), 得 一 阶 矩 浙 近 稳定 充 要 条 件 
D, €l, 2, 2 (c) 
对 上 节 (o) ANAS BRER BUNC IS XX AEREA, Sch 
程 组 
My 0 2 0 May 
de -| = | D; — 1 Dy — 22 ] mt (4) 
Ha; Da Da! KDa gij ina 











其 特征 方程 为 
B+ C65 — SDa AF + [4(D4 — 2X Da — E) 
一 4(2D, — 151a 一 4D, T 8CD,, T 1XD;, 


mi (e) 
根据 胡 尔 威 获准 则 《7.4- 125 RARER (co) RAE 
D, =< 2¢¢ 一 D4X1 一 Di) (D 


“HEME. EM, RE (O MERE G 正好 就 是 
土 节 得 到 的 均 方 渐 近 稳定 的 充 波 条 件 Cl). WH, SHB 
与 二 阶 窍 渐 近 稳定 是 等 价 的 . 
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Bet ,换言之 , 矩 稳定 条 件 随 矩 之 阶 数 增高 而 变 得 严厉 。 随 机 振 
动 中 ,通常 考虑 的 是 一 .二 阶 矩 稳定 性 . 


7.6 ”随机 平均 法 在 随机 系统 稳定 性 判别 中 的 应 用 


如 前 所 述 ， 现 有 随机 稳定 性 的 基本 沾 果 大 多 属于 伊 莫 随 机 微 
分 方程 ， 即 受 数学 高 斯 白 噪 声 参 激 的 系统 。 对 受 物理 白 噪 声 参 激 
的 情形 ,前 面 已 指出 并 通过 例子 说 明 ， 只 要 加 上 Wong-Zakai f$ 
正 项 ,将 运动 微分 方程 转变 成 伊藤 随机 微分 方程 ,就 可 应 用 随机 称 
定性 理论 中 有 关 的 判别 准则 ， 频 便 指出 ,可 以 证 明 , 只 有 比 运 动 微 
分 方程 的 阶 数 低 一 阶 的 顶 受到 物理 白 噪声 参 激 时 ,Wong-Zakai 修 
正 项 才 不 为 零 。 例 如 ,对 单 自由 度 系统 ,只 有 阻尼 项 受 物理 白 噪声 
参 激 时 ,Wong-Zakai 修正 项 才 不 为 堆 ， 工 程 系统 的 随机 参 激 , 往 
往 不 是 白 噪声 ， 而 是 宽带 随机 过 程 ， 或 同时 有 谐 和 函数 与 宽带 白 
噪声 ,或 罕 带 随机 过 程 ， 对 前 两 种 情 江 ,应 用 随机 平均 法 可 使 之 化 
HERE RA RRS AS SMS mM HY F R, 
从 而 可 应 用 随机 稳定 性 的 有 关 理 论 判 定 稳定 性 。 近 十 多 年 来 ， 许 
多 工程 系统 的 随机 稳定 福 问题 都 是 采用 这 种 办 法 处 理 的 -3， 对 
受 窑 带 随机 过 程 参 灌 之 情形 ,由 于 甜 方程 是 非 线性 的 , 且 形 成 无 穷 
链 锁 , 故 往往 采用 高 斯 或 非 高 斯 截断 方案 ,所 得 关于 系统 稳定 性 条 
件 常常 是 可 疑 的 。 本 章 最 后 一 节 将 详细 讨论 这 个 问题 . 


7.6.1 宽带 随机 参 激 


考虑 单 自 由 度 参 激 系 统 , 其 运动 微分 方程 为 
Y + 122 + FP COP + ofl --SF,CO]Y = 0 (7.6-1) 
AF Fits) 与 FC) 为 宽带 平稳 随机 过 程 ; £5 oe 为 疝 阶 小 
E. i oO 与 F.C) 的 相关 时 间 比 l/0e. 小 得 多 ,应 用 5.6 
节 中 的 随机 平均 法 ,可 得 如 下 平均 后 的 伊 粹 随机 微分 方程 
dA= —ade + Y3 4dW, 
dQ — —ndz + stay, (7.6-2) 
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Ap Ww.) | 与 Wi.) 为 独立 的 单位 维 纳 过 程 ， 
a = C. 一 fae [ 25,00) + 35,( 2am) + 38, (3o) 
十 65022(204)] 
y = us [25,005 十 S200) 十 S.) 十 2812 wo) ] 


5 一 Ex [SiC 2co,) + 250) + $242] (7.6-3) 
= pui (2349 (29,9 — S, C) — 3, C20) ] 


Sio) +i) — l | ELF;CoO PK 十 r)je de 
j- 1,2 
Sh) + SPa) ~ 4- B E[F,CO Pt + D e "de 
Hi (7.6-2) FTA hoe dt) 最 一 维 扩 散 过 程 ， 
首先 考虑 弓 阶 平均 稳定 性 ,由 于 
HY (e^ — CYC + Y*(0 / ci?" 2 APG) (7.6-4) 


P BLESS TROE EXE CUS ULT IS MD Pel PH RREk, RASS 
FELIS EB (7.6-2) 第 一 式 可 得 





M,= —Ps,M, ' (7.6-5) 
式 中 
M, = E[A?(2)]} 
mr 一 “一 人 (7.6-6) 


于 是 ,07.6-1) 的 平凡 解 Y — 0 的 乡 阶 平均 区 近 稳 定 的 主要 条 件 
Xr4429 

n, > 0, po 1,2,*-- (7.6-7) 
或 


p > LEM oso) + EEE : 3 [5,( 2a) + Se) 
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+254? (2a) ]} (7.6-8) 
LAR RESAH Fite) 5 Fle) EMS OS ery 上 的 
谱 密度 值 影响 靖 阶 平均 渐 近 稳定 性 , 且 稳 定性 条 件 随 户 的 增 大 
而 变 得 严厉 。 对 p = 1,2 ,稳定 条 件 分 别 为 


p> Eon (25,0) + 315,24) + S,C 20) 282.09) ]} 


(7.6-9) 
5 


D rza [5.0) 十 SK 2600) + S2000) + 282a] 


(7.6-10) 
只 有 刚度 项 的 随机 籍 激 情形 的 稳定 性 条 件 最 早 由 Stratono. 
vitch 与 Romanovskii?? 得 到 ， 同 时 有 阻尼 与 刚度 随机 参 激 的 稳 
定性 条 件 则 由 Ariaratnam 与 Tam®” 得 到 ， 
其 次 考虑 几乎 肯定 样本 稳定 性 ， 由 《7.6-2) 的 第 一 式 得 解 
| Adr) — A exp[ —r»r + rtm CO] (7.611) 
A A= 400) 为 初 值 ， 


m 1 
- — — 7.6-12 
v 2 十 Y C ) 


已 知 在 :— co 时 ,以 概率 18 (D ~ Celog log 5. Bi (7.6-11) 
. 可 看 出 , 当 :一 o0 时 ,A(r) 将 以 概率 1 TE ,假如 » 29 0, 即 


p > FEM [S2000) + SC.) + 2519 (2). (7.6-13) 


FEA IY COL AC), (7.6213). 是 原 系统 《7.6-1) 的 平凡 解 
Y 一 0 的 几乎 肯定 渐 近 稳定 的 近似 条 件 。 按照 (74-37), (7.6- 
13) 还 可 由 (7.6-8) $ p= 0 得 到 | 

应 指出 ,上 述 推论 是 不 够 严密 的 。 因 为 按照 Khasminskii 极 
限定 理 ， 当 «9 0 时 4) 内 在 量 级 为 Xs") 的 有 限时 间 区 
LARP RRA SE. 而 要 由 4) 的 几乎 肯 
定 稳 定性 推断 原 系 统 的 几乎 肯定 稳定 性 ， 必 须要 求 (4,8) 在 无 
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随机 平均 法 判 曙 稳 定性 时 始终 会 碰 到 。 然 而 ， 与 用 其 他 方法 得 到 
的 结果 是 一 致 的 ， 这 使 我 们 有 理由 相信 这 种 推断 的 正当 性 ， 在 以 
后 的 讨论 中 ， 我 们 将 不 再 区 别 原 系统 的 稳定 性 与 平均 系统 的 稳定 
性 。 

还 应 指出 , 当 《7.6-1) rh Fi(QO 与 F.C) SRR 
斯 白 噪声 时 (7-6-9) A (7.6-10) 与 7.5 中 相应 的 一 、 二 和 挫 渐 近 
稳定 条 件 不 同 。 原 因 之 一 在 于 应 用 标准 随机 平均 法 时 ， 运 用 了 变 
换 《5.6-21)。 这 实 床 上 等 于 假定 受 扰 后 的 保守 系统 的 固有 频率 
与 未 扰 系 统 的 相同 ,都 是 m。 然 而 ,由 于 PICO 与 F.C) 为 相关 
的 物理 高 斯 白 噪 声 , Wong-Zakai 修正 项 中 有 一 项 sxx5uY， 它 
使 受 拢 后 保守 系统 的 固有 频率 变 成 of 1 一 st 站， 这 种 情形 
下 ,最 好 按 5.7.1 中 推导 能 量 包 线 随机 平均 方程 步 双 推导 标准 随机 
平均 方程 ， 即 先 给 (7.6-1) 加 上 Wong-Zakai EEM, 4L ER 5 Ut 
的 伊藤 随机 微分 方程 


dY = Yid: 
dY, = —foil] — enr Bt), + wo 2F — £i m5; Y] 
+ odW Cr 
其 中 


ot me Irl BYi + 2oSaY Y; + wed YY 

然后 作 变 换 

Y, = dcos 

Y, = —wAsin? 
式 中 

B= wr +6, o= all — Box Su)? 

SSW RRO MM) (5.3-46) 将 上 述 关于 Y, 5 Y, fe gs 
随机 微分 方程 变换 成 4 与 @ BS BT ER ERULICO HE. 以 此 方程 代替 
《7.6-2)， 用 本 节 所 述 方 法 判断 稳定 性 . 由 于 本 例 中 恢复 力 是 线性 
的 ， 标 准 随机 平均 法 与 能 量 包 线 随机 平均 法 将 给 出 一 致 的 结果 。 
7.9 中 将 说 明 , 经 这 一 修正 后 ， 随 机 平均 法 将 给 出 与 7.5 中 一 样 的 
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对 于 这 种 情形 可 有 两 种 办 苇 处 理 稳定 性 问题 。 一 是 先 用 确定 
性 与 随 本 平均 法 得 到 关于 幅 仿 与 相位 的 平均 后 的 邮 茧 随机 微分 方 
程 ,然后 用 7.4.4 节 中 方法 研究 几乎 肯定 稳定 性 。Stratonovitch 与 
Romanovski™, Dimentberg, Jsikov 及 Model™” 先后 作 了 这 
HOM, 二 是 在 平均 方程 基础 上 研究 矩 稳定 性。 Ariaratnam 与 
Tan 作 了 这 种 分 析 ,. 现 叙述 后 一 研究 的 结果 ， 
考虑 刚度 受 谐 和 与 宽带 随机 参 泊 的 单 自 由 度 系统 ， 其 运动 微 
分 方程 为 
Y --2sUo,Y + will + ehen vt -+ ef CO YY — 0 (7.6-14) 
AP fO) 为 宽带 平稳 随机 过 程 ; 29045 5 7; EH DIM Sb AD 6 
(7.6-14) EIFS ARA., 在 应 用 随机 平均 法 时 应 区 别 共振 情形 与 
非 共振 情形 ,各 共振 区 也 应 分 别 考察 。 此 处 考察 基本 参数 共振 区 ， 
Bl ve 2o, 之 情形 。 
ES 
col me pt fd + £A (7.6-15) 
其 中 ea BRA, (7.6-14) 可 改写 成 


+Z Y — — e [2L + (A + alb sin vi)Y] 


— eif G) Y (7.6-16) | 
S{AZER 
Ye Z,cos Fit Zn = r 
?--— 1 Zv sin z r+ q Zweos > : (76-17) 
(7.6-16) ÆI 


Z =- -e [io 2, sin! 3 I )- 1 Z, siave) 
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+ (74 + ch sin vi \ 4 zidnwi + Z,sin? = + )| 
+ saf C) (4 2, in vt z dn? > +) 
2,— s [eo (- Z,sin vt — Z,cos? 了 ()- (8 
2 2 » 
+ a5 sin pt \(Zrcos? >: +12z,so%)| 
一 sw] Q) (zie = +4. Zias) (7.6-18) 


(7.6-18) 具有 标准 微分 方程 形式 . 若 f (x) 的 相关 时 间 比 1/620, 
小 得 多 , [ZZ 将 近似 为 矢量 扩散 过 程 。 应 用 确定 性 平均 法 与 
REE A, Bin fF ES HF RRS He 


TREE ME A 
i e [a (£ = e)z + (So) 
+ eleuC ZW, + ou Zw) 
e| a je (tre) 
+ Bloa EdW, + o (LZ )4W,) (7.6-19) 
AR Ww. EArt ——— 
oC + FM D) — 5(29)], o ~ zi S20, ) 
[oot In ~ 7*5 SCZ + 23 [25(0) 十 5(2«4)] Z: 
(7.6-20) 
[oot ju = [oo], = — a SC0)Z,Z, 
[ozr]。 一 "e [25(0) + S(2«,)1Z* + r9. $(2«,)Z: 
So) — iS( e L L EU GO fr + rede 
x 让 ` 
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Mt (7.6-19) 两 边 求 期 望 ,得 
(È 一 c*) Aa 


LEZ -e 1 ” [2129 
4t | E[Z,] (^ i «VL ELZ: 
(4 a) es Mi ) | 
(7.6-21) 
Ez Fi 8 ZR EB oe je Bul], 48. Dt ET RH 
£50, et + (+ 一 a) > H (2.6-22) 


p Pu (5(2:,) — SC07] | 
ZETTE pe — ot TE C) | 
十 tf lz 一 fa. ( $(2o,) 一 sco) J| (7.6-23) 


在 FG) 为 物理 高 斯 白 噪 声 时 ,3(o) 一 3,50) 一 0,(7 6-23) 化 
为 


[220,8 <4 | 一 x) + zai (7.6-24) 
S —31 JE ELT ELE IBI MERER PIAA 


和 参 激 时 的 稳定 条 件 ， 
应 用 伊 蔷 随机 微分 公式 , 由 《7.6-19) BIRD FRA 


ELZ1] 
d 
P» E[ ZZ] 





EL Zi] 
A 
d—uxt—3b--c) v — @ - c+ 
1 | A I/A 
= 25:| 一 二 (全 一 ) — l —264-2 HAL 
z2\2 ° att e) 2\ a) 
"E 一 (全 一 «) —d —waE—352-e) 
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ELZ1i] 
X pasa (7,6725) 


EL Z1] 





式 中 
bm TEL SCl), e 一 ERSO), d m 


EHATE, $8 — Mr 4B SEE PE 
C EN SC 2a) 


gh «4 f|: — 这 一 Een, 5C 205) | 
+: st |: 十 Fa $(0) 一 Pu saa» 


x [o iem EO). D (7.6-26) 


AL + Das (0) — sos SC 2o.) 
在 f(t) 为 物理 白 噪声 时 ,(7.6-26) 化 为 


Q9 
2 


seem zz ennt 


4t — 2z:8,]* - 
x | 4t 十 zas (7.6727) 
$$ —3X,25 FLSE ERR ZR AHR ER, 与 (7.6-10) 一 致 , 比较 第 
二 式 , 由 《7.6-24》 中 的 第 二 式 知 , HBR Ze da RH KIA 
登 激 不 稳定 区 提高 并 同时 加 宽 ， | 
当 f(x) 具有 指数 型 相关 函数 

E[f GO Fx) — eexp(—gl e|) — (7.6-28) 

时 ， 

a! 8 a SU 0 - 
SC) rr SCo) zo (7.6-29) 
相关 时 间 为 OK 六 中 ,有 啊 应 松 邓 时间 为 OCs?) RoE PEER 
TETE 








Hos s» s. iet Hon 


p>- — 2 


BAC 十 b 





er < 4 fji — Z- ge 22] 


+(e + (7.6-30) 


nate lt 
xt Be HH 
> LER C. 
4 十 R) 
P sig! 2 
“< 让- ha  K12 E) 
(2 + gm 
+ 8 [: 4- RI EE) n 
LO SKI — 2o7 qu p 
BAC] -+ RN erat (7.6-31) 


式 中 k - 8/2 c. 


TAER 
LL CUL Le 





VX kg JY ‘wee, 有 阻尼 
\ WREN, 无 阻尼 


3 5 p/284 


E 7.6-1 —H BEBE. gi 1.0,0' = 2.058 om 0.) 
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对 固定 的 08 之 值 ,不 同 的 大 值 在 参数 (5, v/2w.) 平面 
上 的 一 ,二 阶 答 不 稳定 区 示 于 图 7.6-1 与 7.6-2 b. BETE, Ñ 
过 适当 选取 o? 与 《 值 , 可 使 谐 和 参 激 下 不 稳定 的 系统 稳定 化 。 


不 稳定 区 






e ; A manm SME 
NL 


\ k=2 
X Awmem. 无 阻尼 


2 pitas 


3 
4 


E 7.6-2 二 脐 和 不 稳定 区 ,6 二 1.0507 x 2,0, e 0,1 


wj- 


7.6.3 多 自由 度 随 机 系统 


对 连续 系统 受 随 机 参 激 问题 ,有 阴 类 处 理 办 法 ,一 是 直接 研究 
具有 随机 变 系 数 的 偏向 分 方程 的 稳定 性 ,关于 这 方面 的 研究 动向 ， 
最 近 长 ozin03 给 出 了 一 个 篇 短 的 述评 . 另 一 办 法 是 采用 模 态 展 式 ， 
将 原 问题 化 为 具有 随机 变 系 数 的 常 微分 方程 的 稳定 性 问题 ， 一 般 
清 形 下 ,各 模 态 方程 是 相互 耦合 的 ,于 是 需要 研究 多 自由 度 系 颖 的 
随机 参 激 疝 题 ,随机 平均 法 是 研究 密 自 由 度 系统 〔 包 括 陀螺 系统 
随机 稳定 性 的 一 种 有 效 的 近似 方法 %- 包 .此 处 叙述 如 何 用 确定 性 
平均 法 与 随机 平均 法 研究 同时 受 谐 和 与 宽带 了 法 机 参 激 的 非 陀 螺 线 
性 系统 的 稳定 性 问题 4。 一 个 具体 应 用 例子 是 在 谐 和 与 随 视 激励 
下 具有 弹性 底部 的 容 溃 内 波 面 的 动 不 稳 定性 9。 
设 系统 的 运动 微分 方程 为 
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Ü, + wQ, +28'0, D) 8,0, + 1l sh sin v 


十 Ef] >) k,Q, — 0 
(r,s 1,2,-- m) (7.6-32) 


式 中 Q, 表示 模 态 位 移 ; ov HAME; An HHEMERM ks 
hy 为 带 数 ; s 为 正 小 参数 。 与 (7.6-14) 一 样 ,(7.6-32) BARE 
系统 ,主要 研究 它 在 共振 区 的 性 态 。 
S| A CSEAE 
Tc yf, D, = cul ey, P= wl — 872) (7.6-33) 
elo, 表示 解 调 量 ,(7.6-32》 变 成 


Q” + Q'Q, + 2€ MEQ, +2818, >) 8,0; + 2223 e? sin r 
+ sr/»)) 23 4&,Q,—0 © (7.6-34) 


r,s = li2,-++yn 
其 中 ”“ 表 示 对 c 的 导数 ， 
利用 变换 
0, — Z elorr 十 FA e I)e 
Q= ig, Z,ei?r — Z,e 9) 
Ap- BOR JOE 07.6734) 可 化 为 下 列 标 准 形式 微分 方程 


Z. = s! > [Bb Pe i 9, — p Ze artery 
Li 


Fo u 1,2,***,n (7.6-35) 


+ [5h sin z + ef(r/r)) > Pol Z,e Or" op 


+ Z, e TG EO, ] 
r,r06b,2,---.n (7.6-36) 
式 中 
br —QO B, — 11), 5, — —OB ys Pry m i,k, 
BE ws 一 1o; wo. ,但 不 满足 关系 o,f co; dc co, 十 rm 
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Ci ik ER n), BI e 4k Spa ICA. 对 (7.6-36) 应 用 确 
定性 平均 法 与 随机 平均 法 ,得 下 列 平 均 后 的 伐 世 随机 被 分 方程 
dZ, = 0,1—3 + iQ— v20)Z,5 + e Sond; 
r= | 2,1 nr lm (7.6-37) 


= 


d Z, -— sig; |- an 十 工艺 -一 YOZ + > hint [7 |e 


+s Siowudw, 
j-1 
— a? _ g^ 1. — i f Z 
‘Ze 2 2. | BE. —7,)Z, + 7 kath [7 Jer 


in 
og Si o4W; 


imi 


CmRU ] 的 上 项 与 下 项 分 别 适 用 于 wo 二 oto, 5 a 1w0i7 c.l 
之 情形 ， 


fhm pi— x > to Kj kid (eoi c.) 


Yum x 2j wo Riki d oj, cn) 
SCw) 一 二 N ELEDEL: + «)1cos cg 
- J^ 


lw) 一 i |. ELIO + uy] sin wudu  (7.6-38) 


SEC &,, c0,) = S, + w,) So, — w) 
$* (0, ,0,) = dC o, + «tow, — w) 
lec), 一 —2x[&, 4,5C0) + A Soo, 
一 w,)1]«,0,90, ZZ, 
lro? lrn 9 2 LA, 4,5 C0) + So, 十 0,)]099,0, Z,Z, 
4 81s oV S7 co, oi) Zaži 
is: 
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Ts = 1,2,.- 7 *,m 
Ah &, 为 克 罗 泰 克 尔 6WiG—1,2,:--, 20) 为 独立 的 单位 维 
纳 过 程 。 
皮 用 仇 莫 随机 微分 公式 , 可 由 《7.6-37) SERRA, 
不 同 阶 数 的 矩 方程 之 间 是 不 耦 合 的 ， 对 各 阶 矩 方程 组 分 别 应 用 胡 
尔 威 获准 则 ,可 得 各 阶 矩 稳定 的 条 件 . 
一 阶 矩 稳定 条 性 ,在 亚 谐 共振 区 (ws 一 204) 为 


ge -0,r-1,2,:-5,9 
(à 一 v.» + keel? —~ e: (7.6-39) 


在 组 合共 振 区 【〔tm 一 ot on 0; > eS) 为 
B* 2-0, r9 1,2,---,8 ^ (7.6-40) 


[440g — (Yio 47,0.) FP > essey (+ Kal 一 Piet.) 


(7.6-39) 与 (7.6-40) 中 前 « 个 不 等 式 表 示 纯 随机 人 参 激 稳定 条 
件 , 最 后 一 个 不 等 式 表 示 谐 和 与 随机 参 激 稳定 条 件 , 当 随 机 部 分 为 
高 斯 白 品 声 时 ,最 后 一 式 化 为 纯 谐 和 参 激 稳 定 条 件 ， 
二 阶 矩 稳定 条 性 表达 式 较为 复杂 ,对 两 自由 度 系 统 ,在 亚 谐 共 
KR (eo, - 20) 为 
Bh* 2-0, PE* > 90 


gn*sz* = m wrw lAa Co, 0]! (7.6-41) 
*4 
(i-—7,¥ > P ears (+ l kW) 一 Cati * d- A, Y 


式 中 
Pit — By — 2x oki SCO) 一 m (o; kukaS (o, 0) 
Be = fy — 2x c0,47,5(20,) 一 x o ks (o, +3) 
A= xcu ku sto, v) (7.6-42) 
&, 一 nio X I25(0) + 5(2:0,)] 
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(7.6-41) PREATFASARTAMMSRBERE, 最 后 一 式 为 = 
谐 和 与 萌 机 参 激 稳定 条 件 . 在 kum ka= 0 h, 条件 (76-41) 
与 单 良 由 度 情 形 相 同 。 KERRE ESI 76-41) 化 为 
Fu => Gu sar > Oy 
CB — an Pn — an) > ah (7.6-43) 


TEN (s. 十 lon \ br 一 an) ( 1 


Chu 一 au (Ba — apri 4 ku) 
一 Lay 
(pu + lou) 
式 中 | 
g,, 2a(o,0,) ^k, Rs, Toff =m 1,2 
计算 表明 后 加 ,附加 的 白 噪 声 参 注 使 纯 谐 和 参 激 不 夭 定 区 加 宽 《 见 
图 《7.6-3)), 加 宽 的 程度 随 谱 密 度 S, HATER. 
在 组 合共 振 区 Qu, m o, tww > tt)， 前 三 个 稳定 条 件 与 
(7.6-41) 中 的 相同 ,第 四 个 条 件 改 为 | 
1 UST + c1 85* 9 E 2o oA) 
Lito, — Com t erp > gI*Si*— A 


atk, TM ce 
A 








Mame th, ZUR 
Emp. JEE 


L^ WR ESSA 





Ze? ho N / 


1.G ^ 291i 


IH 7.6-3 Bina A E e ECSELARSUELELIO KE 
+ 4405 


x A(t tolit) Cty (7.6-44) 


式 中 | 
性 一 Kil + c 5* + x [xik5(24,) + wih), S(20,))] 
x» [co Rar d aks: SCOE 2o co o SC w, F 0) 
tA ER C. 6-44 m 


一 J42 (00 
Aw 2 > 2 . ^ 
‘ ) B 一 = eA — 034) 一 ai, 


x 4*( kk ) — Cat 


此 时 
A*m co Ba, + 005 3: 2 co oC Kukn + kukn 25, 
一 qua t ou) d Coo" ECauag )'^ + ay] 


74 随机 参 汶 系 统 平稳 响应 的 精确 解 


本 章 前 几 节 讨论 随机 参 激 系 统 的 稳定 性 ， 从 本 节 开 始 依次 
用 FPK 方程 法 、 渭 机 平均 法 ,等 效 非 线性 系统 法 及 和 矩 方程 法 沽 罕 
随机 参 激 系统 的 平稳 响应 

5.4 节 中 匣 给 出 几 类 非 线性 随机 振动 系统 的 精确 稳 态 解 ,并 拍 
出 ,利用 等 价 随 机 系统 的 报 念 ,还 可 得 到 更 大 量 非 线性 随机 振动 系 
统 的 精确 稳 杰 解 。 6.2 节 还 指出 ， 等 效 非 线性 系统 法 实质 上 是 用 
一 个 近似 等 价 的 其 有 精确 稳 态 解 的 非 线性 随机 系统 代 夫 给 定 的 非 
线性 随机 系统 。 以 前 者 之 解 作为 后 者 的 近似 年， 可 见 ， 更 详细 地 
考察 具有 精确 稳 态 解 的 非 线性 随机 系统 具有 重要 的 意义 。 本 节 通 ， 
过 一 个 具体 的 例子 较 详 细 地 讨论 具有 精确 稳 态 解 的 非 线性 随机 系 
统 ， 

考虑 用 下 列 微分 方程 描述 的 非 线性 随机 系统 

P (20 ++ CY? + Y*Y 1Y + Y ~ VEC) 
+ Y&5G 十 Ee) | (7.7-1) 
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式 中 TE mr 为 常数 ， ECC} - 1,2 ,3) at ten az fy BS AR a 
声 , 其 强度 为 2DPi。 当 D =|= D, H,C7.7-1) STA RRR A ARN 
的 FPK 方程 
区 DLD-GGHYlY-RY 2H &G) + Ee) (12-2) 
式 中 H m= CY? + ¥7)/2, (727-2) 是 一 个 能 是 依 赖 系统 ,是 C54- 
56) 之 特殊 情形 。 按 (5.4-67),(7.7-2) OR RR 
pÁY,3) — COHD, + D3) 
X exp |- | ht aay du] ln (23-3) | 
AP C 为 归 一 化 常数 . RE (72-3) 存在 且 唯 一 ,如 果 Bee 
4.89, TH m JLTRBSOEP Ree. 
首先 考察 线性 情形 Gy = 0). ERE (7.7-3) 化 为 


PACTE) Ead 人 全 十 天 十 大 (7.7-4) 
rh 
m a wt yf - 
ky D, > ee to (7.7 5) 
(7.7-4) 可 归 一 北 的 条 件 是 s > 1,8 
2t > D, | (7.7-6) 


这 也 是 (7.7-1) 的 平凡 解 Y 一 0 在 概率 意义 上 稳定 的 条 件 ， 考 
RA RO 与 50) 是 具有 析 间 强度 的 独立 的 物理 高 斯 白 噪声 ， 
(7.7-6) 5. (7.6-13) —S, 因此 ,C7.7-6) 也 是 《7.7-1) 的 平凡 
解 Y —29 的 几 平 肯定 渐 近 稳定 的 条 件 。 当 ond 时 ，(7.7-4) 
不 可 归 一 化 ,《7.7-4) 的 平凡 解 了 一 0 ERE RULES 
定 》 不 稳定 ， 几 乎 所 有 样本 解 无 限 发 散 。 4 = 1 对 应 于 稳定 福 边 
界 。 注 意 ,随机 外 激励 不 影响 系统 的 稳定 侍 , 

当 线性 系统 受 纯 随机 参 激 而 稳定 时 (2 一 0,D;=0, a 之 D, 
(7.7-4) 在 7 一 一 0 SROOSERIRAH, ply, 9) 退化 为 8y, 
为 。 这 意味 着 系统 的 状态 无 振荡 地 保持 在 平稳 位 置 了 一 0 +, 

当 线 性 系统 同时 受 随机 参 激 与 外 激 了 时 Cy 一 0，p > 1. DA 
0), ERE (7.7-4) 中 的 归 一 化 常数 
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C= 《ea 一 DAR jx (7.7-7) 
xk de HB, ARM am FAN, RAH D, 0, 
BD CE SET 28 RS QUSS RE ,利用 极限 关系 
im (i Toss) |^ = exp(—x) (7.7-8) 
可 证 ,《7.7-4》 趋向 于 高 斯 分 布 。 
由 《7.7-4) 与 (77-7) 可 得 线性 系统 平稳 位 移 响 应 的 概 E 
密度 
p, Cy) -— AS TC — 1/2) Ck, 十 y^) etm (7.7-9) 
| V xT(a — 1) 
EH JH RT SAL, Py A far E i A > HTT RA B AERE D, — 0, 
由 (7.7-9) np iB nar ji i FS 89 OR RC Dr B 
ELY?*] — KTC# + 1/2)F(& — 5 D/LV a TCp — 1)] 
kied- 3 5: (2 一 1 _ 
DESEE TEENE E 
2a FERRERI (7.7-1) SEALY = Y= M 2s 阶 矩 稳定 
的 条 件 为 prot, DR, RSH. 稳定 条 忻 变 得 
PE RIL E) 的 稳定 条 件 是 2s D XB fa EA 
件 在 2 一 总 时 的 极限 。 此 与 《7.4-37) 一 致 。 
其 次 考察 非 线 性 情形 (9 e 0)。 当 了 为 正 整 数 时 ,完成 《7.7- 
3) 中 的 积分 得 l 
PCS) 一 CC 天 十 gy apo 
x exp [~ DDR (yp yy | (7.7-11) 
M rent 1/2,5 XIESEREIST Dog 
py) = C t+ P+ RY 
exp \- S A Diz kh, Z Rik, Cy? Yi 


‘ne (2n — 2s + 1) 
+ CT Dk E CO + PYRI (7.712) 
式 中 k £4/2D, H r= 1 N,(0.7-11) 化 为 Dimentberg! 之 
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解 ， 此 时 归 一 化 常数 C 一 ASEH ETC — atl, bk). 
关于 这 一 情形 的 更 详细 讨论 见 7.11 节 ， 
在 纯 参 激情 形 Ck = 0),(7.7-11) 55 (017-12) 都 化 为 


py = CC? + p)ytep|- & (y 十 »y| (7.7-13) 


E P > TRY ,(7.7-13) 退化 为 0(y 32, 即 系 统 状 志 无 振荡 地 保持 
在 平衡 位 置 了 一 0 上 . 

4 or 非 为 正 整数 或 正 整数 之 半 时 ， 虽然 不 能 完成 《7.7-3) 中 
的 积分 ,但 平稳 硫 率 密度 具有 类 似 于 C7.7-11) 一 (7.7-13) 的 性 碳 ， 
Fh, RE ar > 0， 平 稳 响应 在 概率 意义 上 总 是 有 界 的 ， 即 使 
a «c 1, 即 平衡 位 置 Y — 0 由 于 随机 参 汶 而 不 稳定 时 , 或 之 1 
5 Lc 0, 即 平衡 位 置 Y— 0 由 于 随机 参 激 与 自 激 而 不 稳定 时 也 
是 如 此 。 换 言 之 ， 非 线性 阻尼 可 限制 由 于 陆 机 参 激 与 《或 ) AM 
引起 的 响应 的 发 散 ， 注 意 ,(7.7-11) —(7.7-13) 在 【< 0 时 也 有 
M. 

从 《7.7-11) 一 (7.7-13) 可 知 , 非 线性 系统 对 随机 参 激 或 局 时 
具有 随机 参 激 与 外 激 的 平稳 响应 一 般 是 非 高 斯 的 ， 只 有 在 >= 1 
与 kk 一 p e 0 之 特殊 情形 ,响应 才 是 高 斯 的 。 

从 《7.7-11) 一 《7.7~13) 还 可 求 得 平稳 响应 位 移 或 速度 的 边 
缚 概率 密度 与 各 阶 窍 ， 从 《7.7-4)，(7.7-11) 一 (7.7-13) 还 可 看 
出 ,虽然 平稳 响应 的 位 移 与 速度 是 不 相关 的 ,但 它们 并 不 独立 。 

一 个 随机 系统 平稳 响应 的 最 突出 的 性 质 是 平稳 概率 密度 的 极 
大 全 个 数 与 位 置 ,概率 密度 的 极 大 值 对 应 于 系统 的 最 大 可 能 状态 ， 
在 随机 激励 强度 趋向 于 零 时 , 它 过 渡 到 确定 性 系统 的 稳 态 . (7.7- 
3) 可 方便 地 用 来 确定 平稳 概率 密度 的 极 天 值 。 例 如 ， 当 了 «0, 
7770 时 ,在 贺 周 e+ yee 上 概率 密度 取 极 大 值 ， 龙 值 取决 
于 系统 参数 与 滞 励 强度 信 ， 这 表明 系统 平稳 响应 的 最 大 可 能 状态 
是 一 个 极限 环 。 关 于 这 一 情形 的 例子 将 在 7.10 节 中 给 出 ， 
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78 ”用 标准 随机 平均 法 预测 随机 参 滞 哆 应 


标准 随机 平均 法 已 被 广泛 用 于 预测 线性 系统 与 合 非 线 性 嚼 尼 
的 系统 对 宽带 随机 参 激 的 响应 。 Roberts 给 出 了 合 线 性 加 大 要 
形式 非 强 性 阻尼 的 系统 对 随机 刚度 参 油 与 外 滞 的 平稳 用 应 概率 密 
BE. Brouwers™ #2 T BIR £st ER ELEH BE de A EORR UE Ry B 
FEX ME SS ERE ME Dimentberg'? H T EMSRS BLAHIKUI 
RiEMSMMERS WEN SEMEN EZ, F Ethe cake ea 
AEM FARMS MAE BAL, 
考虑 用 下 列 运 动 微 分 方程 描述 的 随机 系统 
Y + ehCY YT oil + eFC] 一 sp (7.8-1) 
式 中 己 (与 Fe) 为 不 相关 的 宽带 平稳 随机 过 程 , 假定 它们 的 相关 时 
同比 唤 应 松 驰 时 间 小 得 多 . 应 用 标准 随机 平均 法 , 可 得 如 下 平均 后 方程 


dA = [BD 十 Žad + Ele + (p+ o MW, 


dO — [H.C A) + 31r + | £, +a + ay^aw, (7.8-2) 
式 中 W, 与 W, 为 独立 的 单位 维 纳 过 程 Lm 


, BA cos®, — Aig sin O) sin Odo 








~ den sin P) cos di 


ame ais CLA. « gig S, o) / 5 
y= ee M: Ri(r)sin2esrdr, B s5,(0)/2 (7.8-3) 
Rif) 与 S,(0) 分 别 为 Fie) HBAS, SC wo) 为 
FP.) 的 谱 密度 。 由 (7.8-2) AG) BHP RHR, HEE 
概率 密度 ple,tla) ET FPK Tm 


oe - — 2 lico 十 + aa + £) p} 
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+ 


i. [CE + cap] (7B 


1 

2 

(7.8-4) 的 平稳 解 为 
pía) — cexp| |’ 2H Cu) + au + pju tan] (7.8-5) 


+ au + f 
下 面 讨论 几 种 特殊 情形 的 平稳 响应 ， 
-REEE | 
= . 
l &'h(Y ,TY = 2t. Y (7.8-6) 
B (7.8-3) 第 一 式 算出 i | | 
H,(a) — —Cona | (7.8-7) 
代 人 (7.8-5) 并 完成 积分 ,得 | | 
， BG) — GER (7.8-8) 
未 中 Ul 
1 (Lo. 一 a)à (7.8-9) 
PAR (7.8-8) 存在 的 条 件 是 1 > 0,BD 
Ç > B'xi wA (7.8-10) 


这 也 是 系统 (7.8-1) 的 平衡 位 置 了 一 0 CHR ERE 
似 条 件 。 它 与 《7.6-13) 一 致 。 这 青 次 说 明 随 机 外 激励 不 影响 系 
统 稳定 性 ， | 
Ha (7.8-8) 可 得 响应 幅 值 的 # 阶 矩 
*) a. eT + n/2)T(A — 2/2) 
EEA") "e" T + D (7.8-11) 

n 阶 矩 存在 条 件 ， 即 系统 《7.8-1) 平衡 位 置 了 一 0 s 阶 平 均 稳 
EIDER EE i> #/2, BD 

£ > (Lt af?) &'5» t098,C 204) (7.8-12) 


eS (2.6-8) 一 致 。 可 见 随 机 外 激励 也 不 影响 系统 * 阶 平均 稳 
定性 。 当 = Of, (78-12) IARE EREE M f t 
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:-10)， 根 据 (74-37), (078-10) WEAH (7.8-1) PEA 
Y — 0 几乎 肯定 样本 稳定 的 近 僻 条 件 .从 《7.8-12) 还 可 看 出 ， 
5b HABUI HER ,稳定 条 件 变 得 越 来 越 严 历 ， 

”注意 , 按 (7.8-8) ,响应 幅 值 一 般 不 服从 瑞 利 分 布 。 但 利用 极 
限 关 系 (7.7-8) 可 证 , 当 e — 0 时 ,(7.8-8)》 具有 瑞 惠 形式 





a a 
pa} = — exp |- E] (7.8-13) 
Ds oy luy 
式 中 | 
TEM MEI HIE 7.8-14 
"Ta. Mel (0371) 


(7.8-13) BRHERAR AAPL OTR A S. ILU 
A B6 2 86 51 25 QURE ES E RO PACA BES RR REEL R R i UR 
35. 
按 (5.6-54), 可 由 《7.8-8) fBSERRUNIRZ HO fir S SER RUE 
分 布 | 
1. aig 
zc, LE + ay? + yf ol) tt 
由 此 可 见 ， RPE SE RT LSS SAMAA SE E — 8326 dE E UT 
分 布 。 同 样 可 证 ,只 有 当 o — 0 时 才 趋 向 于 高 斯 分 布 ， 
Hi (7.8-15) 对 9 积分 可 得 平稳 位 移 响 应 的 边缘 分 布 
am C RTQ + 1/2) “16 
een TAG bayer o C919 
a-—> ORS, (7.8-16)> 趋向 于 高 斯 分 布 ， 由 《7.8-16) 可 得 响应 位 
EB» BPE 


Ly.) = (7.8-15) 


agri + wV2IF(A — 0/2) n 
E[Y']— | etara + 1) "偶数 (7.8-17) 


' 0, LEE 
" METEORE | 
A7 ni2 (7.8-18) 
这 与 响应 幅 值 的 m 阶 矩 存在 条 件 〈7.8-12》 相同 ， 
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=. RENE 
设 | zn 
BACY, Y) — 2t o.Y + oY Yl (7.8-15, 
sich o 为 二 次 阻尼 系数 . 常 假定 流动 阻尼 具有 (78-19) 的 形式 ， 
将 《7.8-19) FRA (7.8-3) 得 


Hye) = — aa [z 十 i- pa| (7,8-20) 
¥§ (7.8-20) (£A. (7.8-5, 8845 08 
plo) 一 7 — C ci 
; (8 + ag yt 
x exp {— + [e — (9/2) tan alya} 


(7.8-21) 
Xt c 为 归 一 化 常数 ;py 一 3xa/8Soo,. 
TERE MIRE (8 一 05,(7.8-215 化 为 


c a 1 
po) = MT exp [~ 2| (7.8-22) 


式 中 C mm visti] r(—23), (7.8-22) 的 存在 条 件 是 4 < 0, 即 当 
(7.8-1) 的 平衡 位 置 了 一 4 在 概率 意义 上 不 稳定 时 ; 10 0 时 ， 
(7.8-22) 退化 为 66 ;而 s 一 0 是 非 可 积 奇 异 点 ; 其 意 为 系统 
状态 无 振 葛 地 保持 在 平衡 位 置 Y-—0 上 .由 此 可 知 , 决定 系统 稳 
定性 的 只 是 阻尼 的 线性 部 分 ; 阻尼 的 非 线 性 部 分 只 在 系统 的 平衡 
位 置 Y 一 0 不 稳定 时 限制 响应 幅 导 的 增长 ， 
Bi (7.8-22) AMARTH R n Bre 
r I(n 一 24) 1«9 
ELA] = T( —241) (7.8-23) | 
| 0, i20 
按 (5.654), MAC? 8-22) 可 得 平稳 响应 位 移 与 速度 的 联合 概 
率 密度 


př 


1242 = 1x a —24Y y! 十 ley 
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TES yit £o? 14 _ . 
5 X exp |- | trei | | (7.8-24) 
。 (78-24) 适用 于 a <052 > 0 Bt p Cy 32 > Ó(y 32. E (7.8-22) 
或 《7.8-24) 可 知 , 响 应 为 非 高 斯 的 。 
Hi (78-24) 可 计算 平稳 响应 位 移 或 速度 的 边 绷 概 率 密 度 及 
She, Win, tres 


| eb 123-1» (1«0) (78-25) 
34 o — 0 时 ,C7.8-21)》 化 为 
一 《CI exp [| — ies .80c,0* a 
pa) g | 3 ouf ( 7.8-26) 


此 式 为 纯 随 机 外 激 时 平稳 响应 幅 值 概率 密度 ,无 平方 阻尼 Cp 一 0) 
时 , 它 为 瑞 利 分 布 。 

在 同时 有 随机 参 广 与 外 溅 时 ， 可 由 《7.8-21) SP Ramee 的 
位 移 与 速度 的 联合 分 布 , 边 后 分 布 及 各 阶 矩 ,但 其 中 所 涉及 的 积分 
难以 完成 ,只 能 依赖 数值 积分 ， 

=. BERE SRE 


itfi 
E'ACY , Y) — 2o + »Y'/o, (7.8-27) 
”相应 地 
— — (090 ue 7.8- 
Ha) = — a (c + 9 (0 €78-28) 
而 平稳 响应 幅 值 概率 密度 
Ca a’ 
| pe) TETES exp (- =) (7.8-29) 
XH | 
C = 22'E exp ( — a a8) 
- wn r8 
一 io/3no A— (x E) (7.830) 


注意 , 当 4 一 0 时 ，(7.8-29) 具 有 瑞 利 形式 ， 这 再 次 说 明 , 在 一 定 
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的 参数 组 台 下 ， 非 线性 系统 对 随机 参 廊 与 外 沂 的 响应 可 为 商 斯 分 
布 . 

由 《7.8-29》 可 得 平稳 响应 位 移 与 速度 的 联合 分 布 、 边 绿 分 
RABE, pini; 35620 


ERE TYE ti- Ay | | 
PET ~ COM (£) exp (Ew -1241,13—4G - £71 C7.8-35 ) 


a 


Ap Wl WIE) AB CWhittaker) HR. — 还 可 根据 
《7.8~29) 对 各 种 铺 形 下 《7.8- 1). 的 响应 性 态 进行 讨论 . 


79 用 能 量 包 线 随 机 平均 法 预测 随机 参 激 陶 应 


”标准 随机 平均 法 只 能 用 来 研究 阻尼 非 线性 对 随机 参 激 响应 的 
影响 ， 而 能 量 包 线 随机 平均 法 原则 上 可 用 来 研究 各 各 形式 非 线性 
对 随机 参 激 网 应 的 效应 ， 笔 者 em 备用 此 法 研究 了 一 类 非 线 性 系统 
对 随机 参 注 与 外 激 的 平稳 响应 ， 讨 论 了 各 种 非 线 性 因素 对 参 激 不 
稳定 系统 的 限 幅 效应 。 此 处 以 一 个 较 篇 单 例 于 来 说 明 。 

考察 用 下 列 运动 方程 描述 的 非 线 性 随机 系统 

Y+ aY + YY + YY + Y m YEG) + YO + BC) 

(7.9-1) 

fBisEC7. 9-1) m EG, ECs) E EC Ba Ee See 
JS, W Wong-Zakai 修正 项 有 三 项 , 即 DsY + Du 了 + Dy Æ 
二 项 改变 未 扰 系统 的 阻尼 ， 第 一 .三 项 则 改变 未 扰 系统 的 恢复 力 ， 
从 而 改变 了 保守 系统 能 量 包 线 的 表达 式 .。 此 时 , 需 按 5.7.1 中 给 出 
的 步 贡 推导 能 量 包 线 随 机 平均 方程 。 与 〈?.9-1) 等 价 的 伊 茧 随机 
微分 方程 为 《5.7-2), 其 中 


mCY,;,Y,)- —sifCY,, Y) 一 gY) (7.9-2a) 
+ 2D, 4DgyY, (7.9-2b) 


而 
FLY oY) 一 《ae 一 Do)Y, + PYIY, + YY} . (7.9-3a) 
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RKY)--—DQY.—D. ——— (7.9-3b) 
系统 的 能 量 包 线 为 | 
| E--LYPtLQ-DQQO. y» —— (9-9 
其 中 yy = Dp/ U — Dy). 
能 最 包 线 随机 平均 方程 为 《5.7-11), 其 中 
— — (a— DjJE — BE ly, + 2 — 
ULE) = — (a — Dj)E — BE [rs + = | 





一 3. rE + Di( re 4 —£ ) + DE 


i— Du 
十 Da 二 2D13y1 o  (7.9-5a) 
VE) = 2D e| i + ua] + 3p E? + 2D,E 
) u Yie zü 一 Da) i »" 


T(E) = te) fi — D. (7.9-5c) 
由 解 平稳 FPK 方程 (5.7-13》 可 得 平稳 网 应 能 量 包 线 概率 密度 
PE) CA - DOR» 2Dy4yy Dy) + [Du | 
+ 3D,(1 — Da)le}” | 


X exp I- fF A7G 一 Da , (7.9-6) 
D, + IDy 一 Dy) 
Arn 


gw 20 = P Duyeh + Dya + Dy B+ 37(1 — Dy) 


[ D, + 30,01 一 Dy)? 
20 — Dua + Dy + pyh) | _ 
AT + SD. — Du) | (7-3-7) 
按 《5,.7-20),* 平 稳 位 移 与 速度 响应 的 联合 概率 密度 为 
Pg) = C, — Dy) {4 — Dy) Durr 十 Dafa 
+ Dy) t [Dy 十 3DL0 一 D4JIE£ 
+ = Day — yy)’ 


_ 十 37(1 一 了 
x ap | 1D, + 3D4(1 一 Dy)) 
X[# + 一 De? 一 yel) (7.9-8) 
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由 (7.9-6) 与 (7.9-8) 知 ,只 要 非 线性 阻尼 存在 , 即 P> 0 5g 7 > 0 
平稳 响应 总 存在 
xf 一 7 一 0 时 ,(7.9-8) 化 为 
eyo) C. + »EP & O — DOG 一 yo (7.9-9) 
式 中 | 
- Dy + 3Dg(1 — Dy) _ 
"a — D4X Duy + 2D,yyw 十 Dy) (9710) 
5 = 2U — Dula + Dg) 
(00 Dat 3Dall — Dy) 
由 《7.9-9》 可 得 一 .二 阶 短 
EIY]~ Pa, EIY] ~ 0 


Durs t 2D + Dp 


BUY (o T7 2D4) 一 Dy) — Dy + re ELYY) =° 
(7.9-11) 
1—D,)(D + 2D TD 
ety") = (a -— 2Dy)(t - Dz) 一 Dy 
FBGA EA APRE ,得 
Dy <1,2Dy + Pu <a (1.9-12) 


此 与 7.5 中 二 阶 矩 稳定 性 条 件 一 致 。 | 
作为 能 量 包 线 随机 平均 法 在 非 线性 系统 随机 和 参 谅 响应 预测 中 
的 应 用 的 育 一 个 例子 , 考察 上 端 有 集中 质量 m. POSEE TOUT 
的 无 质量 王 迟 柱 在 水 平 与 垂 寺 地 震 地 面 运动 激励 下 的 响应 ea。 其 
无 最 纲 化 运动 微分 方程 为 | 

 Y'4-2tY' K[a— K,—EK,&,CO]Y. — 

十 (1 一)Z4Y Y) = Kr) (7.9-13) 
式 中 了 mm 8/8,,v 一 oi, E, m U,18,, E m Veld Ky m£/ Pers 
K, = moi P.. 0 是 质量 mm 的 出 向 位 移 ; 3 是 特征 长 度 ; Poe Æ 
柱 的 静态 届 曲 载荷 ; U, 与 分 别 是 水 平 与 手 直 地 面 位 移 ， 官 
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们 是 统计 相关 的 ;5 是 粘性 阻尼 系数 ; o RAS BRA ZS 
HE; e 是 a 一 1 时 柱 的 基本 频率 ;一 捕 表 示 对 的 导数 ;Z 是 恢 
复 力 的 灌 迟 分 量 ,用 下 列 一 阶 扯 分 方程 (Bouc-Wen 模型 ) 描 述 
Z = —rIY'|IZIZ|*' —8Y'lZl- + AY (7.9-14) 

AP 4.9 及 ?为 常数 。 从 《7.9-13) 可 看 出 ， 水 平地 震 起 外 激 
FE fi ED NE $e CE A. | 

79-14)》 可 积分 给 出 z & Y ZAZA" Ain, 4= 
n= |, g m y = 05 TL. Y m0, 


Y +Y, —e X Y « —Y, 


7.9-15 
i— 000», —Y,« Y ae ( ? 


Z(Y) = | 
Athe BY MMA, Y, 由 Z(—Y,)-0 mhz, Y «0 EZ 与 
于 的 关系 由 对 原点 的 对 称 性 确定 。 系 统 的 势能 出 两 部 分 组 成 ， 一 
都 分 在 线性 弹簧 中 , 另 一 部 分 在 汰 迟 元 件 中 , 对 A- nm lve 
Y = 0.5 È Y 四 0, MRA 


iG — KJY? 十 十 (1— aXY +Y,” 


GY) = 一 0 «Y «, —Y, 
+(e - KY + 
(1—a)[1 — e OF}, —Y, Ya: 
- (7.9-16) 


类 俱 地 ,可 写 出 了 «0 上 G(OYO RAR. 
at (7.9713) 应 用 能 是 包 线 随机 平均 法 ， 可 得 FPK EG. 7- 
13), rh 
ale) = —22 s 一 4 + Diy Kip, 
(7.9-17) 


b (e) -— 2Du 十 2K:iD, $ 


$= ole) m 2| V 1e — Gay 
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d dy Tf. 
' f. "X le — 2G(y) ? 
e Lai yès 2e — 2G) dy (7.9-18) 
p - d? - ear dy 
de safle — 2G(y) 


A, m C1 — a)[4y, 一 《ec — XY] 


1D, 5 2D, 分 别 是 B 与 号 的 强度 ; 4 表示 沾 巡 恢复 力 在 一 
局 中 消耗 的 能 量 ， 其 信 等 于 滞 迟 回 线 的 面积 。 此 时 ，FPK 方程 
(5.7-13) 之 平稳 解 为 o 
~ _ (t. 269) + Cn) , 
ple) = CTC Jem] | Duble Y + KiDub(e’) a} 





(79-19) 
安 (5.7-20), 位 移 与 速度 的 平稳 联合 概率 密度 为 | 
p») - (exp 
— ” 2566) + Ae’) r 
{ í, Dipl + KiDnd Ce’) de } em y aC 
(7.92-20) 


由 此 可 得 位 称 与 速度 的 各 种 统计 量 ; 其 中 均 方 位 称 为 
1 到 j ex NEL ble) E P. CO O 
EY e f P |- j; Duple ) 十 KiDud(e") dii 
x b’Ce de (73-21) 
式 中 C 由 ple) 的 归 一 化 条 件 确 定 。 用 数值 方法 求解 能 量 包 线 
的 FPK FE, AVS MMAR SASS. 数值 计算 
结果 表明 ,对 a 29 0.2, 理论 与 数字 模拟 结果 很 吻合 "6 


710 用 等 效 非 线性 系统 法 预测 随机 参 激 响应 


与 能 量 包 线 随机 平均 法 一 样 ， 等 效 非 线性 系统 法 可 用 来 研究 
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dab AER UE ARMS RWWA, TEALA ARANA 
ELE BG na az SE 108397 

首先 考虑 范德法 - 杜 芬 型 振子 对 刚度 酷 机 参 激 的 响应 ， 其 运动 
微分 方程 为 

P+ el + YDY + LY ”sga(Y) = YEG) (C7.10-1) 

Fp vy SERRE) 为 物理 高 斯 日 噪声 ,强度 为 2D,， Be 为 同 
阶 小 量 ， 对 《7.10-1) 应 用 6.2.3 中 的 等 效 非 线性 系统 法 ， 对 不 同 
RS v BISSCR TB SEA ERE RA. 

»celBpmXSir8ER Qo db E 62 


r D L Ris vi 
Y-- e(—1— i ;5) + Y = (DEF) | 
(7.10-2) 
AP £CO 为 单位 强度 物理 高 斯 白 噪 声 。 根 据 《6.2-297， 得 平稳 


临 应 位 移 与 速度 联合 概率 密度 


PCy 3) = C ei Piexp (- 2 一 PME (7.10-3) 
AHC 为 归 一 化 常数 ， 
C = 4x{ PN r (5) (7.10-4) 


CHAR. HA pO, 9) 秆 可 归 一 化 ， 即 总 存在 平稳 响应 
《7.10-3)。 也 说 明 《7.10~17? 的 平衡 位 置 了 一 8 在 概率 意义 上 
总 是 不 稳定 的 .平稳 响应 为 非 高 斯 分 布 。 


RER e= Ge y) 一 村 从 可 由 《7.10-3》 得 平稳 网 
Biz WEL ES as BE 
pCa) 一 Cua Pres (一 + s) — (7.10-5) 
式 中 Cr = CC, META SSE 
EL4*] 一 CEY TG [2 +1 2e/ DO/T CI + 2e/D,) 


(7.10-6) 
对 所 有 n ELA”) 存在 ,并 随 e RAMA. 2 一 2 时 ， 
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它 随 着 随机 参 激 强 度 2D， 的 增 大 而 线性 地 增长 | 
由 求 (7.1073) 中 p,(y 9). 的 极 大 位 知 , SERERE Y" 
艇 了 的 极限 环 。 此 极限 环 的 轨迹 方程 为 
y! d y m4 (7.10-8) 
这 与 范 德 玻 振子 本 身 的 极限 环 重合 . 
平稳 响应 位 移 与 速度 的 边 绿 概率 密度 可 由 《7.10~3》 用 数值 
积分 得 到 。 
与 数字 模 氢 结 果 比 较 表明 , 当 D/s 较 小 时 ,等 效 非 线性 系统 
法 给 出 想 当 精确 和 的 结果 。 当 De RAM, BRR RE 
估 了 响应 ， 图 7.10-1 上 给 出 了 一 组 位 移 、 速 度 , 幅 值 的 概率 密度 、 
TAERA VR RS EG. | 
ye 3 时 ,与 (7.1071). SEAT REI FCR dE RR b AE 
P+ [s(—1 + hE + &E NY + Y! k EEC) 
(7.10-9) 


(7.10-7) 


式 中 | 
k= 24 EG) , k, = p, LG [* ) 
' 5 F*(1 /4) Di Gi fay 


k- 4 EE p, TSIN (7.10-10) 
r(1/4) 


lian: 


rdi/4) vi — ad 
Pyt) 一 Cexp [5 (2 24 Gh e Te J ls +y 
(7.10-11) 
El BASS AT ES DS AE, BERT 
导 能 量 E 与 相位 全 的 概率 密度 


| 1 sí io ras 

p) = Cre "lE ( 24  r*(3/4) e^- ¢)| 
(7.10-12) 

;$€[0, 2x) (7.10-13) 








T(3/4 
| WE r14) 








p 
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BERE) Wgt (Cp) SARE OG) UGUBXANXK (4) {BRERA COO 
kW EOM eo m'gr'som o ‘RAO RARER MRED Tov 国 


ip 
$t g'i aù 


(2) 
OF $0 
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E * XE e 1 2 3 4 $ 
. 245, 
Bi7.10-2 FMH-HBRIT HP RLS RP. s= 0.5, 
2D, ~ 1.0, — FRFR AAKER; ON PMRWAR. (a) BENE NE T 
E; (b) fig (e) 相位 概率 密度 ; (d) Hoe 


由 《7.10-11》 可 知 , 响 应 仍 是 扩散 了 的 极限 环 。 对 这 种 情形 ， 解 
析 结 果 与 数字 模拟 结果 比较 表明 ， 对 较 强 的 非 线 性 与 较 强 的 激励 
强度 ,两 者 仍 很 吻合 。 这 是 由 于 非 线性 刚度 的 存在 ,使 得 非 线 福 阻 
尼 的 效应 相对 不 显著 了 。 图 7.10-2 上 给 出 s 与 D, BRN 
应 位 移 、 能 量 及 相位 的 概率 密度 均 方 幅 值 的 比较 ， 

其 次 考虑 范 德 波 - 杜 芬 型 振子 对 阻尼 参 激 的 响应 ,其 运动 微分 
方程 为 

Y + e(—1 + Y)Y + lY |*sgn(Y) — ÝE) (7.10214) 

AH AGO) 为 物理 白 噪声 ,强度 为 2D, 5 e IBI. 

7 一 【了 时 ,与 《7.10-14) 等 效 的 能 量 依赖 非 线性 系统 为 
Y +s (i 十 十 Í E)Y + Y —(3D,EY"z (0) (7.10-15) 
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平稳 响 雇 的 位 移 与 速度 联合 概率 密度 为 
| FAG) 9) 一 Ces G- ex( — 5 e Wank jer’) (7.19-16) 
式 中 | 
C = «(£2 CP rp + 28/D,)/3] (10-17) 
Sp- $5 Rel] oZ es (E Ce RES | 
pla) — Ca V 7^ exe( ~ E a) (7.10-18) 
式 中 
p'a C—'/2a (7.10-19) 
均 方 幅 值 为 


Br] 一 4 十 之 (7.10-20) 


(7.10716) 中 的 AOD 在 下 列 条 件 下 达 极 大 值 
y! ed (1 — Ps) (7.10-21) 

这 表明, 当 D ce 时 , 范 德 波 振子 对 阻尼 参 激 的 平稳 响应 也 是 扩 
获 了 的 极限 环 。 此 枢 限 环 轨迹 由 〔〈7.10-21》 Fae. M D, MX, 
极限 环 缩小 。 当 D> € 时 ,响应 不 再 是 扩散 了 的 极 陨 环 ,相当 于 
阻尼 参 激 抑制 了 自 激 ， 这 与 范 德 波 振 于 刚度 参 汶 的 平稳 响应 有 显 
著 的 差别 . 

对 ”一 3 情形 可 进行 类 似 讨 论 ， 可 以 想见 ， 此 情形 与 wy 一 
情形 类 似 , 只 是 由 于 非 线性 刚度 的 存在 , 非 线 性 阻尼 效应 相对 不 显 
荐 了 。 筹 将 非 线 性 系统 法 也 适用 于 更 大 范围 的 s 与 D. È. 


7.11 用 先 方 程 法 预测 随机 参 激 响 应 


乱 方程 法 常 被 用 于 研究 随机 参 沿 系统 的 稳定 性 与 响应 "， 
尤其 当 和 参数 滞 励 为 之 带 随 机 过 程 , 萄 系统 为 多 自由 度 非 线 性 时 ,此 
lit SF BFE AR SESS EM ,必须 运用 茶 种 截断 方案 。 算 方程 截断 , 实 
质 上 给 系统 的 响应 施加 了 某 种 约束 。 在 某 些 参数 范围 内 ， 这 种 约 
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FORATE EMERE MAARRE; dc 53 — 060 de T 
范围 内 Se JR RT 8B 05 3875 BAU SE d eS PCIE BRE ,从 而 导致 
错误 的 结果 。Ariaratnamtel ie H Fd Eri d BI HD 
入 条 件 是 错误 的 。 最 近 ,Sun £ Hsu" 指出 , 累积 重 截 断 法 只 适 
用 于 某 些 参数 范围 ， 而 不 适用 于 另 一 些 参数 范围 。 现 用 一 个 具体 
ATF RARE RI. 
考虑 系统 (7.7-1)r 一 工 之 情形 
P AE + lY t FDJ + Y YE) + VEC) 
十 £,(#) (7.11-1) 
其 平稳 网 应 位 称 与 速度 联合 概率 密度 由 (7.7-11) $6 7—18 
p, 3) — CC E F rt epf — AO? + y] (7.11-2) 
相应 的 幅 值 概率 密度 为 | 
p, a) == C2n(g) + E) "*'*ogexp( bg) | (7.11-3) 
BA te 
ELY’] = 2 Ela] 一 lc 


x , Ur bh duy hte exp(—hir dr (711-4) 
d 
cu 2n Cr + ADe —Rr)dr — (711-5) 
E k > 0,4, 5e 0, RUSERE RAAT SEES UL CES EK, WE 
Ke di SW BIEE, ZS RSA, 
当 ke > 0,4, — 0,BIIdEZE EE Xs SE HL SZ BREL A, FR 
均 方位 移 为 . 
ELY:] 一 Laef yu-mexp( 一 4rydr (711-6) 
AH a 
Crt = 2 r mexpt —hrMr (7.11-7) 


《7 11-6) 存在 条 件 为 wl, 4 之 1 时 系统 状态 无 振荡 地 保持 
EGR Y—Y-—o0 上 ( 见 7.7 节 )， 完成 (7.11-5) 中 积分 得 
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0, pl 
E[Y?] = 3 pl (7.11-8) 
GQ — #)/24,, n! 
Ab a 一 1,80 D, = 25 EAD SALE ROR. ER, ^ 
以 上 开始 减 小 时 , EY?) 从 零 开 始 增 大 ， 即 均 方 位 移 响应 不 发 生 
BEEK, 
LESAR, MAES EERE ELY?]。《7.9-1) 平 稳 啊 
应 的 前 四 阶 甜 方程 为 
fh, = 9 
ko. 一 20 mua 一 ma — nma — nma = 0 09) 
m, = 0 
人 一 mw CD, — 20)my — my — nma = 0 
(4D, 一 425. lame inma imati Dm, + 2D, 9 0 


(7.11-10) 
fi = 0 


2my + (D, 一 20) 一 nma — my 一 my = 0 

mat (4 D,— 42 ty inme 29m, —2m4 c 2Dumy T 2 Dm rm Ü 

(9D, — 6L)m,a-—-3nmia —3nmy 3mp +6 Dum, FSD em, = 0 
(7.11-11) 


m, = 0 
| + CD, — 20)my, — nm — amy — me = 0 
2àm,,7-(4 D, —4C)m, — Inma — 29m, + Dima + Dimna = 0 
Mot (9 D,— 66 Ima 39m, —3nmy — ima 3-6 Dum, th Dum, 0 
(16D,—80)m,-- 49m tma tma tl? Dmae 十 12D,m,; = 0 


(7.11-12) 
0, “uo 2 
E[Y?] = m4 = 40, p-2 C.I1-13) 


(2— aiik wu «2 
nf UL, BARBRA ERR, GRRE a= 2 即 了 一 
20/3, 这 说 明 商 斯 截断 读 不 能 给 出 正确 的 均 方 分 叉 《 稳 定 ) 条 件 ， 
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与 Ariaratnam/"! 的 结论 一 致 . 

忽略 4 阶 以 上 累积 量 的 截断 方案 给 出 了 纯 随机 参 激情 形 下 平 
稳 位 移 响 应 的 二 个 分 支 ， 其 中 较 合理 分 支 《 均 方位 移 唤 应 随 激励 
强度 增 大 而 增 大 》 为 

E[Y!] = my 


6 
J = — 
» # l1 


= 102727/k, pm É (741-14) 


18(2 — a) + V324(2— aY-1920— BY —3). a «S. 
96%, > 11 


在 8— 6/11 处 E[Y?] BERR. 以 上 结果 示 于 几 y11-1 E, 
图 中 参数 

: R = li(2g — 1? = D,/27 (7.11-15) 
UGRRSBNOREE SII XONCE Lb, AR BRAD CARE LES RO 
R = 1 ARRE R—1/3,R—11 是 忽略 4 阶 以 上 果 积 是 
截断 方案 给 出 的 ELY*] BRAKE. 由 图 可 见 ， 高 斯 截断 方案 
给 出 的 均 方 位 移 误 差 始 终 相 当 大 ,对 R>11, (ORE 4 阶 以 上 黑 积 
量 截断 方案 给 出 较 好 的 近似 ,但 对 1 «m R< 11 给 出 错误 的 解 ， 

进一步 分 析 表 明 中 ,在 忽 上 4 阶 以 上 累积 量 情 形 , 各 阶 矩 之 间 
成 线性 关系 ,而 按 景 积 量 截断 方案 ， 各 阶 矩 之 疝 应 成 非 线 性 关系 . 
这 是 忽略 4 阶 以 上 累积 是 截断 方案 给 出 的 解 偏离 精确 解 的 原因 ， 

在 同时 有 随机 参 激 与 外 激情 形 ， 精 确 的 均 方 位 移 响 应 可 按 
《7.11-47 VF, RR 4 阶 包 上 累积 量 截断 方案 给 出 的 均 方 位 移 响 
应 为 下 列 方程 之 正 实 根 

96Chm4)! — 3602 一 u)C(kb ma) — (144k, 十 2(2 

一 pp — 3) Goma) — Ca — 3) A, m 0 
(7.11-16) 

同时 还 需 满 足 约 东 条件 


Ama = (3 — u)/18 (7.11-17) 
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0.3 


Ëo: 
a 
0.1 
2 4 * 8 I i M w 1$ 20 
R 


Bi7.11-1 -总参 汶 情形 平稳 位 称 员 应 均 方 全，(#) SERMO (b) RC 
CEB, (CO DE AERDLERERSE Xo AE) fom 4 
Sr | RRB Xx ih RS ERA X 





u 


o 0.1 0.2 0.3 04 
hh 


W 7-1-2 du 469 (1) "36 Br CY UL ER PRICE GROS 3H 
SFE AA fS POR 
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详细 计算 结果 表明 , TSA (SL R) 平面 上 ,曲线 LCRLER 7. 11- 
2) 将 第 一 象限 划分 为 两 个 区 域 , 4 十 B 区 域内 不 存在 正 实 解 ， 即 
这 种 截断 方案 不 适用 。 在 5 十 了 域内 则 存在 有 意义 之 解 ， 此 解 往 
往 是 多 值 的 ， 

忽略 6 阶 以 上 累积 量 的 截断 方案 给 出 的 均 方位 移 响 应 为 下 列 
4 次 方程 的 正 实 根 

a, CK;tna H a Rp Y F a; (Rma)! 十 a (Ima) + a,— 0 

(7.11-18) 

式 中 

@ = 288,4, = —144(2 — a) 


0.5 
Q.4 


0.3 


hm. 


0.2 


0.1 





HH7.11-5. 同村 有 和 参 廊 与 外 激情 形 平稳 位 苇 啊 度 均 方 值 一 一 精确 
解 3 一 一 高 斯 截断 解 3~-- 忽 了 略 4 阶 以 上 累积 量 解 ; …… 总 覆 二 阶 以 上 累积 
EX 


a, — (2 — (42 — 17 4) — 56kR, 

9, — — (11.75 6 — 26.5) kk, — (2 — u)(3— u)(4— u)/4 
(7.11-19) 

e, — [15k — (3 一 p4 一 u)]&k 4/8 


* odd + 


在 图 7.11-2 上 ， 曲 线 2 将 参数 平面 分 成 两 个 区 域 , 8 十 C 域 中 无 
正 实 根 ,4 十 吕 域 中 有 多 个 正 实 根 ， 需 从 中 选 出 最 接近 正确 解 的 
分 支 ， 

总 之 ， 各 种 截断 方案 都 不 能 给 出 正确 的 分 叉 条 件 。 而 且 ， 在 
它们 都 适用 的 参数 范围 内 ， 急 略 5 RUE RRR RAM 
均 方 位 移 响 应 也 不 一 定 比 忽略 寺 阶 以 上 累积 量 截断 方案 给 出 的 好 
些 ， 一 个 例子 见 图 ?.11-3, 其 中 Ak, 0.2， 因 此， 一 般 地 说 , 在 
应 用 各 种 截断 方案 预测 非 线性 系统 对 随机 参 广 与 《或 ) 外 激 的 响 
应 时 ,应 用 实验 或 数字 机 拟 结果 证 实 。 


712 Bü UL ^ X 


所 谓 分 叉 ， 是 指 一 个 动态 系统 随 着 某 个 参数 的 变化 它 的 定性 
Em GAEE eee) REx., ARBOR WEBS 
数 的 随机 扰动 引起 的 动态 系统 定性 性 质 的 变化 。 随 机 分 又 是 一 个 
近 几 年 来 才 开 始 研究 的 新 课题 . 目前 主要 研究 几乎 肯定 稳定 性 
随 随机 扰动 强度 的 变化 而 发 生 的 变化 . 本 节 主 要 通过 两 个 典型 
的 例子 说 明 随机 Pitchfork 分 叉 与 随机 Hopf 4 XL 99. 
考虑 一 个 依赖 于 参数 的 自治 非 线 性 系统 ,其 运动 方程 为 ， 
y= F(y,r), F(0,7) = 0 (7.12-1) 
其 中 7 是 一 个 参数 。 以 AO) SERE T EE AB EE LOPS Oy}, 
(712-1) 在 一 9 邻 域 的 线性 化 系统 方程 为 
ym ANY (7.12-2) 
市 对 应 的 特征 值 问 题 方 程 为 
CACT) — &)$ — 0 (7.12-3) 
设 特 征 值 与 特征 矢量 分 别 为 n, 与 f= 1 2 0), Bü] 
(7.12-2) 之 解 形 为 
y 一 M Cafe" (7.12-4) 
| 
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其 中 C, 由 初始 条 件 确定 ， 特 征 值 可 为 实数 ,纯度 数 或 复数 ,一 般 
可 表 为 

pa (7.12-5) 
ASM y, 出 发 的 一 个 解 y m eG, D. E Pe W xl, 
riyoce*etoe, Br oo, 二 In jyy) 一 和。 一 般 地 ， 定 义 


AG) — lim 二 Do |yGoy)! (7.12-6) 


为 李 亚 普 诺 夫 指数 。 它 表 示 解 的 指数 增长 率 。 显然 i952, 
. 即 为 第 大 个 特征 值 的 实 部 ， 
考虑 特征 值 以 及 《7.12-~ 上 日 与 (7.12-2) 的 平凡 解 的 性 质 随 
参数 7 了 的 变化 可 能 发 生 的 变化 ， 设 开始 时 a, < 0(— 1,2, ---, 
2), WH (7.12-2) 从 而 (7.12-1) EMASE., Ar 的 增 
大 。， 有 了 两 种 变化 的 可 能 性 。 一 是 一 对 共有 最 大 实 部 的 复 共 斩 特 征 
. Brym SEA, BD v 7, BM, SERIE 
€, RATA, RS r 的 增 大 而 增 大 。 另 一 种 可 能 性 
是 最 大 的 实 特征 沿 实 轴 向 有 移动 ,在 7? 一 7, 时 为 零 ,? — T, WA 
E. 这 两 种 情形 下 , 从 7 一 7, 开始 ,(7.12-1) 与 《7.12-2) 的 平 
凡 解 变 成 不 稳定 ,第 一 种 情形 称 为 Hopi TR, ROHRI, RA 
种 情形 称 为 Pitchfork ON, RPE, rcv Br>7., 
非 钱 性 系统 《7.12-1) 从 平凡 解 变 成 非 零 的 稳 态 解 〈 存 在 的 话 》 
HARADIR, Y. 称 为 分 玉 点 。 显 然 , 分 又 点 就 是 最 大 李 亚 兽 
WE dE S LER SS URL 
ALS BMPR X EI Ra, SULIdESREEBSQLA A 
运动 方程 为 | 
Y — KY ug, F(0,v,z(0) — 0 (7.12-7) 
其 中 5 是 一 个 零 均 值 各 态 历经 随机 过 程 。(7.12-7) 的 线性 化 
方程 为 
Y-AQ,QGDY © (7.12-8) 
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设 Y(0) 一 为 初始 状态 矢量 . 类 似 于 (7. 12-0 ,定义 . 
1(¥,) = tim T ini Y G,Y,)! (7.12-9) 


为 随机 李 亚 普 诺 夫 指 数 或 李 亚 普 诺 夫 指数。 它 一 般 为 随机 变量 . 
按照 Oseledeci?! 乘 性 各 楚 历 经 定理 ,假定 EGO 是 各 态 历 经 随机 
过 程 , ELILACECO)) 0] < 0， 则 存在 ? 个 实数 Aedui rh 
$B d, d; d, CHAWA) Rr 个 随机 了 于 空间 E Etto 
E,， 使 得 对 几乎 所 有 的 初 A E nc HG Ae (A, 
lated, (ii) d,—dimE,, PIF ZEB] E, EM, EDE -- 


QE, — R'; Gil), — Em l in |YG, 3], RE Ye EMO), 


LER 3 


BD yo 在 除 原点 外 的 子 空间 E, P; Gv) 4a, + 4a, bees + 
dA, = uwELACECQO))], Alk — 1, 2, 7er) 表示 解 的 平均 指数 
增长 率 。 若 所 有 2, 为 负 , (.12-7) 5 (7.12-8) 的 平凡 解 LF 
肯定 稳定 《以 概率 1 BE): 3 Xows > 一 0， 则 平凡 解 几乎 肯定 不 
BE., MI deat 一 0 给 出 分 及 点 了 一 T. 
由 上 可 知 ，, 确定 随机 分 耿 ， 关 键 在 于 计算 最 大 李 亚 普 诺 夫 指 
数 。 而 7.4.4 rh XR EJ Khasminskii 关于 几乎 肯定 渐 近 稳定 的 判 
别 条 件 (7.4-25) 正 是 计算 线性 伊 基 随机 微分 方程 《7.4~-18》 的 
最 大 李 亚 普 诺 夫 指 数 的 公式 ， 下 面 通 过 两 个 上 典型 例子 来 说 明 ， 
«A, Pitchfork 分 又 ”考虑 如 下 非 线性 随机 系统 ， 其 运动 方 
BA ” | 
Y Ý — (7 + oe] + aY’ — 0,0, > 0 (7.12-10) 
式 中 7 为 分 玉 参 数 ,#(t》 ERREAREN SA, o=o 
时 ,7 一 0 是 《7.12-107 BERE. Y — Y — 0 的 Pitchfork. 4 
ZA. 
36 ESEBR BLUE 2D DF VA, 需求 《7.12-10) 的 线性 化 系 
统 
Y + 28% — by + o£CO])Y = 0 (7.12-11) 
的 最 大 李 亚 普 诺 夫 指数 。 为 此 , 作 变 换 | 
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Z = Yexp(gsr) (7.12-12> 


(7.12-11) ER 
-Ae — aë Gt) ]Z = 0 (7.12-13) 
式 中 on--—r—g. (712-13) BT RRL RL KS 
方程 
dZ, Zid 
dZ, = —7,Z,dt + oZ, WO 
(7.12711) 的 李 亚 普 诸 夫 指数 ty & (7.12714) MEL WERE TS 
数 az 之 间 关 系 为 Ay - —f 十 lz. 
Arnold, Papanicolaou 及 Wihstutz"", Pardour 与 Wihstu- 
cU ASR EER (C7.12-14) 的 最 大 李 亚 普 庶 夫 指数 .对 有 
限 的 Yo 他 们 得 到 4z 的 如 下 浙 近 表达 式 


(7.12-14) 


i; z, T. > 0 (7.12-158) 
6 
2 
A, 一 5T, +s Y, <0 (7.12-15b) 
$ 


(7.12-15a) 首先 由 Stratonovitchc 用 随机 平均 法 得 到 。， Wedig"?! 

PEWA (7.12-14) 的 最 大 李 亚 普 诺 夫 指数 ,并 得 到 类 似 的 结 
*. | 

最 近 , Ariaratnam 与 Xie 用 Khasminskii®” 的 方法 计算 

了 mn 一 0 WR (7.12-14) 的 最 大 李 亚 普 诺 夫 指 数 ， 当 一 0 

AY, 2 
à; m S 
20 + y 


iz" 一 为 + p T, «5 0 (7.12-16b) 
—€") 


3 Ta => 0 (7.12-16a) 


fa = 0 时 的 精确 值 为 
i 1.5155. as $ 
z > =a (.28931a" (7.12-17) 
Jf 3 Lr (1/3? 
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th (7.12-15)—(7.12-17) 51,25 % 20 时 ， 随 机 扰动 使 系 
统 非 稳定 化 ; 当 7 三 0 时 ,对 小 的 jys| ， 随 机 抗 动 使 系统 非 稳定 
化 * 而 对 有 限 的 Im] 值 ,随机 扰 动 反 使 系统 稳定 化 
再 考虑 《7.12-10) 的 分 义 解 。 显 然 , DRA, SEALE 
肯定 稳定 , 响应 的 概率 密度 为 y — 5 — 0 处 的 5 国 数 ， 为 得 到 分 C 
义 后 之 解 ,可 应 用 能 量 包 线 随机 平均 法 。7 一 0 时 ,可 得 如 下 能 重 
包 线 概率 密度 
pe) = Ce We (7.12-18) 
其 中 
B- AOL pe ,C= (Ey (7.12-19) 


此 时 ,位 移 与 速度 的 联合 概率 密度 在 原点 处 有 最 大 值 ，。7 ee em, 
不 能 得 到 响应 概率 密度 的 解析 表达 式 ， 但 应 用 能 量 包 线 随机 平均 
法 后 可 用 数值 积分 得 到 。 值 得 注意 的 是 ， 在 7 > One, ORB 
(7.12-10) 的 位 移 与 速度 联合 概率 密度 曲面 有 两 个 内 分别 在 
(— V/21/a,0) 53 (/2r/a ,0) 上 方 ,有 一 个 谷 ,在 C0,0) 上 方 .而 
7 二 0 时 则 只 有 (0,0) 上 方 一 个 峰 ， 
随机 Hopf 分 及 ”考虑 用 下 列 运动 方程 描述 的 非 线性 随机 系 
统 
十 [p+ +Y = f(Y,Y¥) (7.12-20) 
AH gO 仍 为 单位 强度 高 斯 白 噪 声 。 c= 0 Bl, 86 MESS fh, 
(7.12-20) RE Hopf 分 叉 ，(7.12-20》 的 线性 化 方程 为 
Y +s+ +Y =o — (712-21) 
CAAMA dim F ERANO 
dY, = Yd: 
dY, = —[Y,-- (8 — &!j2)Y ldt — oY dW C) 


应 用 Khasminskii 方法 ，Ariaratnam 与 Xie 得 到 a — 0 时 
(7.12-22) 的 最 大 李 亚 普 诺 夫 指数 的 如 下 渐 近 值 ; 


(7.12-22) 


中 4695 


, Bg 1 
à-——--—g 712-23 
5 3 C J 


与 Khasminskiit 得 到 的 相同 , (7.12-23) 表明 随 视 扰 动 使 系 UE 
非 稳定 化 。 

在 分 叉 前 (7.12-20) 与 (7.12-217 AP ALI PE BE W 
应 位 移 与 速度 联合 概率 密度 是 在 原点 处 的 一 个 ?函数 ， XR. 
(7.12-20) HRB SRR See eo) PR ERN. E 5 H 
得 到 ， 概 率 密 记 曲面 的 形状 取决 于 非 线 性 函数 f, Y) 的 形式 ， 
[48] 中 给 册 幅 值 概率 密度 曲线 的 几 个 例子 . 

迄今 ,只 能 得 到 单 自由 度 随 机 系统 的 最 大 李 亚 普 诺 夫 指数 ,并 
讨论 它 的 随机 分 及 。 应 用 Papanicolaou 与 Kohler"? 的 随机 中 
心 流 形 定 理 ， 将 有 可 能 求 得 耦合 的 多 自由 麻 随 机 系统 的 虎 大 李 亚 
得 诺 夫 指 数 ,并 讨论 相应 的 随机 分 叉 问 题 。 
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第 八 章 ”随机 振动 系统 的 可 靠 性 
81.5] B 


E IEGROLGR AUT MMR SARE RAMBLES 
FESBAGR. MILMMAT ERU ERE XE RES UALS ait 
或 正在 运行 的 系统 是 否 能 正常 运行 或 是 否 安全 。 许 多 情况 下 ， 常 
和 党 根据 响应 的 均 方 根 信 赁 经 验 来 判断 振动 的 严重 性 。 然 而 ， 更 合 
理 的 做 法 是 ， 根 据 一 定 的 损坏 模型 ， 导 出 系统 的 可 靠 性 的 概率 度 
量 。 研 究 随机 振动 的 最 终 目 的 ， 正 是 为 了 改善 机 械 或 结构 系统 的 
aE, 

A SESSEL 2 SERCURE AAR AD RAR. 损坏 
大 致 可 分 成 两 类 ,一 类 与 使 用 性 有 关 , 例 如 ， 系 统 的 振动 程度 并 不 
足以 构成 安全 问题 ， 但 可 使 系统 不 能 正常 运转 。 男 一 类 则 与 安全 
Ak, PMs Pins AT Bil SRA, PP Re TE ik 
PARA, EA RET ABER TT TP LES RRMA BE 
化 的 结果 。 由 于 初始 缺陷 的 分 布 , 系 统 运行 的 条 件 , 以 及 系统 与 周 
国 环 境 的 相互 作用 一 般 都 是 随机 的 , 损坏 是 一 种 戎 机 现象 。 

系统 的 品质 与 系统 的 状态 之 间 通 常 可 用 一 个 算 子 相 联 系 ， Ul 
2 表示 品质 矢量 ,上 表示 状态 矢量 。 则 有 

Za MY (8.1-1) 
式 中 1 为 某 种 算 子 。 例 如 , 乙 为 某 点 应 为 ,了 为 基点 位 移 ， 对 是 一 
个 微分 算 子 。 邓 也 可 以 是 恒 等 算 子 。 

从 系统 的 性 能 或 安全 观点 看 来 是 允许 的 品质 的 集合 形成 品质 
空间 中 一 个 允许 区 或 安全 区 0. 假定 9 是 一 个 开 集 , 8 的 边界 对 应 
于 极限 状态 ,这 个 边界 常 称 为 极限 曲 面 , HA T, Zea WRA 
系统 的 品质 参数 保持 在 规定 的 容 限 内 ， 矢量 Z 首次 在 外 法 线 方 
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向 穿越 极限 曲面 就 相应 于 系统 的 损坏 . 这 种 损坏 称 为 首次 穿越 损 
HW. 

振动 系统 的 可 靠 人 性 的 最 常用 的 度量 是 可 华 性 函数 ， 它 定义 为 
系统 在 时 间 区 间 0,1]. 内 无 损坏 地 运行 的 构 率 , 即 

RG) = P{Z(r) ED;,r ETO,]} (8.1-2) 

除 可 靠 性 函数 外 , 尚 有 下 列 一 些 可 靠 性 的 度量 ,这 些 度量 组 可 
Bruna SH 

LAREREESK OG). BREMEN 0,0]. 内 至 少 出 现 
一 次 损坏 的 概率 ,其 与 可 靠 性 函数 之 间 的 关系 为 


Oe) = 1— RC) (8.1-3) 
2. 首 次 穿越 损坏 时 间 ( 即 寿命 》 的 概率 密度 pT) 
p(T) 一 —R' CÒ leer (8.1-4) 


由 此 可 导出 平均 寿命 
ELT] = | reCryer = {RCT Dar (8.1-5) 
与 寿命 的 方差 
e [ {T — BLT 1¥e(T)eT 


- 2 i TR(TMT — {ELT]F (8.1-6) 


， 3. 损 环 率 或 危险 函数 KO. AGA 是 系统 在 [0,7] 内 无 损 
坏 的 条 件 下 而 在 [rz 十 Ar) 内 损坏 的 概率 ， 由 
及 人 十 Ar) = RG) — RGOAGO As 


得 损坏 率 与 可 靠 性 函数 之 间 的 关系 
B) = —R'(/RG) (8.1-7) 
或 
RG) = Ryexp (- i soa) (8.1-8) 


R- RG) EUER 2 DE. 
对 大 量 生产 的 机 械 或 结构 系统 ， 上 述 可 靠 性 度量 可 作 绕 计 解 
释 。 对 单一 杀 统 ， 如 巨型 结构 ， 统 计 解 释 失 去 意义 。 但 即便 在 这 
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种 情形 下 , TREE BEDS ER ALME ERR SE RE, 它 可 用 于 
比较 不 同 工 程 方案 的 优 劣 , 也 可 用 于 系统 的 优化 ， | 
基于 可 对 性 的 系统 设计 ， 就 是 要 使 所 设计 的 系统 在 规定 的 寿 
命 期 内 可 靠 性 函数 之 值 大 于 或 等 于 额定 全 , 即 
RG) > R(, reto, T*] (8.1-9) 
通常 可 靠 性 函数 RO 是 单调 递减 函数 ,因此 ,上 式 可 代 之 以 
R(T*) = R'OT*) (8.1-10) 
BF GEHE RR SR ER CAE 
求 的 条 件 下 使 系统 的 某 个 性 能 指标 为 最 优 ， 
随机 振动 系统 的 可 做 性 以 复杂 的 形式 依赖 于 动态 系统 的 特 
性 ,激励 的 性 质 与 大 小 ,安全 区 的 构造 及 系统 的 初始 状态 ， 要 估计 
可 齐 性 ， 必 和 需 先 弄 消 损 环 模式 ， 随 机 拓 动 中 研究 的 损坏 模式 主要 
有 两 种 ， 首 次 穿越 损坏 与 首 劳 损坏 。 

” 属 首次 穿越 损坏 的 有 ,如 脆性 材料 的 断裂 \ 届 曲 、 突 号 等 ， 首 
次 穿越 损坏 是 最 简单 的 损坏 模式 ， 但 相应 的 可 养性 问题 仍 是 十 分 
困难 的 。 至 今 唯一 的 精确 解 是 Rice. 提出 的 形式 级 数 解 c-". 对 具 
有 实际 意义 的 工程 系统 , 尚未 得 到 封闭 形式 的 精确 解析 和 解 ,只 有 
有 许多 不 同 复杂 程度 与 精度 的 近似 解 。 近 似 解 法 主要 有 两 类 ， 一 
类 乃 基于 不 同形 式 的 独立 穿越 急 定 ,本 书 中 称 为 泊 松 过 程 模型 及 其 
修正 ,用 这 类 方法 能 得 到 结果 的 ， 本 质 上 只 限于 受 高 斯 随 宙 激励 的 
线 任 系统 ,特别 是 单 自由 度 线性 系统 ， 这 类 方法 比较 简单 ,但 误差 
较 大 。 另 一 类 乃 基于 品质 矢量 为 时 齐 扩散 过 程 的 假定 ， 称 为 扩散 
过 程 模 于 。 这 类 方法 可 用 于 线性 与 非 线 竹 系统 ， 但 激励 必须 为 白 
噪声 ,至 少 为 宽带 过 程 。 这 类 方法 较为 精确 ,但 校 复杂 

疫 劳 融 坏 机 更 较为 复杂 ， 明 然 人 们 对 瘦 劳 破坏 的 定性 姓 质 已 
有 一 定 的 了 解 ， 但 至 今 仍 不 可 能 根据 基本 的 物理 定律 进行 疲劳 分 
析 ， 而 只 能 在 大 量 试验 数据 基础 上 应 用 累积 损伤 假设 或 断裂 力 学 
中 的 经 验 公式 对 痰 劳 可 徘 性 与 寿命 作出 估计 。 应 丰 出 ， 疲 劳 破 未 
也 可 化 为 首次 穿越 损坏 问题 来 处 理 。 

本 理 给 出 随机 振动 系统 可 靠 性 估计 的 主要 方法 与 基本 结果 。 
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UG SESS die FP 8T e PERO BB zh He DULL AR — Hn H8 te is 3 
本 解法 ， 


8.2 ”随机 过 程 及 其 包 络 线 的 二 级 统计 地 


在 基于 泊 松 过 程 损坏 模型 的 可 些 性 信 计 中 ,常用 到 随机 过 程 
包 络 线 过 程 的 一 些 统计 量 ,如 期 望 窜 闪 率 , 极 值 分 布 等 、 这 些 统计 
脐 在 响应 预测 中 通常 是 不 给 出 的 ， 为 以 后 叙述 方便 ， 有 时 称 它们 
为 二 级 统计 量 。 本 节 集 中 讨论 这 些 统计 量 ， 


$.2.1 Hermes 


BOUER A F E SS BRE de BE RO EUR IB (b Rice 
给 出 。 此 处 用 Middleton 提出 的 数学 上 更 为 完美 的 方法 推导 同 
一 结果 ， 

设 YO 是 一 个 连续 时 间 连 续 状 态 随机 过 程 ， 它 至 少 一 次 均 
方 可 微 ,我 们 要 计算 在 时 间 区 间 [nn] 内 YCO 向 上 或 向 下 穿越 





H5.2-1 随机 过 程 YC#Y 与 相应 的 过 程 20 与 200) FoU HEC DB I 
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阅 的 期 望 次 涩 。 为 此 , 按 下 式 构造 一 个 0-1 过 程 ZH) 


ZG) = uL YC) — a] (B:2-1) 
式 中 sil 为 单位 阶 跃 图 数 , ZOO Ae S CS 
Z(e) 一 YCOSlLY Ce) — a] (8.2-2) 


AR 50 为 狄 拉克 85 函数 ， 注 意 , 作为 ORM, CA 1O 
的 最 岗 .以 上 三 个 随机 过 程 的 典型 样本 函数 如 图 8.2-1 所 示 . 200. 
的 样本 水 数 由 单位 脉冲 组 成 ， 一 个 向 上 的 脉冲 对 应 于 YQ 一 次 
DES Sem a， 一 个 向 下 的 脉冲 对 应 于 YO) 一 次 以 负 侍 率 
RAR o。 若 以 随机 变量 NA, n) 表示 在 时 间 区 人 闻 En, nA 
YG) SES] 4 的 次 数 , 则 

Nn) 一 P |YCOtLatY Ce) — aldi (8.2-3) 
HAFKA 


EUST (4,,5)] 一 N EC[YCOLo[YG) — alldi 


™ E r [. ls! Xy 一 a)pCy,» ,()dyd9ds 


= | {vip Dade (8.2-4) 
Bk fir By Ha RR d S PR, Ta SS 
v(t) 一 r )»|pCo,» ,6)45 (8.2-5) 
E YC) 为 平稳 随机 过 程 ,期 户 字 阔 率 不 依赖 和 于 时 间 :, 则 
ys 一 " 1312€o,324» | (8.2-6) 


对 一 给 定 的 GP 为 常数 ， | 
若 只 计算 正 斜 率 窜 阅 或 负 和 斜率 穿 阅 的 期 望 次 数 ， 则 只 看 在 
(8.2-4) Æ (8.2-6) 中 分 别 对 正 3 与 负 3 积 分 即 可 。 例 如， 平稳 
RSL YC) DIEM RS 的 期 望 数 与 期 望 率 分 别 为 
EEN: Cs 49] 一 | [ »pCa ,3)d Mi (8.2-7) 
与 
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ot = [ yola, y)dy (8.2-8) 


HERNES, ro. 必 是 的 个 函数 。 一 个 正 斜 率 的 
窜 遍 一 般 必然 伴随 闭 一 个 负 和 斜率 的 穿 阐 。 从 而 有 





vi == y7 = I" (8.2-9) 
NSE BS HPSS 
PCY +3) 一 tease ep |- (去 十 531 (8.2-10) 
Dik ARS HRS SAA 
w= 二 = exp (- 5) (8.2-11) 
x dy 
E s 一 0 处 ,wt AAKRE. LHHERAS SHAS ERE 
max V4 we py = D, 1% 
-- tg lm 27 Oy 
L 2 
一 Lir SCoMdel| S Go deo} 
m NE =RyYOO) - 
L 2) 一 1( OY ) (8.2-12) 
Xd on5Sa web Hw. 从 而 | 
vz [wi — exp( —a'/ 2e) (8.2-13) 


ADTCRGPOUGBBREUITR, SRÓCDIIESSSE S TERLGEOHS ET dE 
“ 周 的 概率 很 大 。 于 是 可 得 该 过 程 的 期 望 频率 [ 或 o, 


wo, "m Laf, = 2gp? (8.2-14) 
xj 3835) [& 7 35 6 RESELLER 
o, = (Gl 1)" — olas, (8.2-15) 


以 上 结果 可 作 如 下 推广 ,对 均 信 为 uy 的 平稳 高 斯 随机 过 程 ， 
(8.2-11) 应 代 之 以 
yt -土生 ap exp (— @— ery er | (8.2-16) 


RAE? fa RAL E, 
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+ 
È) aw m iu exp | I3 | 


+ 4/2 © Ty exp (- 24)? (FS e a) 
(8.2-17 ) 
Xu s*-3a.—E[Y(2l]; p= elt) 为 Y) BY) BB X 5 
WOC) fdwEaEdSAABRPAENE. XPENOKTESRBUITE YC), 
iG) = f ar | br yt dy (8. 2-18) 
Ath 30 一 n j, n 是 极限 曲面 了 的 单位 外 法 线 矢量 ， 对 平稳 
”估量 高 斯 随机 过 程 ,(8.2-18) 中 对 2 的 积分 可 用 显 式 表 出 号 
由 土 可 知 , 对 尾 一 标量 或 和 拓 量 随机 过 程 , 只 要 已 知 该 过 程 与 其 
导数 过 程 的 联合 概率 密度 ， 就 可 求 得 期 望 字 赔 率 ， 对 线性 振动 系 
绕 , 只 要 激励 为 高 斯 随机 过 程 ,原则 上 总 可 得 到 它 的 上 朋 态 或 稳 态 咏 
应 的 期 望 罕 阅 率 ， 对 受 高 斯 白 品 讽 激励 的 非 线 性 振动 系统 ， 凡 有 
精确 平稳 解 的 ,也 都 可 求 得 平稳 蚊 应 的 期 望 穿 阅 率 ,对 不 存在 精确 
解 的 系统 ,可 用 基 种 近似 方法 得 到 近似 的 期 望 室 阅 率 。 但 应 注意 ， 
用 等 效 线 性 化 法 或 其 等 价 的 高 斯 截断 法 得 到 的 期 望 穿 阔 率 往往 是 
RAR, FRA 6.1.3 中 的 两 个 例子 来 说 有 明 。， 
对 受 高 斯 白 噪 声 激动 的 杜 芬 振 子 《6.1.3 P (00 ,精确 的 平稳 
TERA SAS TAE 





c cusam en 
AR Kiss T" Pi Beoy | - 
2/2 4/4) 
xexp| ~ I: + : | (s) 


Ya 


i t Ek LC ANE RA SERRE 26 


i 
i yah exp ( — - ) (b) 


2g 


其 中 os 由 6.1.3 中 《〈i》 WE. HAZMAT *、 激 大 强 
E ot, 及 非 线 性 s。 对 小 与 大 阅 值 ,统计 线性 化 法 高 估 了 vl, P 
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如 ,er — 20,6 — 1.0 时 ,高 估 vt $5 3025 zor, = 3.0,6 — 1.0, 08 
fi why, APH. WSR, RRS T v;. 详 见 图 
8.2-2, | 


$ Ty, 





98H 9.2-2 BRT eM. s= 0.5 精确 解 ---- 等 获 疙 性 化 解 
{2} am 0; {b} a= 033 (c)au-20y.: (d) aig, 


对 受 高 斯 白 噪声 激励 的 能 量 依赖 非 线 性 阻尼 系统 ， 精 确 的 平 
Fe ERA SF HERR OS . 


4 1 ala 
vi = = — ef exp [pr / (o Ee Drs las (c) 


x. 





式 中 

C= [Ca + !/2xT(a + 1)]EUA/Co + 19x S, et (d) 
等 将 线性 化 法 给 出 的 v REAK (D. ABR ouo, 应 代 
之 以 op /oy— loy MJR 6.1.30 (5) RBH, Bo>on, B 
者 之 差别 与 杜 芬 振子 情形 类 似 ， 例 如 ,a 一 2, a 一 3o. By, WES 
线性 化 法 给 出 的 v 值 为 精确 值 的 15 们 多 。 详 见 图 8.2-3. 
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i 2 3 d aftr 


图 8.2-3 能 重 依 利 非 线性 阻尼 系统 的 期 望 穿 风 素 ， 一 精确 解 3 
= 一"" 等 效 线 性 化 解 


822 峰 的 概率 分 布 


考虑 一 个 至 少 两 次 均 方 可 微 的 连续 随机 过 程 YC), ER 
KAAM yCO 示 王 图 8.2-4 上 ,由 图 可 知 , 当 900 = 0, peo 
时 出 现 一 个 ve) AE CRAB), MS 9) — 0, pe > 09 时 出 
现 一 个 谷 《 极 小 值 )。 因 此 ,样本 函数 在 一 给 定时 间 区 阅 内 的 峰 与 
谷 的 总 数 就 等 于 9 在 同一 时 间 区 间 内 的 穿 零 数 。 
为 计算 随机 过 程 的 峰 数 ,定义 一 个 0-1 过 程 
ZG) = wu [YO] (8.2-195 
其 形式 导数 为 
Z(t) - YGSUYCO] 
注意 ,5[YG)] 的 量 纲 为 1/Y(OO, ZC) 与 2) 的 典型 样本 函数 
永 于 图 8.2-4 上 ,不 难看 出 。 在 yO) IRSE $O 是 一 个 向 下 的 
单位 脉冲 , 在 ye) Wee 200 是 一 个 向 上 的 单位 脉冲 。 因 此 ， 
随机 过 程 YO 在 时 间 区 间 [aa] 内 峰 与 合 的 总 数 为 


| * 2| BL Y GM (8.2-20) 


. 94825 


yit 





本 3.23.4 随机 过 程 YC) 与 相应 过 程 ZO) 及 20) ORB KM 
类 似 地 ,在 Dn,5J] 内 随机 过 程 YE 大 于 一 给 定 值 z 的 峰 与 谷 总 
数 为 

MO, n) = f. [CY | al¥Co alY¥C) — aldit (8.2-21) 


(8.2-20) 式 所 表示 的 即 为 M une. 
在 [5,5] 内 随机 过 程 YCO 大 于 的 期 望 贬 与 谷 总 数 为 


EUM 521 = |" UT DOO 


~~ a]p(y 9,9 .1)dydodyd: 
a {i ae] sb ito oe (8.2-22) 
在 时 间 区 间 [asp] PSESELIXIEEA T. 的 期 望 峰 数 为 
EMG) = — {at "dol 90Cy,049,8)d9 


(8.2-23) 
显然 


qi = — |. dy N yp(y ,0,9,:)dy (8.2-24) 
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就 表示 随机 过 程 YC) AT ¢ AAT me, CD 
qiu — qi) 
gq*.u 
给 出 了 随机 过 各 YG) iE BR ALES (RIP TR e ADH ee SE AB it 
[B] HH MR o ELT pb. AST Re, A SRE 
YC) AREA ATR 


F,(a,1) 7 1 一 qe C2. (8.2-25) 
atu) 
T Ek Bo ES as En De RH 6 
pau) m — er f eeu.  (8.2-26) 


严格 地 说 ,(8.2- 25) 5 (8.2-26) 给 出 的 表达 式 是 不 正确 的 ， 
大 为 此 处 用 了 期 望 之 比 ， 而 不 是 比 之 期 望 。 恒 正确 的 峰 的 分 布 与 
密度 函数 很 难得 到 ， 
对 平稳 随机 过 程 ,gz ,了 ,C2) 及 p,Ca) 均 不 依赖 于 时 间 。 
BA YO) 为 一 个 零 均值 的 平稳 高 斯 贿 机 过 程 ， 联 全 概率 密 


x 1 
PCy 9,7) — (ny! Al? 
X exp [- na (a$oyy! 十 2oiyy 十 22472] 
(8.2-27) 
其 中 协 方差 矩阵 A 为 
ci 0 —c 
A= 0 o 0 | (8.2-28) 
—($ 0 e 





将 《8,2-27) RA (8.2225, BAF e 的 单位 时 间 期 望 峰 数 
at = Q7 Coxe P Trainee [一 了 -oo 
+ (x/2)"(oiyfay)exp(C —y'/ 23%) 


X[1 + erí(oi/ v 2 ay | AJ) lay (8.2-29) 


2|Al 
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式 中 eri) m QI) |” exp( 一 wdw 为 误差 图 数 . (8.2-29) 
中 的 积分 求 值 一 般 是 困难 的 ,但 单位 时 间 期 望 峰 总 秸 ot. BRB 
% | 

Gla ™ z apio (8.2-30) 
因为 YO 取 极 大 信 与 YO) 的 以 负 幸 率 穿 零 等 份 , 所 以 (8.2-30) 


还 可 以 YO) 取代 YC) 而 从 《8.2-12)》 得 到 。 
KR (8.2-27) FLA (8.2-26) 积分 得 到 峰 的 概率 密度 ， 


fca) = 





8 a 
(2x) e, Y (- Zate r) 
十 E expl— z + erf UE 有 
(8.2-31) 


AR sS AESSE, 由 (1.4-31) 确定 ， 当 YO) BRAN, 
其 极限 情形 为 8 一 0, 峰 的 概率 密度 为 


Pla) 一 E exp( —«*/2o1) (B.2-32) 


可 知 它 为 瑞 利 分 布 。 | 

4 YO) 为 宽带 随机 过 程 时 ,其 极限 情形 为 8 一 1， 此 时 两 个 
相继 的 正 宕 率 穿 零 之 间 将 出 现 许多 极 大 值 。 在 一 个 主要 是 低频 振 
CS) ea ERA RS WSUS, 随机 过 程 YO 
在 所 有 时 间 上 都 是 一 个 局 部 的 峰 ， 从 而 峰 的 概率 密度 就 趋向 于 
YQ) 本 身 的 概率 密度 ， 事 实 上 ,在 C8.2-31) HS 8 一 1, 得 


pla) 一 exp(—a?/2})  (8.2-33) 


它 为 高 斯 分 布 。 | 
当 平稳 高 斯 随机 过 程 YO 的 e HO SIS, BEAR 
的 分 布 既 非 瑞 利 ， 也 非 高 斯 。 图 8.2-5 给 出 了 不 同 e 值 的 峰 的 概 
率 窗 度 曲 线 ， | 
由 上 可 知 ,要 得 到 随机 过 程 峰 的 一 维 概率 密度 , 需 知 该 过 程 与 
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2x * Gr 


X —Br. —ErBOIREREUEE A AREE. BRR TR ERDIRA 
OS GP BEIDE NS Ab, REC RISE IS EI, (A REPLAY, 





用 3.2-5 ABA (¢ dD 一 宙 过 程 的 峰 的 概率 密度 poe, 一 好 


qz 与 go 可 分 别 近 似 代 之 以 vue) 与 40)。 这 样 ,内 要 有 精 
确 平 稳 解 就 可 接 下 式 求 得 峰 的 近似 一 维 概率 密度 ， 


一 aCe) _ 
p, Ca) v0). da (8.2-34) 
但 要 注意 , 非 线 性 系统 随机 啊 应 的 带宽 ， 不 仅 取 决 于 系统 的 阻尼 ， 
还 取决 于 非 线性 刚度 及 激励 的 强度 。 — 


例如 ,对 受 高 斯 白 噪声 激励 的 弱 非 线性 刚度 系统 
¥ + 2f0,¥ 十 上 MY + eg(¥)) — Els) 
3E Sar A ISI pz BAT EE SR dis EE 26 


HORS x [a + eg(o)Jexp {— E [= + sG(a) } 
(3.2-35) 
式 中 af, = w5,/20w3, Gla) = | g(u)dw, 5-0 时 上 式 化 为 瑞 
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简 分 布 。 上 式 只 适用 于 * 与 咯 。 较 小 时 ,否则 晶 应 将 不 是 罕 带 过 
程 。 


8.23 包 络 线 及 其 统计 量 


一 个 随机 过 程 的 包 络 线 是 由 该 过 程 派 生出 来 的 另 一 个 随机 过 
程 。 存 在 多 种 包 络 线 的 定义 ,其 中 常用 的 有 三 种 。 一 是 3.4.7 中 引 
用 的 Rice? 定义 ,是 用 与 给 定 过 程 以 角速度 wo 旋转 的 两 个 正 交 
分 量 过 程 定义 的 。 二 是 Dugundi'? 定义 ,他 用 给 定 过 程 与 其 希 尔 
thi CHilbert) HME aA, ASK Cramer 4 Leadbetter™ 
从 另 一 角度 重新 定义 了 这 种 包 阁 线 。 这 种 定义 已 被 推广 于 非 平稳 
BML EEUU, =Æ Crandall 与 Mark™™ 定义 ， 他 们 用 给 定 过 程 
与 其 导数 过 程 定义 包 绪 线 。 后 来 ,Crandallo 与 Caugheya2 推广 
了 这 种 包 络 线 定义 ,使 之 适合 于 非 线性 系统 响应 过 程 , Dugundjim 
指出 ,Rice XESLIAMBRU XE NESTA, Langley? 则 再 次 证 明了 
Rice 定义 与 Dugundji 定义 的 等 价 。 本 节 氢 述 第 二 .三 种 包 络 线 
的 定义 与 统计 量 ， 

对 考虑 第 二 种 包 络 线 定义 。 设 YC) 是 一 个 零 均值 平稳 随机 
过 程 ， 它 的 着 尔 伯 特 变换 为 


t= t| For) gr (8.2-36) 
x ~o f — T 


希 尔 伯 特 变换 把 coso: 变换 成 sin of 把 sin wi 变换 成 一 cos wt， 
即使 相位 滞后 x/?。 因 此 , 若 


YO 一 " el aZ v (io) (8.2-37) 
PT 
Ps) - —j f e""sgn(«o )dZ y Cio) (8.2-38) 
由 此 可 证 
of cb (8.2-39) 
Rrs(0) = 0 (8.2-40) 


BB CO 是 与 YO 具有 相同 方差 并 和 且 正 交 的 随机 过 程 。 
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iE YG) 与 $C) 构成 一 个 复 随机 过 程 
Zi) = YC) + iP) (8.2-41) 
FX if Ste hr 
AGO = A/Y? + €", Os) 一 tan CP/Y) — (82-42) 


分 别称 为 随机 过 程 YO) 的 包 络 线 与 相位 过 程 ， 反 之 ， 
YO = Cos 本 fr) (8.2-43) 
由 此 可 知 ， ACs) SESE LUA EICO = AOL, 还 有 ,由 (8.2-43》 
两 边 对 时 间 求 导 得 
4YC) _ date) 
di di 
BY RL Oe) — 0 Bx iE, IY CO] 一 AC), [aY/de| e |dajdel, 这 
说 明 , 在 这 些 点 上 , 包 络 线 与 原 随 机 过 程 相 切 ， 但 一 般 地 说 。 切 点 
不 一 定 在 原 过 程 YW) 的 峰 上 。 为 说 明 这 点 ， 假 定 YG) 是 平稳 
AMi, VERS aS 
E[T|* —5]1— —(u/A03,vari[$1Y —»]— A^ (8.2-45) 
AH oi, YO) SHE, MSR i (14-30). 确定 .由 《8.2- 
45) 50,25 ?一 0 Bp, He, (BECSORERDCT 49 值 ， 对 
SO IIBER, 4 很 小 ,好 HHBLUAS, BRAM YO) 在 
RBA IK ADAE SERRA, WERN, DAS 
HERT, 
为 得 到 包 络 线 的 统计 量 , 设 YCO ESKEAN. di 
M,Y,P,Y,t 构成 高 斯 失 量 过 程 Yir? Y$, CORE 
密度 为 





cos (7) — AG) dec sin@(s) (82-44) 


PCY) = Q/e ates (— Lyr Any) (8.2-46) 


式 中 
à, 0 Doa 
0 —i 
A- ^ (8,2-47) 
0 ml à 0 


A 0 0 4, 
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于 是 联合 概率 密度 

plasd,0,0) = ply) |F! (8.2-48) 
sti J= (acy,9,9,9)/aCe,42,0,6)) 为 雅 可 比 年 阵 . 由 《8.2-427) 
求 得 17| 一 a:， 最 后 可 得 


(0445848) = tros op |— 1 (E) 
PA? 4s! 1,44 2 1A, 


十 (Ne 十 el  — Ph (8.2-49) 
(8.2249) 对 8 与 6 积分 得 
pas d) = Cal / TaT ga) exp |— lalh) CIL 9)] l 


(8.2-50) 
(8.2-50) 对 a 积分 可 得 PCa), ES G-4-74) 同 。 同 理 可 证 ， 
p(8) 5 (3.4-75) fA, | | 
将 (8.2-50) FLA (8.2-8) BRIE HS TNE 
(ni)p- (qa s JA 23) exp( —a! ] 23.) 
æ ( qaas] / 2xot) exp C—a' [20t) (8.2-51) 
Y) HWSS MeSH GLA ERU DLE e HOS LE 
1v [(n1)p 一 22v | C / Inga) (8.2-52) 
被 Lyon"? 定义 为 群 的 尺寸 , 它 用 来 描述 窄带 随机 过 程 阅 以 上 的 
一 段 包 络 线 构成 的 一 个 波 群 内 含有 的 随机 过 程 的 波 数 的 平均 值 。 
现 考虑 第 三 种 包 络 线 定义 ， 由 YC) 及 其 导数 过 程 YC foe 
组 成 的 复 随机 过 程 的 幅 值 与 相位 
AG) — JY! + lo, Y ,80) — un^ (Y/o,Y) (82-53) 
分 别称 为 随 宙 过 程 YO) 的 包 络 线 与 相位 过 程 ，(8.2-53) 中 a, 
是 某 个 常数 频率 ， 可 取 汶 平均 频率 w — 1/4 REAR 
频率 m 一 V7。 在 后 一 情形 , 按 《8.2-53) 与 《8.2-42) 定义 
的 包 络 线 将 具有 相同 的 均 方 值 ， 因 此 ,此 外 取 e, =w 
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NEM 
Y Ce) — ACs) cos Oe), YG [o = AO sin 8C) 


(8.2-54) 
对 (8.2-54) 求 导 ,得 
0) = cose (o 一 Ae sin & 
Y fom = d sin 6 + AB cos 6 (8.2-55) 
由 此 可 得 
| B= =m + (ÅJ d cote (8.2-56) 


据 此 ,可 消去 《8.2-54》 与 (8.2-55) 中 的 6,48 
Y= AcosB, Yl = -sin 加 
T /v, — AC sin @ + cotOcos 6) — Aimcos® {8,2-57) 
由 (8.2-54) 与 (8.2-55) 51,34 6G = 0, Heit, Y 一 A, f= 
Amo, 这 说 明 随 机 过 程 在 其 峰 上 与 包 络 线 相 切 ， 
E Yo) 是 零 均 慎 高 斯 随机 过 程 , 则 Y [Y Yo Yo)" 
为 高 斯 天 量 随 机 过 程 , 鞭 概 率 密 度 


ply) = Dx YALAH Ixe — 7 » Avy} (8.2-58) 





其 中 
he 0 一 如 fm 
A- 0 Aaj 0 (8.2-59) 
Ln 0 NET: 
利用 变换 《8.2-577? ,可 得 
fcscB 
pCa,4,0) Gn P7468 
— [( 21) 4 Zeste. - 
x exp | 【 A) + 2576? (8.2-60) 


EL Sem XA, s FH (L4-31) 4p V. (8.2260) 对 日 积分 得 
Pea,4)。 可 以 证 明 , RAYA YO) PHRAFAN, hitab 
p(a,d) 才 与 《8.2-50)》 一 致 。(8.2-60) 对 a 积分 可 知 , ARA 
WAH, OE [0,22) AUDA, 4 5 6 独 了 并 ,与 前 二 种 定义 
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的 包 络 线 相同 。 由 《8.2-60) "TP COME REEMA RUE — 
Cat), m [4/ (o PENT Caf /% Jee ~a?/220) 
(8.2-61) 
EM, (82-61) 中 的 参数 与 《8.2-51) 中 的 有 所 不 同 ， 两 者 之 比 
(nd enw l(a yp = 2x Kelaf/l — s) (8.2-62) 
与 4 无 关 , 只 取决 于 带宽 。 当 带宽 趋 于 零 时 ， 两 者 有 相同 的 量 级 . 
在 (8.2-61》 中 用 到 h。 但 在 有 些 情形 下 ， 如 线 福 系统 对 白 
BERRET, u 为 无 穷 大 。 为 使 4 JARE, 可 截断 响应 谱 
密度 ,或 用 等 价 矩 形 谱 密 度 代 替 响 应 谱 密 度 《 见 3.4.3), 
由 (8.2-53), 有 
Æ Y? + Y oy (8.2-63) 
如 果 了 (D 是 线性 系统 的 响应 过 程 ,(8.2-63) 右边 正比 于 系统 的 总 
EE. Ait, 是 全 部 系统 能 量 转变 为 势能 时 的 位 移 值 。 为 使 包 
络 线 的 这 种 定义 适用 于 任意 线性 与 非 线 性 系统 ， 可 对 上 述 Cran- 
dal! 与 Mark 的 定义 作 如 下 的 推广 ， 以 HCY ,Z) 记 系 统 的 广义 
能 量 , 其 中 Z= Y'/2,Y CÓ HSV. we CO 由 
下 式 定 义 ， 


H( 4,0) = HCY ,Z) (8.2-64) 
例如 ,对 非 线性 刚度 系统 ,(8.2-64)7 变 成 
GCA) = GCY ) + + y (8.2-65) 


式 中 ec = |" gCu)du,g(y) 为 非 线性 恢复 力 ， 


车 已 知 位 移 与 速度 的 联合 概率 密度 pty ,六 ), 可 证 包 络 线 的 一 

维 概率 密度 为 
pia) = p(a,0)H,Ca ,0)TCa)/H,(o,0) — (8.2-66) 
式 中 
* d 
T(a)-— 4 J a) . (8.2-67). 
ORBEA Kay) Æ (8.2764) 对 p 之 解 。 例 如 , 社 芬 振子 


+ 4H + 


对 高 斯 白 曲 声 的 位 移 响应 ， 


y,FGR, x f2 
pKa) 一 for Pen) —p, a) 


— [i i 4 
1 iz Jt + a |" exe (— 2 — 8) ay 


204, 4o. 





(8.2-68) 
式 中 pte} h (8.2735) HS g(Y)— Y? A; FCR x [2) 为 
第 一 类 椭圆 积分 ,大 一 [ea?/(2 十 2e], 


93. 首次 军 越 损坏 的 灌 松 过 程 模型 及 其 修正 


8.3.1 问题 的 规 法 


首次 字 越 损坏 的 泊 松 过 程 模 剂 以 及 对 它 的 各 种 修正 的 主要 结 
果 都 是 针对 受 高 斯 白 嘻 声 激励 的 单 自由 度 线性 系统 得 到 的 。 这 里 
给 出 这 种 情形 首次 穿越 损坏 问题 的 提 法 ， 
考虑 在 高 斯 白 噪 声 激 励 下 的 单 自由 富 稳 定 线性 操 动 系统 ， 其 
运动 方程 为 
人 十 站 ooy + wh¥ — ECs) (8.3-1) 
WISER Er Y 25 PERBOEU? ,— HE JUR LET 46, 8D 
Y(0) = Y(0) = 0 (8.3-2) 
男 一 是 从 平稳 状态 开始 , 即 系统 的 初始 状态 以 《8.3-1) 的 平稳 响 
应 概率 密度 描述 ， 
文献 中 研究 较 多 的 是 直列 三 种 情形 首次 穿越 损坏 问题 "”。 在 
第 一 种 情形 中 。 认 为 损坏 是 由 于 响应 答 移 Y 之 值 首次 超过 某 一 正 
Eem, EEIE, ZER (AFR) 为 y < 了， 其 边界 为 
yu DRAMA BINS, p 称 为 壁 商 。 问 题 在 于 得 到 响应 Y 
首次 穿越 辟 商 7 一 上 少 的 时 间 了 的 概率 分 布 ， 这 种 情形 常 称 为 单 辟 
问题 。 第 二 种 情形 与 第 一 种 情形 相似 ,只 是 允许 域 改 为 1y| «5, 
FID HORE D RIE y 一 十 5， 相 应 的 问题 称 为 双 台 问题 ， 第 
三 种 情形 认为 ,损坏 是 由 于 响应 包 络 线 
4 m Y + Yol (8.3-3) 
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之 值 首次 超过 上 而 发 生 , 因此 安全 域 为 加 内 4-5, 其 边界 是 以 
e 为 半径 之 轩辕 KRAER E De [n] B FU E ARV CU A RA 
次 取 值 4 > 5 之 时 间 全 的 概率 分 布 。 这 种 问题 常 称 为 吏 台 问题 。 

在 相 平 面 上 ,上述 三 种 情形 的 安全 域 , 非 安全 域 及 其 边界 示 于 
图 8.3-1 上 上。 了 响应 样本 的 轨迹 是 师 时 针 向 的 随机 螺旋 线 。 问题 在 
于 确定 随机 轨迹 首次 从 安全 域 穿 出 角 BLD RE SAT 
分 布 或 相应 的 可 靠 福 函 数 , 


Y iy 


Y/o, 





(a) 


H$.3-1 i BB NE USER CR) 


8.3.2 biti 


作为 研究 充 松 过 程 损坏 模型 的 预备 , 先 考 虞 泊 松 随机 过 程 . 令 
NG) 表示 在 半 用 区 间 (0, :) 内 某 一 事件 发 生 的 次 数 的 随机 变 
EK. 如 果 存 在 概率 函数 系列 

F(n,1) — P(N(O — n} 

F(n, tin, t) = PING) = n NC) = n) 

sr (8.3-4) 
A NC) 就 是 一 个 计数 过 程 。 它 是 一 个 过 续 参数 离散 状态 的 随机 
过 程 。 概率 六 数 系 列 《〈8.3-4) 完全 描述 了 这 种 过 程 。 此 处 选取 
半 闭 区 疝 是 为 了 抬 : 一 0 时 刻 可 能 发 生 的 事件 当 作 计数 过 程 开始 
以 和 前 之 事件 ,从 而 简化 分 析 ， 

一 个 计数 过 程 N(D ,如果 满足 下 列 条 性 。 就 称 为 具有 平稳 增 
BS EIER, 
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|. NG) RARE BU EEG RET PST ST IBI IRI C 61 
与 (5,4u]) 有 
P(UNCG) — NG) = s] LNC) — NO = mi} 
== P{N(i,) — NG,) = n} (8.3-5) 
其 意 为 ,一 个 事件 发 生 之 后 ,过 程 的 性 质保 持 不 变 ， 对 将 来 事件 的 
发 生 没有 影响 ; 
2. NC) 具有 平稳 增 量 。 即 对 每 个 ,有 
PiNG,) — N(1) = n} = P{NG, + à) — NC, + a) = n] 
| (8.3-6) 
3, 在 一 个 无 穷 小 区 间 2,2 十 At] 内 发 生 一 次 事件 的 概率 为 
Ade ,Zz ^E VES TRA REEL Rit E 
PING: + Ar) — NG) = 1} = idecbo(An — (83-7) 
PING: + Az) — NGO > 2} = of Ar) (8.3-8) 
1 称 为 汽 松 过 程 的 强度 。《8.3-7)》 说 明 泊 检 过 程 是 一 种 样本 函数 
不 连续 的 马尔 柯 夫 过 程 。 
MERARI 1 与 了 钙 满 足 ， 就 称 该 计数 过 程 为 具有 非 平 稳 
增 量 的 泊 检 过程。 此 时 4 为 + 之 非 负 函数 。 如 果 只 有 条 忻 1 被 满 
B, RRR ROB AT & thot Be. 
T ERA, WE EI RH 
F(a,1) 一 e GAY. (8.3-9) 
* n) r 
音 即 ,对 因 定 时 间 + AAR Bw) as AAt, 
首先 注意 ,事件 NG 十 di) — 5 是 下 列 两 个 相互 排斥 的 事件 
之 并 : 
NG) =n E. NG + AD — NO = 0; 
NG)-—5—1 BH NG + AD-— NG) = 1 
由 于 增 量 的 独立 性 
F(n,r + Az) = F(n,D)F(0,A) + F(Qn — 01 1) FL, Ar) 
(8.3-10) 
由 (8.3-7) 与 (8.3-8) 
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F(1,A1) = ads (8.3-11) 
F(0,A1) = 1 — At (8.3-12) 
(8.3-11) 5& (8.3-12) (GÀ. (8.3-10), 18 


Pina AD — enn = A{F(n — 1,1) — Fin, O} 
t 
(8.3-13) 


取 Ar 一 0 的 极限 ,得 支配 概率 图 数 FOs,0) 的 微分 右 程 
2 F(a,t) -HAF(n,) m Fln —1,:) — (83-14) 
t . 
AEA FCn 一 197)， 其 可 以 《8.3-14) 解 出 FC#,1)，(8.3- 
14) 的 一 般 解 为 
F(n, He! = Te — l1,0e"dt + C, (8.3-15) 


A C。 为 积分 常数 ,《8.3-15) 可 用 来 迭代 计算 Flai). 
E d mw 0 ,注意 F(-—1,) 一 0 ,于 是 


FPO) = Cae ™ (8.3-16) 
由 于 计数 从 * 二 0 之 后 才 开 始 ,从 而 有 
F(0,0) — 1 (8.3-17) 


BU: 二 0 时 事件 肯定 不 会 发 生 。 利用 初始 条 件 (8.3-17) 可 确定 
《8.3-16》 中 常数 C= 1. BAB 


F(0,1) e e^? (8.3-18) 
将 (8.3-18) FRA (8.3-15), 积分 得 
F(1,ne" — art C, (8.3-19) 
注意 
F(1,0) = 0 (8.3-20) 
由 此 确定 C,-— 0. Mu 
F(1,1) = ai" (8.3-21) 


BEC A ER RR RAH UE A EE RT IE (8.379). 
类 似 地 可 证 ,具有 非 平 稳 增 量 的 汽 松 过 程 的 概率 函数 为 


FCs, t) — " i. ardar |" exp |- | ior | (8.3-22) 
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6.8.8 泊 松 过 程 模型 


考虑 双 避 问题 ， 为 便于 研究 。 设 想 一 个 人 为 的 情形 ， 即 假定 
系统 损坏 之 后 可 马上 和 修复。 于 是 在 一 个 时 间 区 间 上 内 损坏 的 次 娄 出 
好 是 响应 Y 以 正 斜 率 穿越 5 的 次 数 与 以 傣 冬 率 穿越 一 上 2 的 次 数 之 
和 、 由 于 平稳 随机 过 程 从 统计 意义 上 说 是 对 称 分 布 的 ， 它 就 等 于 
以 正和 斜率 穿越 & 的 次 数 的 两 们 ,假定 这 种 损坏 的 发 生 是 独立 的 ,以 
NCG) 表示 在 时 间 间 隔 CO, 21 内 发 生 的 损坏 次 数 ， 显 然 它 是 一 个 
具有 平稳 增 量 的 泊 松 过 程 。 按 8.3.2 之 结果 ,在 《0,1] 内 不 损坏 
的 概率 , 即 可 靠 性 函数 为 


RG) = FC0,7) = exp(—as) (8.3-23) 
式 中 
im 2vg (8.3-24) 
为 损坏 率 , 按 〈8.1-3)》 在 《0,?] 内 首次 穿越 损坏 的 概率 为 
OC) —1 — RCs) == 1 — exp( —A2) (8.3-25) 
tk (8.1-4), 首 次 穿越 损坏 的 时 间 了 的 概率 密度 为 | 
p(T) = —R'(T) = iexp( —AT) (8.3-26) 


% (8.1-5) 与 《8.1-6)， 首 次 穿越 损坏 的 时 间 的 均值 与 方差 分 别 
为 


E[T) 一 l (8.3-27) 


与 


l 
c} = " (8.3-28) 


上 述 结 果 最 早 是 由 Coleman" 应 用 Rice? 期 望 字 效率 的 结 

果 与 独立 字 璧 假定 得 到 和 的 ， 它 适用 于 任何 零 均值 平稳 随机 过 程 ， 

对 【8.3-1) FEA,» 由 (8.2-11》 确 定 , 其 中 eb 5 e$ Bil 

EB (3.4-22) 确定 。 对 非 线 性 系统 的 平稳 响应 ， 只 认可 求 得 其 精 

HAERE, AAT ALA (8.278) uf 18 SIE AREE BRE Se E vi 的， 都 

njf& (8.3-23)—(8.5-28) 得 到 关于 系统 首次 穿越 损坏 问 古 的 完 
e 496 。 


SRE. KER, FAR BE IUE nS AP RON Ee SE OU 
SMBS SRRANRE (01 8.2.1), 对 单 壁 问题 ， 只 要 以 
Le vf (OR 2vt ,上 述 结 果 也 完全 适用 . 

对 非 平 稳 随机 过 程 ， 独 立 字 越 的 假定 导 政 损坏 次 数 将 是 具有 
非 平稳 增 量 的 泊 松 过 程 , 应 用 《8.3-22)， 可 得 系统 的 可 靠 性 函数 


R() 一 exp -E xz)dr] (8.3-28) 


式 中 
Zei Ct) , XE] RN. 
AG) == eco. 对 单 壁 问题 (8.3-29) 
而 0) AES RA Lit AVE RS ee ENS, OX (8.3-1) 
的 非 平 稳 响 应 ， 于 (9 由 (8.2-17) 确定 ， 其 他 系统 可 靠 性 变量 
可 按 (8.1-3)—4(8.1-7) 由 (8.3-28) 得到， 

上 述 结果 还 可 推广 于 矢量 瑚 机 过 程 。 或 多 自由 度 系 统 的 随机 
响 粒 ,只 要 使 用 相应 的 期 望 字 阅 率 《3.2-18》 即 可 ， 

总 之 ,在 穿 壁 构成 油 松 过 程 的 假定 下 ,可 得 单 壁 与 双 束 问题 完 
整 的 解析 解 。 Cramert1 已 经 严格 证 明 ,这 种 解 在 壁 高 上 ->oo 时 是 
祈 近 正确 的 。 但 对 实 贱 中 感 兴 趣 的 壁 高 ， 应 用 上 述 结果 会 带 来 误 
X, 误差 的 大 小 在 很 大 程度 上 依赖 于 随机 过 枚 的 带宽 ， 数 字模 所 
SRRA, NR LL, RS TER, ee, a 
TRT, SERRE, 泊 松 假定 没有 计 及 过 程 实 
际 花 费 在 非 安 全 域内 的 时 间 ,而 对 罕 带 随机 过 程 , 穿 整 实 际 上 不 是 
独立 的 ,而 是 倾向 于 成 群 地 发 生 ， 针对 这 两 方面 的 误差 原因 , 曾 提 
出 多 种 对 泊 松 损坏 模型 的 修正 55, 

数字 模 所 结果 还 表明 ， 首次 空 越 搓 坏 时 间 的 概率 密度 的 前 期 
部 分 ,大 大 地 取决 于 初始 条 件 的 类 型 ,而 后 期 部 分 趋向 于 指数 豆 减 
PAX, DLP 8.3-2, MAE ACE RR A TR A PA TE SR A 65 
扩散 过 程 损坏 模型 的 解析 解 《 见 下 节 》 世 都 可 以 导出 ,在 # 很 大 
时 ,首次 穿越 损坏 时 间 的 概率 密度 具有 如 下 指数 函数 形式 ; 

gU) — Aae! (8.3-30) 


o OOF a 


式 中 a EOS RF BERE Ee E HE BUR FRE SE. SEES ETE 
RARISABERSE. TARR. A= 1,2 26^ OX BE [RIED BR st 
CHRR. 各 种 修正 理论 
主要 是 对 = (AMIE - 


83.4 ”对 泊 松 过 程 模 
型 的 各 种 修正 

由 于 窄带 过 程 的 穿 阅 

不 是 独立 的 ， 而 倾向 于 成 

T — REM, Lin?" 提出 以 

图 8.3-2 首次 穿越 报 坏 概率 密度 . tib Atr) 的 独立 穿越 

初始 阶 和 让 取决 于 初始 条 件 ， 以 后 趋向 于 假定 代替 过 程 本 身 的 独立 

TER RR FRET, UMITI E 

穿越 代替 独立 的 了 穿越 以 改善 对 极限 衰减 率 的 估计 。 对 平稳 随机 

过 程 ,假定 已 穿 越 构成 一 个 具有 独立 增 鄙 的 泊 松 过 程 ,导致 极限 可 

减 率 





am sj (8.3-31) 
按 Rice 或 Dugundj HAREN, ni pj (8.2-51) 确定 。 

RABE GS GARD, RAT DSRS SE 穿越 之 间 
的 关系 。 在 gb/o, BEANE, BOM RY ISUBUE ROS , BR BER E, AE 
T —iX E FR, EEA- RK D FR, BY 避 < 2 由 ,上 述 修 正 
将 是 对 泊 松 模型 的 改善 。 和 但 若 外 /ev 较 大 , 即 响 应 过 程 较 宽 或 壁 
很 高 时 , E FRR EEM DFR, E ni — 2 二 ,从 而 可 导致 比 
刘 松 模 型 更 为 保守 的 对 极限 衰减 率 的 估计 ， 

Vanmarcke?™] yr & T &uskéudE ftc iem 6 以 上 的 时 间 ， 并 
考虑 到 并 非 所 有 五 穿 越 伴随 车 也 穿 越 的 事实 ， 对 独立 互 穿 越 提出 
TEE. 

考虑 一 个 平稳 随机 过 程 的 包 络 线 , 当 它 低 于 时 记 为 状态 0， 
当 它 高 于 8 时 记 为 状态 U T 与 T, 分 别 表示 包 络 线 在 状态 
0 与 1 工 的 持续 时 间 。 他 假定 相继 的 T. 与 T, 为 独立 的 随机 变 
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量 ， 这 个 假定 使 得 这 两 个 过 程 为 马尔 柯 夫 过 程 。 因此 ， 这 个 假定 
常 称 为 两 坊 马 尔 柯 夫 假 定 。 显 然 
EIT, + T) 一 x (8.3-32) 


PWEQBR RN MA y A 


E[T,] >a Zak vi 
——— 13 - 一 一 -si ne \ dg = =i 08) mm = (8.3-33 
ene Th Jj 3 exp(-s?203)dg 一 exp(-2%/203) s C ) 


从 而 
EIT] 一 工人 (8.3-34) 
"s 


Li. A) 
ELT I 


v$ 
ARE 了 T。， 服 从 指数 分 布 , 具 有 均值 EDT) 一 a ', 由 此 可 定 
PET (1 一 uy (8.3-35) 


ve 


假定 一 0 时 响应 服从 平稳 分 布 ， 则 : 一 0 时 处 于 安全 域内 的 概 
率 为 


— tT) _ (4 — È) m A 3-3 
ELT, + T) ( 4) c8 6) 


(8.3-35) Eg (8.3-36) 是 在 两 态 马尔 柯 夫 假定 下 对 极限 衰减 率 “ 
SRR AG. HR boon, 4 一 1， 

SR RPE EA LRT Nak ESRR AEA, RH 
首次 也 穿越 的 相应 估计 ,必须 考察 5 穿越 与 穿越 之 间 的 关系 ,以 
pp 表示 紧 接 百 穿越 之 后 半 周 内 不 申 随 出 现 DD 穿越 的 那 部 分 B 穿越 
POE. Æ T, > Qv), 则 穿越 是 必然 和 的。 车 T 
Crs), 则 在 时 间 5 内 出 现 了 DD 穿越 的 概率 为 n/(2v$) “me 2074, 
于 是 


e» + 
pp 一 | (1 — 209%) pG di, (8.3737) 


AR pGO 是 T. 的 概率 密度 函数 。 为 方便 计 ，。 假 定 T， 服 从 均 
fi ECT.) 的 指数 分 布 , 则 


#459 + 


po = 1 — 2 [4 — 
"i 


exp (— aj /2»$)] (8.3-38) 
1 一 pp 29 E 9E RA TS ESTEE I ERE D. FRB ERA E RS EE 
£j. LÀ l-e» 38 (8.3-35) 中 的 大 ,得 进一步 修正 的 对 极限 衰减 
率 的 估计 
x -2» 1 一 exp(—aj /Zv B 
2v ER p d (8.3-39) 
TEM FE (8.2-52), 24 b OOK, ,ni/2»j — œo mit (8.2-13), vf / 
vj => 0, A H, 一 ri, 同时 (8.3- 36) 中 之 A4 — 1, Br Li, Van- 
marcke HE iE ool ik HE IE RRI. 
i= 0. 01 情形 (8. 3-1) A a A fg D 穿越 的 极限 衰减 率 ， 
Crandall 2 fep sc [pL HB 1e 55 JR 55 CEEHARIOL ET RRR 
扩散 结果 作 了 比较 , 见 图 8.3-3. 由 图 可 知 ,对 罕 带 随机 过 程 ， 
(8. 3-31) 5 (8. 3-39) 的 确 改善 了 泊 松 过 程 模型 - 但 都 在 不 同 程度 
LiF (RE. 随 着 57a, 一 co ,上 述 修正 也 都 显示 出 a— 2v? 的 趋向 ， 


e/2»t 





bidy 


Hi8.3-3 单 自 由 度 线 性 系统 《5 = 0.01) D 穿越 的 极限 衰减 率 


4A——BVOSFUBE;, B Ww ESA: C Vanmarcke Hj% 
URBEPGUE:; E Mark iE MESE BILD RI jd Bs 一 一 
BSB; C0——& rii; H-— 概率 扩 栈 
(8.3-39) 容易 推广 于 具有 渐进 谱 密 度 的 非 平稳 随机 过 RS, 
利用 (8.3-345,(8.3-35) 可 改写 为 
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a cc PEPE (4L yp fg)? (8.3-40) 
ELT] 


根据 数字 神 氢 结果 ,Mason 与 IwanU? 假定 T. 近似 服从 下 列 分 
布 ; 


PG) 一 一 den (8.3741) 
-æ — i | - €8. | 
ELT Wipro (8.3-42) 
式 中 
gl 
p- im I^ (8.3-43) 


pe 


HE (8.3-42) FRA (8.3-405, PE IRERE 
a= —syi(l—vivw»napt (8.3-44) 
他 们 用 《8.3-1) 的 转移 概率 密度 算出 


PC IO WIS it | 一 -| LerfCy,) 





(e^ — e77i 十 erfc Cy) | 


— eríc Cy.) ] 十 x FES 
(8.3-45) 
式 中 | 





His ARTS] 
sce [pt- Gt LS) 
c=exp(—at//1—%) 


TE p= 0.01 55 0.04 WE, 55 SE BRU RR, BEA f 
高 ,(8.3-44) Hj (8.3739) 较 少 保守 ， 
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在 一 波 群 中 所 站 含 的 连续 的 也 穿越 或 中 穿越 的 平均 数 称 为 平 
WARY (e. HER, Co 对 了 穿越 与 引 罕 越 其 值 是 不 同 
A. Woe, ECT.) 一 Mei tA (8.3-405, 08 

am CS e (1 — stp? (8.3-46) 
Ax ay PARR Te (83-46) 估计 极限 衰减 率 . Bik, 
. Langley? #2 +4 Fins Slit ea ee Rit A ESRR 89 2» x, 
XE T RT RR RO 中 的 数值 积分 。 对 《8.3-1) 的 响应 ， 
他 给 出 的 也 穿越 的 平 光 群 尺 二 公式 是 
(er — 1+ 2 5 fi—o F (1— ews) 


(1— cyst (8.3-47) 


与 数字 模拟 及 扩散 过 程 模 型 结果 比较 表明 ,(8.3-46) 对 窄带 《9 一 
0.015) 及 中 等 带宽 Ca 一 0.5) AOBA DUNA EZ EAB AE A, 
b — oot], Cer) 一 1, 因此 ,(8.3-46》 也 是 渐 近 精确 的 。 


8.4 ”首次 罕 越 损坏 的 扩散 过 程 模 型 


84.1. 问题 的 一 般 提 法 


设 系统 的 品质 为 汪 维 时 齐 扩 散 过 程 ， 初 始 时 刻 上 = 0 时 品质 
为 arm>0 上 品质 的 进化 由 转移 委 率 密度 p(z) 描述 。 作 
为 zf HUP. plz tim) 由 下 列 FPK 方程 支配 


oP = Lip (3.4-1) 
式 中 
Lp 75, le; Gp)H-l 2 5x Jz, ihein) p] 
j 1,2 (8.4-2) 
fj Ei bj. 分 别 为 漂移 系数 与 扩散 系 数 ， 初始 条 件 为 
peéz- £X), t= (8.4-3) 


* 502 * 


作为 =. AUR, p(z.í|m) 满足 卞 列 后 向 柯 尔 莫 哥 阁 夫 方程 : 


oe 一 Lip (8.4-4) 
式 中 
2z 
Li m e g in +> bj (zo) 392,32, (8.4-5) 
ik= 1,2, 


gs, 112,) 还 应 满足 适当 的 边界 条 性 ， 例如 自然 边界 条 件 . 此 外 ， 
它 还 满足 形 如 《〔5.2-30) 的 切 普 曼 - 柯 尔 莫 哥 洛 夫 积分 方程 ， 

我 们 的 问题 是 变 确 定 系统 的 品质 首次 穿越 安全 域 边 界 的 时 间 
的 概率 分 布 , 为 此 5 人 条 件 可 硅 性 函数 Riz), CH PALE 
性 之 概率 ; 上 一 0 时 系统 的 品质 处 于 安全 域内 ,在 时 间 区 疝 [0 , 2) 
内 一 次 也 不 越 出 安全 域 的 边界 TB 

Raz =P (ær) ER; rE 0.2] |z0)— a 0} (8.4-6) 
有 了 此 条 件 可 蠢 性 函数 ,就 可 按 《8.1-3) 一 (8.1-77 BARA 
性 的 其 他 度量 。 | 

A Sb Se PERI MERE DE EE RO) 应 满足 的 徽 分 方程 ,引信 条 
件 转移 概率 密度 9(sy:rlz)， 它 是 品质 矢量 过 程 zG) 中 ,一 0 
时 处 于 安全 域内 ,在 (0.00 内 仍 停 留 在 安全 城内 的 那些 样本 函数 
的 转移 概率 密度 。 显然 , 它 也 满足 FPK 方程 (8.4-1) 


94 .. - 
E Lag (8.4-7) 


以 及 初始 条 件 (8.4-3), Ep 
q-85(2— 2), =Ù (8.4-8) 

但 它 具 有 与 panula) PAAR R A,R 

g(s, lz) — 0,2E Te > 0 (8.4-9) 
(8.4-9) W, HARARE ze) 到 达 安 全 域 的 边界 ， 就 越 出 
过 界 而 不 返回 实 全 城内 ,或 者 说 ,就 被 边界 豚 收 。 因 此 ，T ORI 
苇 。 条 御 转移 概率 密度 qx. riz). 也 满足 后 向 柯 尔 莫 哥 沼 夫 方 
程 (8.4-45, Rp 


ST IZ 49 (8.4-10) 
Ds 


及 条 件 《8.4-8)， 相 应 的 边界 条 件 则 为 

qx ,u|m)-—0, nET 0 (8.4-f11) 
此 外 RAB RRS eCm, tla) RHE OE SR ATRAE 
夫 积 分 方程 


q(z, rm) 一 | Gur Piz ,gs zdz 
(8.4-12) 
显然 ， 条 件 可 二 性 函数 即 为 条件 转移 概率 密度 在 安全 域 上 的 
积分 * 即 
RGI) 一 | d(z,112,)dz (8.4213) 
(8.4.10) Ais s COLRSD, misi aes SEHE MR 
的 后 向 柯 尔 莫 哥 洛 江 方 程 


ÖR _ Jj» tae 
| a Eee (8.4-14) 
中 所 应 满足 的 边界 条 件 由 《8.4-11》 在 口上 对 z 积分 得 到 
R(Cr|z,) = 0,2,€0D,7 > 0 (8.4- 15) 


Bat A REH. Pee RI, 而 初始 条 件 由 《8.4-8) ZEO EH 
z 积分 得 到 

RC |z) = i,z,€ Q, 1 =0 (8.4- 16) 
RA. m n 时 系统 几乎 肯定 处 于 安全 域内 ， 

于 是 我 们 可 以 先 求解 积分 方程 (8.4-12) 或 在 相应 的 边界 与 
初始 条 人 忻 下 求解 FPK 方程 (8.4-7) 或 后 向 柯 尔 莫 哥 光 夫 方程 
《8.4-107，* 得 到 条 件 转 移 概 这 密度 qCzm, 1 z.), RABE (8.4- 13)0R 
fo MERINEUEPSSE Reels); 也 可 以 在 适当 的 边界 与 初始 条 性 下 
直接 求解 后 向 柯 尔 莫 哥 洛 夫 方程 48.4-14) 得 到 条 件 可 靠 性 函数 
Ral) BJA» 若 初 始 条 件 是 不 确定 的 ， MAE ARBRE 
可 知性 函数 | 


R(t) 一 | RGIz,) pz Mz, (8.4-17) 


"584 « 


式 中 p(z,) 为 上 一 0 时 品质 向 是 m 的 概率 密度 。 

求解 上 述 各 方程 都 是 很 困难 的 。 计 算 首 次 穿越 损坏 的 时 间 的 
矩 相对 来 说 容易 一 些 ， 由 《8.1-4) 知 , 首次 穿越 损坏 时 间 的 条 件 
prs Bt nr 26 


p(T iz) 一 一 2RGla) »" (8.4-18) 
UR AIR TRIOS k B d eB x30 
TG) 一 | T'&Crlz er (8.4-19) 
M (84-19) 进行 分 部 积分 得 
Tí) — A |, YIRC7lzod7 (8.4-20) 
首次 穿越 损坏 时 间 无 条 件 A BENA 
T, — | T opos, (8.4-21) 


(8.4-14) RARE T" , ATTN 0 到 oo BRS, 
FG RB (8.4-19) 与 〈8.4-207， 得 首次 穿越 损坏 的 时 间 的 条 件 
矩 所 应 满足 的 微分 方程 

L*T,-—-—kT.a k-—1,2,- (8.4-22) 
FA (8.44-19) AbT = 1, T, fEXESUADAARUEN. VES. MAT. 
mM, SP RAR — 【5:1 为 非 退 化 时 ,(8.4-22)》 SRS 
微分 方程 ,否则 为 扫 物 型 偏 微 分 方程 ,根据 《8.4-15) 与 (8,4-20)， 
方程 (8.4-22) 的 边界 条 性 应 为 

T,(zm)-—0 z,€r,kb-—1,2,--- (8.4-23) 
方程 〈8.4-22) BA SLE EDI & HBR VBL 爹 -维特 方 
f. 

工程 中 最 感 兴趣 的 是 首次 字 越 损坏 时 间 的 条 件 均 信 T,(z,)， 
它 满足 下 列 庆 德 辽 金 方程 
| Li T((z,) = —1 (8.4-24) 

此 方程 首先 在 [271 中 针对 一 维 情形 得 到 。 
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8.4.2 单 自由 上 度 系 统 情形 问题 的 提 法 


鉴于 数学 上 的 困难 ,除了 极 少 数 特殊 情形 外 ,迄今 控 扩 散 过 程 
模型 研究 过 的 首次 穿越 损坏 时 间 痢 是 针对 单 家 由 度 振动 系统 的 
内 此 ,这 里 给 出 这 种 情形 问题 的 具体 弓 法 ， 

演 浴 在 高 斯 已 噪 声 激励 下 的 单 自由 度 线 性 或 非 线 性 系统 ， 其 
运动 方程 为 

Y + YY) ~~ (2) (8.4-25) 
Ah 6) 是 高 斯 请 唱 声 ,其 强度 为 2D. 

Bis whe RRR [Y Y), C Æ Z $ t 
齐 扩 散 过 程 。 条 件 转 移 桥 率 密 度 cy, 9.7| yo 9) 满足 FPK $ 
程 《8.4-7) SRAMRRG BAA (84-10), 其 中 算 于 工 。 与 
工 >， 应 分 别 伐 之 以 

ð g? 


I ĝ 
Em  — — — T D te my. 8.4-26 


7 9 ĝ Gg? 
* PE " -—— -H — -+ D —— 


品质 空间 即 为 相 平 面 《Y ,Y)。 三 种 安全 域 如 图 8.3-1 所 示 ， 其 中 
c, % (8.4-25) 线性 化 无 阻尼 系统 国有 频率 。r Ohh, Be 
GRE ly 名]7 在 安全 域内 。 由 于 相 平 面 上 响应 样本 的 轨迹 是 
NXBSE &F [0 HER BLUR He 5x , zc P6 BE TRE ,状态 矢量 从 安全 域 越 出 兵 能 
HB y 一 8,y 0 LR, WS M dEdESEDR SU SE iR AMT 
ETRE y — 56,9 二 0， 于 是 ,根据 条 件 转移 概率 密度 的 定义 ,有 

gm0,¥=b, FU (8.4-28) 
AAR MEA oly, 9555170 ») 所 满足 的 FPK 方程 
(8.4-7) 的 边界 条 件 .类 侯 地 ,对 双 壁 与 贺 壁 疝 题 ,(8,4-7) 的 边界 
条 任 分 别 为 


(8.4-27) 
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与 gad, Pt Plo bi (8.4-30) 
HPSS BAT ROBE yor tote 的 函数 时 ， FARM iS 5j 
方向 将 正好 与 上 述 情 形 相反 。 因 此 ， € 所 满足 的 后 向 桐 尔 莫 哥 洛 
X (04-10) BEEF Ae CAR. EE Ia CE 0 9125 
q-—0, X, — 5,5, > 0 (8.4- 31) 
g= 0, yom by, my > 0 (8.4-32) 
Yo = —5,9, <= 0 
E 
q 0, yi Rm (8.4-33) 
BibT E HE AR PEST ME RE DEDE Rely, 3) AM p S6 BE 
BAA (94-19) 的 边界 条 件 ; 单 尽情 形 为 


R(r|]9 5) = 0, Yo = 5,5,77 0 (8.4-34) 
双 壁 情形 为 
y, mb, 3,270 - 
R(t] Yond) — 0, j= bi0 (8.4-35) 
i SIE 
RCE] Yast) =O, yit 33/05 — 8 (8.4-36) 
ERE 50 Bi MEE Lx eT 7E 1I 3 PE RE 
RGIS, $2779, 1] — oo (8.4-37) 


其 意 为 , 当 速 度 为 无 穷 大 时 ,首次 字 越 损坏 必 将 在 任意 时 间 区 间 内 
发 生 。 此 外 ,三 种 情形 都 还 有 一 个 初始 条 件 | 
R(0],) l5, HED (8.4-38) 
Yang 与 Shinozuka Cie, 34144 — Phe, XR 2S A PER 
—^ BUS i Oe, 
EAR a TRY [8] RO) eA SE S Jl 89777 SC HE AGI Ss Rabb 
Fre FP RIS VS SS, D bn HEREIN , 它 为 
Tb) = 0, 470 
T.C —b,9) = 0,9, <0 (8.4-39) 
T Cy, 9.) — 0415.1 一 co 
REE X PEG 27 R20 — ^ RAS, 
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3.43 解析 解 


虽然 上 述 首 次 穿越 损坏 的 扩散 过 程 寞 型 是 良 坊 的 数学 问题 ， 
然而 迄今 只 在 一 些 非 常 特殊 的 情形 才 得 到 精确 的 解析 解 。 例 如 ， 
(8.4-25) 中 可 性 力 项 可 忽略 不 计 ， 或 恢复 力 为 堆 ， 响 应 为 一 维 扩 
散 过 程 时 ， 这 种 情形 的 首次 穿越 损坏 问题 的 解 相对 来 说 容易 得 
ama 下面 给 出 一 维 席 德 辽 金 方程 的 精确 解析 解 ， 这 些 解 以 后 
经 常用 到 
设 庞 德 辽 金 一 维 方 程 形 为 
[BOICET dy) + aly dT dy) = —1 (8.4-40) 
直接 积分 (8.4-40) 即 可 得 解 。 其 解 取决 于 边界 条 件 。 设 安全 域 
为 区 间 CCo Hi 


$= ex (P Czaar} C8.4-41) 





则 
- p) ,, C, 为 反射 豆 
Ty) :| 4 $ 2 f. TES dv, C. 3508 Bees (8.4-42) 
de) ,, C, 为 吸收 天 
r7 1f, sc O] Bay Je Ko) o same OAD 


Tim [( sees f ates fe ico "t 


-(P aes $n) x oC! N E] «|/ Te 


, 6 C1, C, BARKS (8.4-44) 
在 栅 应 为 二 维 扩 散 过 程 情况 ， 已 得 到 首次 穿越 损坏 时 间 均 信 
精确 解 的 有 随机 加 速 的 自由 质点 的 双 鉴 问题 喇 。 但 这 个 解 在 随机 
振动 中 没有 什么 用 处 ， 一 个 比较 有 用 的 精确 解 是 由 Kozin" 利 
HiDynkin?? 的 一 个 结果 得 到 。 现 推导 如 下 。 
设 A(z) 是 一 个 标量 函数 ， 以 ACz) 9E (8.41) 的 两 边 ,并 
在 整个 品质 空间 R HRA 
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| Wz) OP dz 一 | 2)L.pdz 
Ra OF R, 
BE 8.4-1) 满足 自然 边界 条 件 ， 积 分 得 
z E(ACZ(s))) 一 ELLEK(Z(G] —— (8.4-45) 


Ah L? 为 后 向 算 子 ; 形 间 (84-5), 但 以 Z 代替 z,, (8.4745) 
对 时 间 积 分 ,得 


EUCZG)1 — EIZO) = B [) LSZ a| 


(8.4-46) 
上 式 对 尾 意 时 间 , 包 括 随 机 时 间 + 都 成 立 , 只 要 Ele] < oo, WE 
n *- 0, t£ 为 首次 党 越 损坏 村 间 了 .并 假定 能 找到 一 个 函数 A 
使 得 LeAZ) =C, C 为 常数 , 则 首次 穿越 损坏 时 人 间 均 值 为 
T, = iEIS(CZ(T,))) — ELACZQOD I} /C — (8.4-47) 
作为 一 个 应 用 例子 ,考虑 一 个 无 阻尼 振子 ,例如 〈8.4-257 中 KY, 
Y) g(Y) SiR, Hua BER Tee 


My, m Ly | e(u)du — E (8.4-48) 


HF 


Ltaty, = [-« 2 + En +D spon = p 


若 系 统 初 始 总 能 量 为 E. 安全 域 的 边界 是 总 能 量 互 为 常数 的 曲 
2 AREER AAS A.A E, « 召 , 则 按 (8.4-47), 有 
T= (E — E/D (8.4-49) 
显然 ,只 要 安全 城 的 边界 是 系统 总 能 量 为 常数 的 曲面 ,上 述 结 果 可 
推广 于 受 高 斯 白 噪声 激励 的 多 自由 度 无 阻尼 振动 系统 . 
作为 土 述 结果 的 另 一 个 推广 ,考虑 含有 粘 人 性 阻尼 的 振子 ， 即 设 
(8.4-25) 中 (Y ,Y) = 2t Y + g(Y), AISA 


am 一 — 2b. ] 
T, — (E E)/| D Ex iN Gas] (8.4-50) 
AP ELY?CS) BÉ E BE GS BRE 1975 (4.23 E — E, 足够 大 ,从 而 工 
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比 响应 的 松弛 时 间 长 得 多 ,| 'E[Y*(S)]4S/T, 可 近似 地 代 之 以 
稳 态 值 E[Y*], 从 而 近似 地 有 
T, œ (E — ED/(D — 2ga ELY] (8.4-51) 

BaF DS Bos Hot e AE CL AIO E CPU) 可 精确 地 得 到 

应 该 指出 ,尽管 〈8.4-46) 是 精确 的 , 但 将 它 应 用 于 首次 穿越 
损坏 问题 时 ,系统 的 品质 矢 最 是 被 限制 在 安全 区 4 内 的 。 因 此 , 严 
格 地 说 ,应 从 8.4-7》 出 发 推导 ， 但 在 边界 条 件 《8.4-9) 下 将 得 
不 到 《8.4-47)。 从 这 个 之 义 上 说 ，(8.4-47) 实际 上 也 是 近似 的 
安全 域 越 大 ,T， 越 长 ,结果 将 越 精 确 ， 

当 安 全 域 为 有 限 封闭 域 时 ， 首 次 穿越 损坏 间 题 的 近似 解析 解 
可 用 迎 辽 金 法 得 到 ， 例 如 。 对 席 德 辽 人 金 方程 (8.4-24) 可 假定 其 
Lm RO 


T (80) — 9] T^ n) (8.4-52) 


式 中 央 是 如 内 完备 的 函数 集 , 满 足 边界 条 件 (8. 4-23). 4968 4-52) 
代入 《8.4-24)， 可 得 一 组 确定 常数 TiO 的 线性 代数 方程 。 解 出 
Ti^ 并 代 人 《8.4-527， 即 可 得 T,Cm) 之 近似 解 。 这 种 方法 也 可 
应 用 于 (8.4-22) Æ (8.4-0)45, 只 是 对 (8.4-14) 需 解 一 组 关于 
系数 的 常 微 分 方程 ， | 

Bolotin ^' BAS EAT, SRR, R Be am 
内， 近似 解 随 和 相当 快 她 收效 于 精确 解 ，Sahay 与 Lennox?" d$ 
用 此 法 估计 单 自 由 度 线性 振子 同 尾 问题 首次 穿越 损坏 时 间 的 前 10 
阶 矩 ,他 们 将 相 平 面 用 极 坐 标 表 示 , 所 得 结果 只 与 初始 状态 的 径 向 
坐标 有 关 。 这 与 〈8.4-49) —ZE, 


$.44 数值 解 


已 用 来 求解 首次 穿越 换 坏 问题 的 数值 方法 包括 袖 率 扩散 法 ， 
广义 上 胞 变换 法 ， 有 限 元 靶 及 有 限 差分 法 等 。 概 率 扩散 法 首先 由 
Crandaii 等 中 提出 并 应 用 于 受 高 斯 白 噪声 激励 的 线性 振子 的 首次 
罕 越 损坏 时 间 概 率 与 极限 赛 减 率 的 估计 ， 广 义 胞 变换 法 则 由 Sur. 
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与 Hsu?" 应 用 于 估计 受 高 斯 白 噪 声 激励 的 范 德 疲 振子 与 福 芬 振 
FRR RPO, PARRA BM. ABA 
法 中 ,概率 扩散 的 计算 在 数学 上 更 为 正式 。 四 此 ,可 将 后 省 看 成 星 
前 者 的 一 种 推广 ， 

考 志 二 维 情形 的 切 普 曼 - 柯 尔 莫 哥 洛 夫 积分 方程 (8.4-12), 将 
时 间 离 获 化 ,假定 首次 穿越 损坏 只 在 等 届 隔 的 离散 时 刻 n m iA; 
上 发 生 , 在 这 些 时 刻 上 :,(8.4-12) 可 表 为 


g(Y.3.213os Ho) = ICEREN ERT CY , 9,2 
Q 


— Atl Fas P My dy (8.4-53) 
Abg Ar 时 间 很 短 , 可 以 用 无 条 件 转移 概率 密度 pO y. AL y, 
TD Re (8.4-53) 中 的 条 件 转移 概率 密度 oly.7,Arly’, 
$‘) Min (8.4-53) 变 成 | 


"STETU EITE) 一 JJeresarIr'es oe cs 


一 All Ye yo)dy dy (8.4-54) 
— IP 元 条 忻 转 移 概率 密 
度 由 (5. 4-14) 确 定 ,对 非 线 性 系统 ,可 用 数字 模拟 或 短 时 高 斯 近似 
193). 于 是 可 用 (8. 4-54) 逐 步 计 算 条 件 转 移 概 率 密度 ,然后 RC. 
4-13) 45 SR Pr T PEGE oH ， 

EVR Be SET A RYE I 5BTÉ BS UC II 439 Sg — BRUTAL A 
概率 密度 集中 成 为 位 于 该 胞 中 心 的 概率 质量 。 基 本 的 运算 单元 将 
sm sA: 时 刻 上 一 个 胞 内 的 概率 质量 扩散 到 : 十 Arm Cet DAr 
了 时刻 上 与 该 胞 相 邻 的 许多 胞 上 去 ,在 广 闵 胞 变换 法 中 ,这 种 运算 用 
inriBEE2 EER: 

p(n + 1) —PpGD ( 8.4-55) 
式 中 pm) 是 1 了 时刻 上 的 概率 质量 矢量 , PORA: Bet Ar 的 


; 
Pi [Vety 9.01 yi s0dvds (8.4~56} 


ff 


* + 


e; 是 第 i 个 胞 的 面积 . 设 初始 概率 质量 集中 在 (%%, 加 ), 随 着 时 间 
的 增长 ,概率 分 布 不 断 向 外 扩散 ,扩散 过 程 中 心力 沿 有 阻尼 的 自由 
概 动 相 执 炙 前 进 。 在 每 一 步 的 末了 ， 凡 扩散 出 安全 域 的 概率 质量 
计 为 “损失 ”， 不 青 进入 其 后 的 扩散 过 程 。 离 散 时 刻 上 的 条 性 可 都 
性 为 安全 域内 各 胞 概率 质量 之 和 


RO) = E en (8.4-57) 
"eg 


s 很 大 时 ,条 件 可 竺 性 函 效 具 有 如 下 带 数 形式 ; 

R(n) = 4e 7*9! (8.4-58) 
ALATA RL a 及 Ades REA AT 
o=limtln PIE A= lim ms (8.4-59) 

上 述 方 污 的 精度 主要 取决 于 乃 的 大 小 与 时 间 步 长 。 通 常 矩形 
EAE 0,12, 与 《0.1-0.25)oyy 时 间 步 长 为 T/8,T 为 无 阻尼 自 
外 振动 再 期 。 PRT REY b/a «3 时 ,其 误差 与 数字 
MURS HARA, b/o,-— 4 时 误差 达 2596 EAM, HRS 
RSPR Ep 

FLRARBATHANPZSR. tM SWIM. 81ALA. 
工 边界 使 安全 域 封闭 ， 选 取 人 工 壁 的 原则 是 使 得 越 出 人 工 边 界 的 
概率 比 越 出 实际 边界 的 概率 小 医 干 数量 级 。 

Bergman SHE’ BUE GE B3JX X e moók 
应 用 于 求 (8.4714) 与 (8.4-22) ASHA. RSL HB UA, 
Bri Ah OENCELARIR— EX. ROKRRTRERFSRESE, E 
Xx i RA) 5orz。 并 已 推广 到 非 线 性 振子 ,包括 杜 芬 报 于 ;, 非 线 
PERT ,请 迟 振子 等 ， 

首次 罕 起 损坏 时 间 的 均值 T， 对 初始 状态 一 般 不 敏感 ， 但 在 
安全 域 的 边界 附近 变化 较 快 ,这 意味 著 在 边界 奉 近 需 较 多 的 单元 ， 
所 需 总 单元 数 按 辟 高 的 平方 增加 ， 而 计算 成 本 则 按 壁 高 的 4 次 轩 
增加 ， 
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8.5 随机 平均 法 在 首次 穿越 损坏 
问题 中 的 应 用 


无 论 用 解析 方法 还 是 用 数值 方法 求解 爱 白 曲 声 激励 的 单 自由 
蛮 振 动 系统 的 首次 穿越 损坏 问 期 ， 其 困难 主要 来 源 于 扩散 过 程 的 
二 维 狂 质 。 随 机 平均 法 在 首次 军 越 损坏 癌 题 中 所 起 的 作用 、 正 是 
将 二 维 扩散 过 程 简化 为 一 维 扩 茹 过 程 ， 从 而 使 问题 的 难度 大 大 地 
降低 。 近 十 多 年 来 在 首次 穿越 损坏 问题 中 前 主要 进展 。 就 是 由 于 
应 用 了 随机 平均 法 。 本 节 叙 述 随 机 平均 法 在 首次 穿越 损坏 问题 中 
的 应 用 及 其 结果 。 | 


8.51 BSc eq et oo MEE 


首先 考虑 受 宽 和 带 随机 外 激 的 具有 小 的 线性 或 非 线 竹 阻尼 的 单 
自由 谋 振 动 系 统 (5.6-20)。 已 知 幅 值 AG) 是 近似 一 维 时 齐 扩散 
过 程 。 其 转移 概率 密度 由 FPK 方程 (5.6-38) 支配 , | 

出 此 可 推出 条 件 可 靠 性 函数 ROlo) ARRAS ce A 
哥 洛 夫 方 程 

OR — p [- Fos) + x5) OR p q: x3 Co,) FR 
Ot ih Zao d Oa, 203 Os 
(8.5-1) 
初始 条 件 为 | 
R(0]a)-— 1, Oa b (8.5-2) 
33 FF Se Vp Hy 
R(:|5) — 0 (8.5-3) 
R(:|0) = FER (8.5-4) 
AP S OBER. WAR (8.5-4) 是 必要 的 ， 它 表明 内 一 0 是 
反射 壁 , 这 是 由 于 a, Ray RA. 

QM (8.5-1)—(8.5-4) 只 有 在 线性 阻尼 情形 已 得 到 . 

精确 解析 解 ， 此 时 
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ey ,) = 22a,¥ (8.5-5) 
EECa) = Cot, (8.5-6) 
SIA 3c MERE 


a= $ (8.5-7) 
FY 


AP oy = [8'x5(0,)/2005]'^. PRR Y(2) ZEE. 条 件 
TREER Rls) PIUREGSS AHSIZR E BT M 3575 EER 


oR raf- h(a- E)E] OR) «e 


ĝt a Oa, Ogi 
相应 地 ,条 件 〈8.5-2)》 5 (8.5-3) 中 之 2 应 换 成 无 量 纲 壁 高 
b- bla, 
现 用 分 离 变 量 法 求解 (8.5-8)。 令 
RGIS) = OC a TC) (8.5-9) 


将 (8.5-9) HA (8.5-8), 18 


A 147. — 
Ci, T de | 
skr a 为 常数 ,方程 (8.5-10) 连同 边界 条 件 (3.5-3) 55 (8.5-4) 
导 殊 如 下 边 什 问题; 





一 一 21 (8.5-10) 





ËE) _ p, aPC EB) _ ] 

ET tO ETH + OE) = 0. (3.5711) 
9(0) e APR (8.5-12) 
$(59/2) — 0 (8.5- 13) 


Xd E = a2 为 系统 初始 时 刻 总 能 量 。《8.5-11) HAER 

分 方程 ,可 改写 成 

d 

dE 

它 连 同 边界 条 件 《8.5-12) 5 (85-13) 构成 古典 的 ”Srurm-Lio 
uville 问题 。 可 证 它 具 有 下 刚性 质 ;: 

L 存在 一 系列 离散 特征 依 1,5,:771,2,* ,其 中 1g > 0,8 


e 514 7 


(Ee 22) + ie EP = 0 (8.5-14) 


随 i 00,15-— OO, 
2. 对 两 个 无 量 网 壁 高 A 与 b b, « 5, , i Ag, > A By 
3. $F TE DR PLE, 7 1, 2,*-*) 以 权 国 数 e? 在 区 


间 lo ë ETE. 


ia 
| Q, pb; se FdE m D, igaj (8.5-15) 
ü 


满足 方程 (85-14) 与 边界 条 件 (8.5-12) 的 唯一 解 是 合流 超 几 
Fal DE aR AER A 


DPE) = M(—1,1, E) = 5 g,E* (8.5-16) 


式 中 


fae, ™ gy» = l, (8.5-17) 


Aza 
(4 1¥ 
£& * 1, MC—A, LE) 也 记 以 PC -4; 1; E), BR MC, 
L, E) BUMARA AIE (8.5-13)， 出 此 确定 特征 慎 us 与 
特征 函数 A 刚 À, 是 M —1,1, P2) = 0 之 根 ; 而 $, p 
(—X3,1.a2/2). Bas Rw EVEPE E 


R81 Se) 一 DS) Ly 0,;(21/2,1,45) e a (8 5-18) 


AH La 为 常 系数 ， 和 由 初始 条 件 (8.5-2) 确定 。 利用 正 交 性 
(8,5-155,18 

V n 

| ©, -EdE 
Lis = rr (8.5-19) 

Qi dE 

8S (8.5-18) MR HelstromU9 应 用 Siegerto 提出 的 

方法 得 到 的 。 其 后 ，Rosenblueth 与 Bustamente 以 及 Gray! 
用 不 同 的 方法 得 到 同一 解 。 此 解 已 被 Spanos 5 Solomos!” 推广 
于 突 加 平稳 数 励 情形 。 


Lennox 与 Fraser" 指出 ， 已 有 的 表格 不 足以 求 Au 2E, 
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他 们 对 无 一 1,2,3 用 数值 方法 得 到 了 前 9 个 特征 值 。 其 后 , Spa. 
nos") 讨论 了 计算 APR Lao 的 有 效 算法 。 并 对 一 系列 
b 值 给 出 了 它们 的 值 的 图 表 。 考察 所 得 us 值 之 后 发 现 ， 对 所 有 
AS Š (ho A/a 1/5,3f58 5 值 的 增 大 ,此 比值 减 小 。 当 0-5 
时 ,X34 < 10。 这 一 性 质 连 同 特征 值 As Bat KTR 
ARRON 〈8.5-18》 可 用 其 第 一 项 来 近似 的 基础 .具体 地 说 ， 
对 适当 发 的 了 时间 s,exp( 一 25o A, > < 0.32, (85-18) 中 所 有 
i > 1 的 项 至 少 比 exp(—2L10,,4) 小 100 从， 于 是 ,(8.5-18) 中 
可 只 取 第 一 项 ， 再 由 初始 条 件 (8,5-2) 可 得 LO. — 1, T EH 
Ritlay &* e" (8.5-20) 
式 中 = 一 25o,A,.4 XERPRGEGEOE, 上 述 结论 与 数字 模拟 结果 
(8.3-30)— 8f. 
Ariaratnam 与 TamU? DH Exp er RB ARN Sem 
与 外 激 的 线性 系统 。 其 运动 微分 方程 形 为 
¥ + (20 + &FíCO]Y + off] + FPO]Y — e F362) 
(8.5-21) 
A FO, FG X FG) SSR PRM. 响应 
ik AC) 为 近似 一 维 扩 散 过 程 , 可 用 下 列 FPK 方程 描述 ， 


9:2. |(—as + J £)» | + 225 (cre + op] 


(8.5-22) 
Ap o 53 v t (7.6-3) 确定 ,8 由 《7.8-3) 确定 。 
引信 无 重 纲 申 值 过 程 


AG) 一 CC) AGO (8.5-23) 


MRT MRR BK RI) 满足 如 下 后 向 柯 尔 莫 哥 洛 夫 方程 : 


OR OR, nõ R 
LL m — 一 — + y(i + a .5-24 
ð: Md zd aa? 2 t6 Baz (55724) 


et de CE 55 xh A REE (8.5-2)—(8.5-45, 
寻求 如 下 形式 之 解 ; 


* $16 * 





R(r|o;) = Wd, age "t (8.$-25) 
fA. (8.5-24) Sur WE 


lacs = = 


— wt AW = 0 (8.5- 26) 





CRE LER HRI 
PREO EDE l; —ar} » do <=, 1 
Wi, a) c 


N Tle — dy - a, *,F,{e,¢;l—d+e; —a? 
Fr — 1) 0 Fiese , ) 


lid — ¢ -jd 
a F,íd,d;l— cdi 
FCeyFCd 一 D 9 1 if 305 
一 本 2 5% = 1 (8.5-27) 


pF, HRM IL ST ZR a dt J LAST DS B; SMe SdH 
eLa) — —v + GG) — 21)" dM) —» — (yt = 21y^ 


(8.5-28) 
Xib»dh (26-12) 确定 ,而 4 一 jj 为 下 列 方程 之 根 ; 
W(1,8) 0 (8.5-29) 
式 中 b = Ey, FERET RERNA 
RGla)- F CW Oiya) ee (8.5-30) 


其 中 常数 Cy 由 初始 条 件 确定 , 即 


$: 
| a'C1 十 a?) "WA, pa Yde 
Ci = (8.5-31) 


E 
f; a (1Ha YP WCA, ya" da’ 


Roberts” ERE. (8.5-18) E AARS USC T AC 22 
TE HR JE 5 DER DIE BISHRC-T- HN REER FRE. His 
微分 方程 为 





| Y + 20o.Y + RIY I"sgnCY) — e FCO (8.5-32) 
式 中 大 与 为 常数 ;PKm 为 宽带 随机 过 程 , 谱 密度 为 So. 按 5.7.2, 
能 量 包 线 Els) 近似 为 一 维 扩散 过 程 ,由 (5.7-22》 5 (5.7-25), 
支配 能 量 包 线 的 转移 概率 密度 p 一 ple,tle) 的 FPK 方程 为 
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9 : i a. 
E - 2 [i250 一 e's] f } 十 eu, P [cep 


(8.5-33) 

引信 无 量 纲 能 量 Z(O EC) fhe 与 无 量 纲 时 间 r= 2064, 
mF OT MPR ROn) 将 满足 如 下 后 向 柯 尔 莫 贸 洛 夫 方 程 : 
OR a — (az, 一 了 OR 

ar Ox, 


AH s Sr 分 别 由 (5.7-26) 53 (5,7-28) 确定 ， 
按 包 结 线 定义 8.2-64), FEM ECO SUE AG) 之 间 的 关 


+ arn, Ee (8.5-34) 


RH 





BC) = l Y eR yr oe A (8.5-35) 
2 # 十 1 





» +i 
AA. AC) VR 5.4 ZG) SRY 
ol bv - 
“= -i (5) (8.5-36) 
D315,C8.5- 345) MAREN 
R(fla)— 0 (8.5-37) 
R(r|0) 一 AiR (8.5-38) 
初始 条 和 忻 为 | 
R(0Iz,)- 1l, Os x, n (8.5-39) 


用 导致 解 《8.5-18) 类 似 的 方法 得 
Tin ` Ana 上 3 That - 
RG in) > D... ( me, L, 2). t (8.5-40) 
式 中 常数 DL, 由 初始 条 件 〈8.5-39) 确定 .鉴于 合流 起 几何 函数 
M (7 i, i, 8) 在 区 间 (0,4) 上 关于 e "7 的 正 交 
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而 特征 信 4。 为 下 列 方 程 之 根 
M (7 i, L E j= 0 (8.5-42) 


a 


BS v = 1,(8.5-40) [29 (8.5718), 


5.52. ESE E a SS A SS IEEE 


XECUR SAE A HEM (85-18), (8.5~30) Be (8.5-40) 
fA (8.4-20), BPO RS 8.5.1 中 所 研究 的 三 种 情形 的 首次 穿越 
3B PRESE IR] RS EE t E 


- e Lxbs(3l/2,À 42k! 
T nh [ r = + umm 1 2, ane 8.5-43 
一 er) 


Ta) - >> Ci W Gigs aa! ,Å = 1,2,4 (8.5-44) 


fmt Th) 
cr DMC —2, oslo, 
Té) "È Gint M NOT sk = 2,1 


(8.5-45) 
E T8 JL ae PR SCR LECHE FL REC LI, 
若 不 存在 条 件 可 奉 性 函数 之 解 ， 或 者 只 要 求 首次 穿越 损坏 时 
闻 之 和 矩 ， 则 它们 可 直 控 从 求解 广义 庞 德 了 这 金 方程 得 到 ， 对 受 宽 带 
随机 外 激 与 (或 ) 参 激 的 曹 自 由 窒 氢 线性 系统 ， 幅 值 包 线 CO 为 
一 维 扩散 过 程 ,此 时 广义 庞 德 辽 金 方程 具有 如 下 形式 ; 


l T dT 
二 日 + 4+ 4 一 二 = AT, ok = l2... 
2 (ay) da Cay) da, AT a_, 4 sas 


(8.5-46) 

式 中 4 与 8 分 别 为 漂移 与 扩散 系数 ,边界 条 件 为 
T(0) = 有限 (8.5-47) 
Tih) = 0 (8.5-48) 


可 按 下 列 公式 依次 求 首次 穿越 损坏 时 间 的 各 阶 矩 
Fala) — 2k | PINO 


et Biv) 


Tit» 


X exp |-: , es dw le (8.5-49) 


k = 1,2, 
对 受 宽带 随机 外 激 的 线性 系统 , 与 (8.5-8) WERN EW 
辽 爹 方程 为 
Ty fz o l\aTe 1. - MM 
( d, 4,/ da, Loo, KT, ask 1,2, 
(8.5-50) 
Ariaratnam 与 Pi) DAS B x EAR RA (IS £3 (5s 27 3E 26 


T) — Tm [EB:/2) 一 E.(3)/2) 一 la (P a0] 


(8.5-51) 
Var(T | 2) — i 5 iN (uj A 2 y'*"texp(u!/ 2) du 


Du 12i) f 2 n(2n)t 





(8.5-52) - 
XE a= 0 时 则 为 


7,0) = i LE GP/2) 一 ta(P/2) — r1] (65-53) 


Loy (^ Gin — Deap?) 
vae = te D du (3.5-54) 
ar(T [0) Cod 之 | f 2 s(2n)1 “< 

式 中 


Eis) 一 一 | exp(—#) £4 x > 0 (8.5-55) 


为 积分 指数 函数 . 《8.5-53) 中 Y 为 欧 拉 常数 。《8.5-517 最 早 由 
Helstrom" 3] Gra y? 曾 用 其 他 方法 给 出 类 似 于 (8.5-51) 与 
(8.5-52) 之 结果 ， 还 给 出 了 部 分 数 表 ，Lennozs 则 得 到 了 
(8.5-50) 的 高 阶 矩 精确 解析 NEC8.5-43), 

可 以 证 明 在 无 阻尼 时 


Tío) 一 = (a) (5^ — ai) (8.5-56) 
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XX £344 GERE (8.4749) 一 致 。 
对 同时 受 宽 带 随 机 参 激 与 外 溅 的 线性 振子 (8.5-21)， 广 义 施 
德 辽 金 方程 为 
1 ey P Tt f aai — ave L — 
à 7 ta) da; ( oo 2a, x) da, KT 
k = 1,2,1 (8.5-57) 
Arisratnam 与 Tam'? 得 到 的 首次 穿越 损坏 时 间 的 均值 为 
To 一 二 " [uc — Hus > 0 (85-58) 
rp jfo n 


或 
Ta) 一 Lp f PUED ay, y= 0 (8.5-59) 


Ah v H (7.6-12) 确定 . 
ANE PAPER BE ER EUR ALES RÀ EE A 《5.7 DI XH 
金 方程 形 为 


L ble) SEA + ale) SEA — am, = 1,2-- 
2 dei de, 


(8.5-60) 
漂移 系数 aCe.) 与 扩散 系数 e) 分 别 按 (5.7-16) 确定 。 边 界 
RPE 
T4(0) = 有 限 (8.5-61) 
TAA) — 0 |. (8.5-62) 
Ap 上 一 CL5)。 首 次 穿越 损坏 时 间 的 所 可 技 下 式 依 次 计算 : 
A u ." T CH) 
Tele) zef" a NI Ts 
X exp |^ f eee dw | hav (8.5-63) 
4 (5.7-1) 只 有 线性 阻尼 , 即 ePCY Y) — 200,77, 并 只 有 一 个 外 
Bk b. BD h= 1,54, — 0, 4 — 253,°++,m, A eX, Ce) EAE Y 2D 
1 EM hj (8.5763) 化 为 | 
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roo = Ef [f RATO a etos D) " 


e Lio exp(26anv/ D) 


kom 1,2,°-- (8.5-64) 
式 中 
S QJ + 2 b T G )d 
Cem | e 2G — 66) (85-65) 
TG) = | + {Vile — 6 Gir 
当 E = ( Ff, 
TiCeo) - (A 一 e)/D (8.5-66) 


此 与 《8.4-497 一 致 . 


8.5.3 EISE CER SE MERECE S EN 

当 给 定 系 统 与 8.5.1 HARRA BE RAE — RE ZR 
TBI, SEXUS HER AB R FE a A ST REOS 
E VIZ RESI ARIS RMR, Plin, Si (5.6-20) 具有 小 
非 线性 阻尼 时 ,可 假定 无 重 岗 化 后 的 《8.5-1) 具有 如 下 形式 的 解 : 


RUIZ) = », L,46,5C,Q) (8.5-67) 
ZI 


AH dt Lo 分 别 由 (8-16) 5 (8.5-19) Me, Ch) Æ 
时 间 + 的 未 知 函数 。 用 迎 辽 金 方 落 可 得 到 一 组 确定 Co 的 线性 
微分 方程 ， 然 后 用 标准 的 矩阵 特征 值 间 题 方法 求解 。 当 (8.5-21) 
附加 小 非 线性 阻尼 时 ,可 用 美 做 的 方法 ,只 是 《8.5-67) 中 的 Lis 
与 Ps 应 分 别 代 之 以 Civ 53 本 (Vrs00)， 当 (8.5-32》 附 加 有 
小 非 线性 阻尼 时 ,C8.5-67) 中 的 Lia 与 dui 应 分 别 代 之 以 D, 
与 M(—4À, fo, Ma, x f Y), 

Hn xL exo CER BAS SR OD 36 In iro 3€ 29 28 Be, 
Spanos” 曾 将 此 法 应 用 于 范 德 波 振 子 ,与 相应 数字 模 氢 结果 比较 
表明 , 对 中 等 程度 非 线性 , 取 5 一 10 DELE RR, Spanos 与 Solom- 
os) 还 将 此 法 应 用 于 受 具 有 渐进 谱 的 非 平稳 激 大 的 小 阻尼 线性 
据 子 、 对 一 个 受 调制 的 平稳 过 程 激 励 的 例子 给 出 了 数值 结果 ， 与 
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RRR 3& BH , al 2 aT E LEARN Lm EIC Se 
JH ECT E 

迎 辽 金 方法 也 可 用 于 求解 上 述 各 种 情形 的 广义 席 德 辽 金 方 
程 ， 对 共有 小 非 线 性 阻尼 的 系统 ， 广 义 庞 德 辽 金 方程 也 不 难 用 数 
值 方 法 求解 。 对 线性 加 平方 盟 尼 的 《5.6-20)，Robertst 得 到 了 
BE Tio). 

MEI, Roberts? 用 隐 式 差分 法 求解 了 非 线 性 振子 能 量 包 线 的 

条 件 转移 概率 密度 。 只 要 引进 适当 前 豚 收 与 反射 边界 条 件 ， 可 用 
此 法 求 首次 穿越 损坏 概率 . | 


$5.4 SSD ome 


HRS Me, AREA SHAS BARRA 
值 包 线 或 能 量 包 线 的 近似 一 维 扩散 过 程 性 质 也 可 用 来 简化 条 件 可 
区 性 通 数 的 计算 ， 只 是 此 时 将 应 用 切 普 曼 - 柯 尔 莫 苛 洛 夫 积 分 方 
程 ， 边 界 条 件 也 需 作 一 些 改动 。 

对 吴 有 小 阻尼 的 线性 抠 复 力 振子 的 单 壁 问 题 ， 由 图 8.5-1(a) 
可 看 出 , 当 幅 值 包 线 a0) 一 bech: 时 发 生 损 坏 ， Pee 
id Fee HOT ES 8.5-1Cb) 中 较 简 单 的 条 件 近 僻 代 之 , 在 这 里 , 原 
壁 PAS PB 被 折 登 才 在 水 平 负 上 ,分别 变 成 PA4 与 PB', 称 
为 B' RB, MBE Ah De LEAST BS se 
PA 而 不 交 PA 或 反之 的 概率 可 忽略 不 计 ,。 对 8' E, 一 2nx 
时 发 生 损坏 ,相应 的 时 间 近 似 为 1 一 njon Bit, See 
AGO, BT AE 85-10) PEAR, RSH RRR 
包 线 代替 连续 时 间 包 线 、 对 离散 时 间 包 线 ， 可 导出 一 个 类 仆 于 
(8.4-54) 的 积分 方程 名 


Glasten le) = l £Ca,Az|a Jala , i, | a.) da' — (8.5-68) 


式 中 pCa,r]a) 是 AG) 的 无 条 件 转移 概率 密度 ; Ar 一 Zajo, 
若 pla, Arja) 已 知 ， (8.5-68) 可 用 来 由 规定 的 初始 条 件 逐 
步 求 出 条 件 转移 概率 密度 . 9g(a, sland), BETTE FARES RHE 


. 5135 





图 8.5-1 


bE Be 
RG, lla) = {aas lade (8.5-69) 
对 双 壁 问题 ,上 述 方法 仍 适 用 ,只 是 取 Ar 一 c/o, LDL 
由 Roberts? 提出。 对 (8.5-68), 可 应 用 分 离 变 量 法 , 设 
qlast,) = ó(a) e) (8.5-70) 
RA (8.5-68),18 | 


pla) = 4 | lr pla, dila )da' (8.5-71) 
3 rH 
A= dn bu) (8.5-72) 
Mif (8.5-68) 的 一 般 解 为 
gasta ja) 一 5 b Cae” Tite (8.5-73) 
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式 中 
y,- 1 in A, (8.5-74) 
At 


4, 为 积分 方程 《8.5-71) 的 第 i 个 特征 值 , dio). 为 相应 的 特 征 
gos 

对 非 线性 振子 。 积 分 方程 (B.5-71) 的 特征 值 问题 没有 解析 
印 。 然 而 , 当 首次 穿越 损坏 时 间 的 均值 很 大 时 ,(8.5-73) 中 首 项 占 
优势 ,从 而 RGla)—> ec, MEH b— co, PRERE o BF 
HR »f (ARAR 2 小 《 双 辟 问题 》. | 

HREP, Mark! 曾 得 到 〈8.5-71) 特征 值 的 近似 解析 
解 , 据 此 ,他 得 到 极限 衰减 率 


ome pert {| tanh( ext)" } (8.5-75) 


Ah B= bfoy H By m s, mm UIDERI m, 
wm 2， 这 一 表达 式 给 出 了 正确 的 渐 近 解 , 即 5 — 00 时 ,av 一 
1，、 且 与 模 报 结果 很 噶 合 , 见 力 8.3-3, 

对 受 宽 带 平稳 随机 激 支 的 线性 振子 ， 无 条 件 转移 概率 密度 可 
H (5.6-45) HOR n= 0 得 到 


xi 一 二 
P(e, Arja’) 一 y exp |- 二 十 | 


28 

xX I, fo} (8.5-76) 
式 中 

B= of [1 — eH] (8.5-77) 

于 是 可 用 (8.5-68) 求 条 件 转移 概率 密度 的 数值 解 ,Robertstel 进 

THM, Lutes 等 中 将 Roberts 的 计算 结果 同 Mark 的 结业 

(8.5-75) Æ Vanmarcke 的 结果 (8.3-35》 作 了 比较 .结果 表明 ， 

Roberts 的 计算 结果 与 数字 模 扎 结果 相符 最 好 .他们 根据 Roberts 


的 计算 结果 ,提出 了 下 列 极限 宜 减 率 的 经 验 公 式 
a= y {1 — 1.075 | Fere ( — 2 rj (8.5-78) 


* 525 * 


式 中 


w wm 0.2364 十 28.144! (8.5-79) 
fü 2 mMiDBT Ao a | 
$-1—- py? L —lqu e HO OP (8.5-80) 
x 1— 277? 


对 小 FAERIE 
g~ Ža- 1.10) (8.5-81) 
WAP Se METH ete. 8 可 用 随机 步行 比拟 计算 pla, Arla’), & 
后 按 (8.5-68) 计算 ao, bati la)", 


对 非 线性 恢复 力 振子 ， 需 用 能 量 包 线 从 营 旺 值 包 线 ， (8.5-68) 
应 代 之 以 


Kes tle) = | Pesse gle stalendde’ C8.5-82) 
式 中 4 为 与 5 对 应 的 能 量 艾 高 ,而 条 件 可 靠 性 函数 按 下 式 得 到 : 
RG, |e) = NOT (8.5-83) 


Ap At SONS FEE a as ed. NER 
号 ,pa 一 SR 1/2. Me RAN, RPMS o 
FHS DE 

NRE JE, ESTE fit dE £P VICO CT. CMR 
密度 的 精确 解析 解 (5.7-29)、 对 其 他 非 线 姓 振 子 , 可 用 随机 步行 
比拟 计算 ple, Azle’), FH (8.5-82) 与 (8.5-83》 可 用 来 数字 
AR iH RCs, leo. 


8.6 ” 非 线 性 系统 在 随机 扰动 下 的 状态 过 渡 


在 机 械 与 结构 工程 中 ;存在 许多 强 非 线性 动态 系统 ,在 这 些 系 
统 中 ,可 能 存在 多 种 稳定 与 不 稳定 的 运动 状态 ,而 从 系统 的 性 能 或 
安全 角度 来 说 ， 只 有 其 中 一 种 稳定 的 运动 是 允许 的 。 由 于 不 可 各 
免 的 随机 干扰 ,初始 在 允许 的 稳定 区 内 运动 的 系统 ,有 可 能 越 出 该 
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允许 区 而 过 浓 到 非 允许 区 ， 这 种 运动 状态 的 首次 过 波 常 常 帝 味 规 
故障 或 损坏 。 因 此 ,设计 者 必须 考 砌 到 这 种 过 渡 的 可 能 性 ,并 设法 
使 这 种 过 这 的 概率 达到 最 小 。 为 便于 坦 解 ,下 面 者 两 个 例子 。 

第 一 个 例子 是 船舶 在 不 规则 海浪 上 的 深 转 运动 。 对 许多 船舶 
玉 说 , 深 转 运动 的 固有 频率 与 海浪 能 量 的 优势 频率 同 最 级 ,而 且 船 
舱 滚 转 时 的 水 动 阻尼 较 小 ， 即 使 在 不 二 严重 的 海浪 上 也 可 能 发 生 
RRR aA). Ait, BRT IPD RRM MR 
BJAR. Kin, ERRESA 5d due xh in BER 
Res. ARPE PERHITE RT 26 HP HE AE A 53€ 
中 一 种 情形 就 是 船舱 在 低速 询 进 或 系 留 状态 时 过 有 单方 向 的 随机 
柱 形 波 。 此 肝 一 个 简单 而 合理 的 运动 模型 是 

1D + f(0) + RO — £4 — FCs) (8.6-1) 

AP 12988 8 Bb ORB: © 20 68; AO 为 水 动 阻尼 力矩 ; 
KP — RAP DREJE FO HR 2258, 

无 阻尼 与 随机 波 力 有 时， 系统 《8.6-1) 有 两 种 可 能 的 运动 状 
&: 对 小 幅 深 转角 ,是 稳定 的 无 阻尼 控 动 ;对 大 幅 深 转 第 ， 是 不 稳 
定 的 运动 ， 这 可 用 图 8.6-1 上 的 相 平 面 轨迹 说 明 , 在 相 平 面 上 ,这 
丙种 运动 状态 以 一 分 界线 隔 开 , 


$ 


NC 
$ 
W 
EN 
Hi5.6-:1 系统 C8.6-1) SHER da E b AL 


设 船舶 初始 是 静止 的 。 在 小 限 尼 与 随机 让 力矩 的 作用 下 ， 船 
APSR, BIEN, RRA BUH 
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线 表 示 的 临界 状态 而 导致 事故 ， 问 题 是 要 估计 首次 超越 临界 状态 
的 时 间 的 概率 或 可 徘 性 。 Roberts 9 曾 用 能 量 包 线 随 机 平均 法 计 
算 首 次 穿越 时 间 的 均值 。 

第 二 信 例 子 是 浅 曲 结构 在 随机 压力 下 的 突 跳 e dinis 49 , n 
拱 , 浅 壳 及 届 曲 果 , 在 横向 随机 载荷 作用 下 可 能 发 生 突 跳 ,而 结构 
则 可 能 在 首次 发 生 罕 哑 时 损坏 。 例 如 ， 厚 谋 为 &, 半 径 为 R, 宽度 
6, RBH k= RE 的 柱 壳 受 到 幅 值 为 Re 的 均 布 压力 
VERI, RB FG) 是 均值 为 F, APRIL. BETERE 
平 , 其 找 度 分 布 可 用 基本 振 型 表示 , 则 最 大 挠 度 可 用 下 列 微 分 方程 
描述 多 7， 
4+ 22 wd + wilg + dig Hdg? — AF,l e mh) 

= 4G xmh (8.6-2) 
式 中 





da= L g. EÈ (8.6-3) | 


m STS M PERA e 为 粘性 阻尼 系数 ;E 与 为 
弹性 模 量 与 泊 松 比 ， | 

M BF, 时 ,其 中 Pu HRA, TER E 
的 自由 运动 具有 三 个 平衡 位 置 ，94,9s 及 qc. 其 中 94 与 qc 是 
BEN, o 是 不 稳定 的 。 相 平面 被 分 界线 分 成 三 个 区 域 ， 见 图 
8.6-2。 分 界线 左边 通 线 内 的 闭合 软 迹 表示 围 挠 平衡 位 置 44 的 振 
动 ， 运 动 中 曲率 始终 为 正 。 分 界线 外 面 的 轨迹 表示 同时 图 绕 三 个 
平衡 位 置 的 大 幅 扳 动 ,运动 中 曲率 不 断 地 变 号 ， 即 不 断 发 生 突 胱 . 
分 界线 右边 名 线 内 的 轨迹 表示 统 平衡 位 置 gc 的 振动 ， 沈 体 曲率 
DA C RR D ROA, 

E/E SHOULD E RT. WREEK ir Me PEAK 
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eT DC ee MCLE CRGA 
KRR. RTIRAR BAU BLT I RAE RR OT 
[8] B dE SE at E Es 15) [EE 





图 $.6-2 Jf CS. 5-2) IH IE EIL EB Eb 8 d 

屈曲 粱 在 福 向 随机 载荷 作用 下 将 具有 类似 的 柱 态 。 描 述 附 加 
挠 度 的 基本 模 态 幅 值 的 运动 方程 形 同 (8.6-2), Kit KART 
E RRE, 

所 有 上 述 以 及 诸如 此 类 的 问题 ,可 用 下 列 徽 分 方程 描述 : 

f + 2LoY + g(Y) = Xe) (8.6-4) 

为 使 癌 题 容易 求解 ,此 处 假定 阻尼 是 线性 的 ;geCY)》 ARR 
力 , 它 有 了 两 个 或 两 个 以 上 的 零点 ,它们 对 应 于 阻尼 自由 振动 的 平衡 
GL XC. 为 宽带 平稳 随机 过 程 ， 

当 XC) 是 强度 为 2D AST SM, A oy erase (8.6-4) 
的 平稳 响应 , 当 Y — oo 时 , 若 g(Y) < 0, Di inC8.6-1), RICS.6- 4) 
的 平稳 响应 不 存在 ; 若 以 7 了) > 0, 便 如 (8.6-2), 8(8.6-4)893E 
RARE. H FPK 方程 法 易 得 其 稳 赤 概率 密度 ( 见 (5.4-71》) 


PD =Cexp f— Erte + 2GG)i} ^ Qe» 
式 中 GG) 一 | ew du; C 为 归 一 化 常数 。 
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为 了 进一步 理解 突 就 的 性 质 , 若 察 《8.6-2) 在 GD 为 高 其 
白 噪 声 时 的 平稳 概率 密度 。 该 概率 密度 曲面 形 如 图 6. 3-3， 它 是 
一 个 马 峙 形 曲 面 ， 有 两 个 峰 ， 分 别 对 应 于 稳定 的 平衡 位 置 4, 与 
9c， 或 点 对 应 于 不 稳定 的 平衡 位 置 ， 该 曲面 的 等 高 线 在 (4, 4) 平 
面 上 的 投影 与 图 8.6.2 中 无 阻尼 自由 振动 的 相 轨 迹 重 合 。 显 然 ,此 
概率 密度 对 o» 是 高 斯 的 ， 而 对 7 是 完全 非 高 斯 的 ， 尽 管 如 此 , 平 
稳 位 移 响 应 的 均 方 值 是 唯一 的 ,所谓 突 姚 ,实际 上 是 系统 状态 从 一 
个 概率 密度 较 大 ( 较 大 可 能 状态 ) 的 区 域 过 访 到 另 一 个 概率 密度 较 
KKR. MEH, EARR EREMIA TORR 
Jk E BO Ze ge tz: LEAN, Al, a c ER RA RERO P ENR 
FERRER, FREER CE (CH pd UAR Ds ob T D Rc e BRI b 
是 不 合适 的 。 

现在 , 我 们 来 考察 系统 (8.5-4) 首次 穿越 允许 区 的 边界 问 
题 。 由 于 允许 区 的 边界 是 能 莉 为 常数 的 曲线 (分 界线 》、 这 个 问题 
属于 贺 壁 疝 题 ， 当 X(z》 为 宽带 平稳 随机 过 程 ， 谱 密度 可 近似 为 
常数 S, 时 , 宜 用 能 量 包 线 随机 平均 社 ， 

PEE dh 


E = 3 Y --G(Y) (8.6-6) 
E 

E, = (E 一 E,M E, (8.6-7) 
AH E, 为 允许 区 内 平衡 位 置 上 系统 的 能 是 ; B， 是 允许 区 边界 上 
的 能 量 与 E. 2B, MIB 5.7.1 中 方法 ,可 得 如 下 支配 转移 艇 率 密 
BE p= pleistlew) 的 FPK 方程 


oe -— 2. [elep] + + (aCe) (8.6-8) 


式 中 | 
ae) == (#5, — 260,$(e)/ TCD es 
bCe,) = 2Za8,5Ce )/ ET Ce ed] - (8.6-9) 
SC) — {+ te + ee, — GO) dy 
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=| — Y 
Tte) jı + 2[e + ee — GG?) 
积分 域 R 为 满足 不 等 式 GOOD & er eue 之 全 部 了 值 。e ER 
APSHA) : 一 0 之 无 量 纲 能 盟 ， 
以 R(t21ews》 记 条 忻 可 靠 性 函数 ， 它 满足 如 下 后 向 柯 尔 莫 可 
说 去 方程 


OR 一 aleu) 2 OR + 十 L Ke oz GR ($610) 
Ot 
以 及 初始 条 件 - , 
RO len) =1, e <1 (8.6-11) 
与 边界 条 性 
RGI) = 0, :>0 (8.64123 
RGlO) 一 IB: 20 (8.6-13) 


为 满足 〈8.6-13)7， 必 须 考察 〈8.6-10) 在 e— 0 Ati, P 
如 ,车 E,.-— 0,W] e, — 0 时 ACen) — 0, 为 保证 R(Qlo) 有限 ， 
JUR | 

OR 


n aleu) 3 


ar 


从 而 (8.6-14) TRER (8.6713), 
SEDE, E BUOSSB rr AFER RIA TS 
义 席 德江 金 方程 





OR ,~0 (8.6-14) 
Qe. 





I LÜT dT, . - el. 
=z bbw) dei 十 alen) de AT, A 1,2, 
(8.6-15) 
其 中 T, 一 1 ,及 边界 条 件 
TG) = 0, =1, Ly° (8 6-16) 
T,CO) — AR. = 1,2, (8.6717) 


类似 于 (8.6-14),TE E, — 0 时 ,条 件 (8.61 17) 可 代 之 以 


dT, = —&T , af aCe eu — O,R = 1,2,:-* (8.6-18) 
dey 
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类 似 于 《8.5-64), 各 阶 矩 可 用 下 列 积分 表达 式 逐 步 求 得 
reo - 8 f [f TOTO | 


x5, o exp(2lm, eo0/25,) 
exp (2fcye ,v / 25,) 一 ces - 
x SU) du k-—1,2, (8.6-19) 


fit 


ER T.—1-47=0n, 
Tilen) = p (1 — ew) (8.6-20) 


T; (8.04) 的 平稳 响应 存在 ，7T， 还 可 近似 地 用 《8.4-517 估计 ， 
Kp CE 一 E) MERZ eC 一 ew), EVY*] 可 由 (8$.6-5) 算 
Hi, $9. (8.6-20》 与 4-5) 可 讨论 各 种 参数 对 首次 罕 越 时 间 
均 信 的 影响 ， 

方程 (8.6-10) SRAM SS RRB, BS A Crank- 
Nicolson 型 隐 和 式 差 分 靶 求 解 . REAR. CERNE EBS 
稳定 的 ， 与 障 机 步行 比 把 相 比 ,可 用 较 大 的 步 长 ,从 而 节省 机 时 ， 

将 条 件 可 靠 性 函数 RG|pe 的 定义 域 划分 成 如 图 8.6-3 所 
示 的 差分 网 格 ,其 中 eu 之 下 标 已 省 略 。 i — ORR, =N 
是 吸收 壁 。 记 

R; = RGSr:|iBe),a; — aliBe) ,bm biBe) (8.6-21) 

(8.6-10) 的 小 式 差分 方程 为 


Ruin — Rit - 3 | Bisa ip 一 Ri ay +. Ru; — Ria |] 
ät 2 28e 28€ 


NA [Enos — 2Rijn + Ronin 
4 


(Se) 
Ri — 2R; t Ei yg 
+ (8e)! | 


j—1,2,-,N — 1; — 0,1,2,--- (86-22) 
将 十 1 时 刻 上 的 量 放 在 方程 左边 , i 时 刻 上 的 量 放 在 方程 右边 ， 
然后 省 去 下 标 了 十 1 与 i,(8.6~22) 蛮 成 

—e Ry 二 Bj R; — ¥ Re 4 -— 8; (8.6-23) 

. $32 。 | 


式 中 


E f f 
iri = „— i — ; ; = 1 十 — b; 
t 4 8; 十 4 bis B 2 
T, = " d, n a = Èis 6; —_ e Ru 十 yK; + Y, Riu, (8.6-24) 


n= 1 - bis 8t] oer = Sel (6ey 


相应 地 ,过 界 条 件 〈8.6-12) 与 (8.6-14) 的 差分 方程 分 别 为 


Ry, = 0 (8.6-25) 
5 | 
Rus — Ry uu [Ruin Rain 4 Rui — Rod] (8 6 
Fuss Rus ,| Ban 4 Fu | 8-6-26) 
初始 条 件 《83.6-11) 的 差分 方程 为 
R= 1 (8.6-27) 


AP 大 一 iinf5e。 





H18.6-3 ARSENE 


方程 (8.6-237* 除 第 一 个 方程 外 ,具有 三 对 角形 式 ， 可 用 追赶 
法 结合 边界 条 件 与 初始 条 件 求 解 。 

兽 接 上 述 方 法 计算 下 述 系统 的 首次 穿越 时 间 的 概率 密度 与 均 
(B; 
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Y"--8,Y'-- Y —aY!-- rY — EC) (8.6228) 
式 中 Y HRA; 7 为 无 用 网 时 间 ;”“ 表 示 对 rt 的 导数 ; 
a= 1.0;Y — 0.16; 2970.02. 系统 初始 状态 为 (0,00); E(r) 为 高 
WERE, PEE n- 05, TPEMECRSUR. IS CEBIGIU ER ORC 
8.6-4 E. HEJA ,两 者 其 为 焰 侣 ， 
[69] 中 还 给 出 了 《8.6-4) 在 大 阻尼 情形 下 首次 穿越 问题 的 
处 理 方 法 与 数值 结果 ， 


T, 
0.6 
4 
0,2 





E $.6-4 系统 (8.6-28) MSTA Co) Ful s Cb) $E 
EEE. —— HR PREM; O BE BIR 


8.7 AINEA Te FIR HD RAR 
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相当 大 一 部 分 作 贿 机 振动 的 宙 械 与 结构 的 构件 的 破坏 是 由 于 
疲劳 损伤 案 积 的 结果 .疲劳 敌 环 是 比 首次 穿越 破 环 复杂 得 多 的 破 
坏 机 再。 对 冶 劳 的 研究 至 今 已 有 首 余年 的 历史 ， 文 献 不 计 其 数 ， 
Ne REET RRMA TARR PRE A 
一 般 性 的 了 解 、 但 今天 人 们 关于 疲劳 的 知识 尚 不 足以 仅仅 根据 基 
本 的 物理 定律 来 分 析 与 预测 疫 劳 寿命 ， 而 只 能 根据 实验 数据 与 
对 披 劳 现象 的 宏观 理解 ， 应 用 现象 学 的 模型 估计 疲劳 寿命 与 可 佛 
t. 

疲劳 是 一 种 复杂 的 随机 现象 ， 众 所 周知 ， 即 使 在 同样 的 实验 
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条 件 下 AARI RERA xE ER RE P ,疲劳 寿命 仍 
有 很 大 的 分 散 性 ， 在 实际 使 用 条 件 下 ， 许 多 不 确定 的 因素 影响 着 
阁 邯 破坏 ,因而 疲劳 寿命 的 分 数 性 就 更 大 。 因 此 ,原则 上 必须 运用 
概率 或 随机 模型 对 疲劳 寿命 与 可 靠 性 进行 分 析 与 估计 。 

目前 , 疫 劳 寿命 的 估计 方法 大 致 可 分 成 两 大 类 ,一 类 基于 疲劳 
损伤 的 累积 理论 ， 另 一 类 基于 断裂 力学 方法 ， 每 一 类 都 有 许多 模 
型 ， 确 定性 的 与 概率 或 随机 的 。 本 书 只 氢 述 在 随机 应 力作 用 下 构 
性 疲劳 寿命 与 可 靠 性 估计 的 较 新 方法 


8.2.2 疫 劳 损伤 昧 积 的 随机 模型 


疲劳 损伤 累积 的 现象 学 模型 的 用 处 、 是 根据 疲劳 试验 数据 预 
HAMMAR FRAME SRE MANE SSeS ome 
fk. EROS Rich BRED ORR SEE Miner 损伤 
APR Se MLM 7) P5 8 TE PH. FRAN EPR SSO 
计量 ”4。 显 然 ,这 只 是 渐 近 正确 的 。 这 里 ,我们 应 用 随机 平均 原 
理 ， 圳 出 一 个 具有 随机 疲劳 强度 的 构件 或 关 构 在 随机 载荷 作用 下 
疲劳 损伤 累积 的 随机 模型 , 

在 累积 损伤 的 现象 学 模型 中 , 疫 劳 损伤 通常 是 用 一 个 非 久 ,可 
加 的 时 间 函 数 度量 的 、 损 伤 的 增长 率 取 决 于 给 定时 刻 的 损伤 ， 应 
为 水 平 及 疲劳 强度 。 对 一 个 构件 ,或 结构 上 一 个 疲劳 临界 部 位 , 昧 
积 症 劳损 伤 可 用 一 个 标量 函数 D(C) 描述 , 它 满足 如 下 微分 方程 ; 


~ KD,X,r) (8.7-1) 


AP X- XO 为 应 力 过程 ; + RRR. WE 了 HARE 
FA] AR RE FR BUR 5-N 关系 确定 。 一 般 悄 形 下 , XG) 是 
随机 过 程 , * 是 与 XC) 独立 的 随机 变量 。 从 而 疲劳 损伤 DG) 也 
是 一 个 随机 过 程 。 此 外 , Æ XCO BSP BAG, B DG) 也 是 平稳 
的 。 

假设 疲劳 损伤 累积 过 程 与 应 力 过 程 相 比 为 足 各 慢 ， 即 应 力 过 
ENRAN ES TARAS AEB UR Se 
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然 是 成 立 的 ) ,根据 Stratonovitch-Khasminskii. BRER, 4 
r 为 常数 时 DO) 将 近似 为 一 维 时 齐 扩 数 过 程 。 其 转移 概率 密度 
pld,tidsr) dr» FPK 方程 支配 : 

ap 可 


1 9! 
2:7 3d [mkd r)p1 + 1 pg [c(d,r)p] (8.7-2) 


thes c 分 别 为 漂移 与 扩散 系数 。 按照 随机 平均 法 ， 它 们 可 
由 下 式 确 定 ， 


m(d,r) = E[f] + | _ Cov EAR jsj (8.7-3) 


od, r) = |^. Covlfisfereldt (8.7-4) 


其 中 fe = (IDG) X@) sr lifir 1m FLDGO,XG I rr]. RBA 
$2(8.7-2) 可 得 累积 狼 劳 损伤 的 条 件 概率 密度 ERRES 
损伤 的 条 件 均值 与 方差， 

以 d, 与 d DIARREA RDE SERE, EET I] 
都 是 确定 性 的 ， 考 虑 到 DG) WERE, E AATRE 
可 按 下 式 得 到 : 





RGl4; r)- » pn, 2| dsr dn (8.7-5) 
GAS tir A FF BE SEE AES SE BL E DU DG 
KT |lda;r) = — ZR er (8.7-6) 
Fb ith Be 25728 RR SHS 
milder) 一 | TACT ldar)dT (8.7-7) 


ei(dr)-— | a 一 my p(T |duzT (8.7-8) 


假定 构件 的 疲劳 强度 r 的 概率 密度 为 pC7) TRUM 
与 首 劳 寿命 的 无 条 件 统计 量 可 按 全 概率 公式 得 到 ma。 DI IR, do 
为 常数 时 ,无 条 件 庶 劳 可 敌 性 函数 为 


RG |d) = | RCG |d rer dr (8.7-9) 
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疫 劳 寿命 的 无 条件 福 率 密度 为 

ATA = {pT pd (8.710) 
DER 35% dr M) 55 75 36 30 

mr(dy) 一 | m7 (do; pC r dr (8.7-11) 


wid) 一 人 cas ple dar (8.7-12) 


若 构件 疲劳 损伤 的 初 值 与 临界 值 也 是 不 确定 的 ， 它 们 服从 一 
定 的 拔 率 分 布 ， 则 还 可 进一步 对 《8.7-9) 一 (8.7-12》 进 行 概率 加 
权 平 均 ,从 而 得 到 疲劳 寿命 与 可 靠 性 的 无 条 忻 统计 量 ， 

上 述 疲劳 损伤 累积 的 随机 模型 可 作 多 种 推广 ， 例 如 ， 设 构件 
在 寿命 期 内 受到 * 个 平稳 随机 应 力 的 相继 作用 ， 可 分 别 对 每 一 个 
应 力 过 程 求 疲劳 损伤 的 条 件 转移 概率 密度 ， 将 它们 依次 相 牙 并 积 
分 ， 可 得 任意 两 个 时 刘 之 间 的 姜 劳 损伤 的 条 忻 转 移 概率 密度 。 当 
应 力 为 所 平稳 随机 过 程 ， 或 疫 劳 强度 由 于 使 用 中 的 退化 而 为 惕 变 
过 程 时 ,可 用 适当 的 参数 的 概率 密度 来 表征 ,然后 用 概率 加 权 的 方 
法 处 理 * ”9， 又 如 ,结构 在 运行 过 程 中 ， 常 对 结构 作 周 期 性 检查 ， 
若 发 现 有 损伤 严重 的 部 件 , 将 予以 修复 或 更 换 , 从 而 改变 了 羔 劳 损 
伤 的 概率 分 布 ， 这 种 损伤 分 布 的 变更 可 作为 下 一 阶段 疲劳 损伤 
积 的 初始 条 件 结合 到 上 述 理论 中 去 ， 

若 结构 上 上 有 * HESS REID Gr ,或 结构 合 * 个 疤 劳 敏感 元 件 ， 
它们 一 般 是 相关 的 ,可 用 一 个 # Se SH oe HR, FAH, 
(8.7-1) ERR 


a2 — (OD, Xr) (8.7-13) 


AB Ke XO 为 矢量 应 力 过程 ;r 为 疫 劳 强度 矢量 。 只 要 DC) 
相对 于 XO 是 慢 变 的 ,原则 上 可 用 随机 平均 法 得 到 累积 瘘 劳 损 
此 与 疲劳 寿命 在 各 种 条 件 下 的 统计 量 。 
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ELRRDRUL EATS RSIS MUERE ARH. Rit 
导 人 金属 与 钢筋 混凝土 构件 在 平稳 高 斯 应 力 过 程 作用 下 累积 冶 落 损 
犯 .可 靠 性 函数 及 疲劳 寿命 的 条 件 统计 量 . 

迄今 ， 金 属 构 性 的 大 多 数 疫 劳 数据 是 从 等 应 力 幅 疲劳 试验 中 
获得 的 。 在 相同 的 其 他 条 人 忻 下 ， 以 不 同 的 应 力 幅 值 对 相同 的 试 件 
重复 试验 多 次 ,由 此 建立 S-N 关系 ,其 中 5 为 应 力帆 ,NN HUA 
数 表示 的 疲劳 寿命 。 这 种 关系 可 用 下 列 古 典 模型 表征 ， 在 有 持久 
AR UB BÉ, l ' 

NSQCS,[SY, $258, 
Ns 一 UN SS, (8.7314) 
在 无 持久 极限 情形 ， 
Ne = (5,/8)* (8.7-15) 
AP 5, 为 疲劳 极限 ,Ns ARS OS. GRRE; 8 
为 S-N ghe Ri, . 

PREAH, CRRA. 方程 《8.7-14) 与 
(8.7-15) 措 述 的 是 数据 的 平均 趋势 。 数据 的 散布 性 可 通过 令 S, 
RRS 3, SIRS. 与 8 为 只 取 正 值 的 随机 变量 来 描述 . 
它们 通常 上 共有 双 参 数 韦 布 贰 【Weibul) $4 HRES DARE 
WERIT. 

BIHIR (Palmgren)-K45CMiner) GR, 疲劳 损伤 的 累 
PERE, HRS Sao An， 思 应 力作 用 而 产生 的 疯 劳 
损伤 增 量 为 AD 一 A&ns/Ns。 因 此 ,疲劳 损伤 的 增长 率 为 

dD 1 


- 一 一 $.7-1 
dn; N; ( 6) 


当 应 力 为 随机 过 程 时 ，m RRB S 的 应 力 锋 数 。 假 定单 位 时 
间 应 力 蜂 的 期 望 数 为 at eG, Sil 
dD 


i dD qu 
à 69 dng N ( ) 
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对 平稳 应 力 过 程 ,gt。 ORR. HRM RE. 可 以 期 望 周 
数 代 之 。 从 而 疲劳 损伤 增长 率 为 


D i. 8.7-18 
dt Ns £ » 
在 有 持久 极限 情形 ,(8.7-18) Æ 
tf SS, 
4D Ns, (z) (8.7-19) 
0, $< S, 


XH8S jg 25 ,(8.7-19) 右边 是 一 个 小 量 。 从 而 DG) 291828 SIR, 
根据 随机 平均 原理 , 在 5, 为 常数 时 ，DC) 近似 为 一 维 时 齐 扩 散 
过 程 ,其 条 件 转移 概率 密度 p= pld,1|d0;5,) 满足 下 列 FPK 方 
程 





oP m — Op 2¢5.) ŽP - 
a mG) 25 + y a(S) S (8.7-20) 
其 中 党 移 与 扩散 系数 按 (57-3) 5 (8.7-4) 确定 为 
m.) 一 A ELS] (8.7-21) 
2 了 ° 
a(S.) 一 xm] | esar (8.7-22) 


AP C,(r) ES) 的 协 方差 函数 ， m5 r bl RR d 05 36 
长 率 的 均值 与 方差 。 
WORE BRON ANE X(t), RZ T B A A 435 
25S) = + i e ( - <=) (8,7-23) 
Ah of HMHATEAAS. p x -235,(8.7-21) 变 成 
m(S,) 一 LOT PS TR) Sef 26x) ? (zs y (8.7-24) 


A Te =| Nolia (m,n) VEGA MER 
为 得 到 CoCr), READ RC TER — HERES ds ar ,不 幸 的 是 , 它 尚 
CRE, GRRE, CARMA BAAS 
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的 二 维 概率 密 庶 近似 代替 . 按 (3, 4-81) ,后 者 为 
T) SS; L2 2303 
Eus = c arp exe] Dit 0538] 


Sen - 
x1, ans (8.7-25) 
A PCr) = [£0 + Cr) )/ok, 而 由 (3.4-60) 45 (3.4-65), 


rn 一 Rie) = 2 | Sx) cos (o ~ ordr . 
(8.7-26) 
KCE) — Rua Ce) m 2 È" Salo) sin Go — aede 
其 中 Sx(w) 是 应 力 过 程 的 谱 审 度 ， 利 用 下 列 关系 式 oa 
(nrw) 7" apj -w * # + tej; | 2(uvsw | 


i — æ ] 一 ww 





Èr Tinta 1j" 
(8.7-25) 可 改写 成 


PSS r)a ex (- E: 十 SES) > > p^ (LS Sy 2x] 
x Ls zx (8.7-28) 
x 


Ap LL 为 # RMBH RR (Laguerre) 多 项 式 。 
利用 (8.7-28) 可 得 


C ss 0) = oi" 5 Cio*(re) (8.7-29) 


-- 1 


式 中 
C, = 28 : _ 《一 Lel i 1 
A Gaye = rate ness 
(8.7-30) 
将 (8.7-29) FEA 《8.7-22), 积 分 得 


m b on ~ - 
oS.) TL (3) > Cir, (8.7-31) 


» $40 = 


AH 
r, = 2 | oar (8.7-32) 


tr 9) 53 
pd .1]d,;5,) = Cd d) 0 (8.7-33) 
下 ,FPK 方程 (8.7-20) 之 解 为 
ov 1 — [d — d4 — mC, 
Fd #135.) m T eh | A se } 
(8.7-34) 
Be (8.7-34) 的 一 个 缺陷 是 , d « d, HEROS TES. CHEF s 
损伤 的 非 减 性 .这 个 缺陷 在 初始 阶段 较为 严重 ,但 较 长 时 间 后 , 例 
如 对 高 周 疫 劳 问题 感 兴趣 的 时 间 ,其 影响 可 忽 路 不 计 .作为 一 种 补 
偿 , 可 用 下 列 截断 正 态 分 布 代替 《8.7-34) 
píd,11d,; Se) = ————— —ÀÉÁ—— 
V 2xta( SOL m(S, # Jos) 
x esl eL OD), a > dy (87-35) 
式 中 多 为 标准 正 态 分 布 函数 ， 当 om G0 VvV tOPe GO BT. E 
向 于 1， 昌 然 〈8.7-35) 不 是 PPK AE (8.7-20) 之 解 , 却 与 数 
字模 所 结果 很 吻合 。 因此 ， 下 面 将 用 【〈8.7-35) 估计 累积 疲劳 损 
AD He AE Se 
E] (8.7-35) WA RP 35 dn Eon de ES 575 € 
fip (d; S,) = dy + m(S,)1 + Saft 0. 
Ia blm SYV 1 Jels] 


[mCS comm 


xep {~ 2a°{S,e 


(8.7-36) 
SY — eS -+ A t meos 
V Ix im.)  [aCS,)] 


x exp{— [mr | 


26 (5,1 (8.7-37) 
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HEE EPR PAG DO 达到 临界 值 LG, 时 发 生 疫 劳 破坏 ， 那 
么 , 按 (8.7-5), 条 忻 疲劳 可 靠 性 函数 为 
R(Glds5$)—1—9 miS) + dy — de 
j | "n n 


o |e | (8.7-38) 
ER (8.7-60,99 25289 dir Bo ae LE LR t BE OU 
Tida; $)— fe — d, + m(5,)T 
pl 2 2xT e(S,) b LmCGS Y z fals) 
exo | — Un Ss + d — da]? 
X exp | 1T | 
_ mS ot [mS IT + dy — dye fol S/T } 
2 2nT OPNS T eD) 


x expf— ics] (8.7-39) 


按 (8.7-7) 与 (8.7-8) THIERA dr 9 AR UB SHE. 
通常 设 dh œ l dy = 1, 在 mS E > cS, m. (8.7- 
35)—(8.7-39) 依次 化 为 


1 O ld oS, 96)? 
d,i! Si) = — — EC, (82-40) 
eui al Int a(5,) P IC, | 
MaS = mC, )e (8.7-41) 
ohCS,) = (5.1 (8.7-42) 


RGIS) œ t — oilm(S: — 13/o(5.)/ E} (8.7-43) 
KT |S,) ~ LE nGOT op [— [nGor = 1 


2T A/ 2nT ol 8,) 2a%(S.)T 
(8.7-44) 
相应 地 REER dr) eI SHH 
m As aS, - 
mS.) ~ [i um alma (8.745) 


z? rts, 5 g^ S.) 3 - 
(5) = ean +2 oe Im (5) — (87-46) 


. 5427 


ILGRHEAXIASGR ES Bolonia PU 根据 中 心 极限 定理 得 到 的 结果 基本 一 
Em. 

当 S-N RAH (8.7- 15 FRBNY 2835 A (8.7-34)—(8.7- 46) 
WARM, RAR mS.) 与 PS) WBRZ 


m$.) = PTA 十 ere y (8.7-47) 
与 

aS.) = 2^: (ay 5 Cirt. (8.7-48) 

.其 中 

, - (—1»* t _ 
C’, = 2i diy ra --k4- 8/2) (87-49) 
att HAAR tote ERORE amo 

2 — fe 155739 (8.7-50) 


aX Y 5 5, 为 材料 常数 ,由 类 似 的 推导 也 可 得 表达 式 (8.7-34)— 
(8.7-46), AE rh mCS,) 与 o(S,) Inf 4 9] fuU 


21 pig 
mC5,) -— fe eO vl. x^ — ra /2 T? ał/2)| 


(8.7-51) 
5 
AS) = fie "P S en (8.7-52) 
式 中 i 
C, Dn (8.7-53) 


rao CRI YG 一 DI^ 
24d 
4-5 Cy (^ + Xm) TO + & — i/2,703/2) 


LETT. 


对 宽带 平稳 高 斯 随机 应 力 ， 由 于 缺乏 有 关 应 为 峰 的 二 维 概率 
分 布 信息 ， 上 前 沿 无 法 得 到 类 似 结 果 ， 作 为 权宜 之 计 , 可 应 用 
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Wisching 53 Light FRA 3E URBES S S EE IE X 
D = 1(5,8)Dus (8.7-54) 

式 中 Dws 35fi Set ER TEE VE RAM RH fe 取 汶 实际 
应 力 过 程 的 正 余 率 期 望 穿 零 率 ; D ORM ; s,f) 为 修 
EWA. 

a(s,f8) — a+ (Ci — aX1 ~ ey 

a= 0.926 — 0.0338, b = 1.598 — 2.32 
& 为 带宽 因 于 , 见 《1.4-31)。 

将 上 述 理 论 应 用 于 文献 [70] (2.6 节 》 中 的 例子 ,结果 表明 ， 
理论 结果 与 数字 模拟 结 果 颇 为 一 致 。 本 理论 与 文献 [70] SHA 
ANSE 353 dt £5 , [82e 2 LOC URS 4 £5 25 28 C89 MX [70] 给 出 值 之 
三 分 之 二 。 


(8.7-55) 


8.8 随机 应 力 下 疲劳 裂纹 的 扩展 


从 断 型 力学 观点 看 来 ,一 个 构件 在 动态 载荷 作用 下 的 羔 劳 损 
和 伤 可 用 主要 裂纹 的 尺寸 (表面 裂纹 的 深度 或 字 透 裂纹 的 半 长 ) 来 度 
量 , 而 构件 的 瘦 劳 破坏 是 由 于 主要 裂纹 扩展 到 某 个 临界 什 的 结果 ， 
许多 情形 下 ， 形 成 可 见 裂 纹 的 时 间 内 占 整 个 构 忻 症 劳 寿命 的 很 少 
一 部 分 ,在 另 一 些 情 形 下 ,加工 制造 过 程 4 如 和 焊接) 难免 会 使 构件 具 
有 初始 裂纹 。 所 有 这 些 情 形 下 、 研 究 宏观 裂纹 的 扩展 规律 对 羔 劳 
临界 结构 的 寿命 预测 与 疲劳 设计 具有 重要 的 意义 。 

已 提出 多 个 在 等 由 重复 加 载 下 丫 劳 裂纹 扩展 的 确定 竹 模 型 ， 
ERED + A, ARB 


de — f(a, Ak, k, R) (8.8-1) 
fi 

iho 3924 Bc RO n 为 载荷 循环 次 数 ;大 是 应 力 强度 因 于 3AK 是 
应 力 强度 因子 范围 ; REED; f 是 非 负 函数 。 一般 认为 应 力 强 
度 因 子 范围 AK 的 效应 是 主要 的 。 描述 恤 纹 扩展 最 简单 而 常用 
的 方程 是 著名 的 帕 瑞 斯 〔Paris)- 埃 岛 干 (Erdogan) 公式 中 
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da at Ak (8.8-2) 
dn 


KP o Eg 8 为 材料 常数 ,而 


Ak = AxN/aox(a) |  (8.8-3) 
Ax BEE; nlc) 是 非 负 函 数 ,取决 于 构件 与 裂纹 的 几何 形 
状 与 尺寸 . | 

给 定 一 个 初始 烈 纹 ， 上 述 确定 性 断 型 模型 描述 唯一 的 裂纹 扩 
RWB AM, SRR ,即使 在 控制 得 很 好 的 实验 室 条 件 下 ， 
等 幅 重 复 应 力 下 同样 试 件 的 疲劳 裂纹 的 扩展 也 呈现 出 相当 大 的 不 
确定 福 99。 这 通常 妇科 于 构件 烤 料 微观 结构 的 不 均匀 性 与 裂纹 尖 © 
端 残余 应 力 的 不 确定 性 引起 的 材料 抗 裂 特 性 的 不 确定 性 ". 

为 计 及 材料 抗 虱 特性 的 不 确定 性 ， 近 十 来 年 中 已 提出 多 个 在 
等 局 重复 加 载 下 疲劳 裂纹 扩展 的 随机 模型 te 其 中 一 类 模型 是 
将 《8.8-1) 右 端 表达 式 中 某 些 参数 ,例如 (8.8~2) 中 的 “与 p, X 
RM, 而 大 多 数 随机 模型 则 是 由 确定 竹 裂 绞 扩展 模型 
径 随 机 化 得 到 Bi Sen, prag Ab, BD7E (8.8-1) Bt (8.8-2) A 
映 乘 以 一 个 非 负 的 随机 变量 或 随机 过 程 ， 这 些 随 机 变量 或 随机 过 
程 的 统计 特性 从 裂纹 扩展 实验 记录 估计 得 到 。 

为 计 及 随机 应 力 的 效应 ，Sobczykel 建议 用 一 个 等 价 的 应 力 
强度 因子 范围 ,例如 应 力 强度 因子 范围 的 均 方 根 值 ,代替 确定 性 裂 
纹 扩展 模型 中 的 应 力 强度 因子 范围 。 然 而 ,最 近 实 验 结果 表 阴 cl， 
这 个 等 价 循环 载荷 模 列 不 能 描述 观察 到 的 疲劳 裂纹 性 坟 。Tsurui 
与 hhikawa9? 推导 了 一 个 广义 FPK 方程 ， 描 述 狼 绞 尺 寸 分 布 
随时 间 的 变化 . 基于 中 心 极 限定 理 ,Bolotint" 推导 了 估计 随机 载 
Wi PREBAT BOMBA, ARIAS Ae Berm 
裂纹 尺寸 与 随机 载荷 的 可 分 离 函数 时 才 有 效 ， 其 结果 也 只 是 断 近 
正确 的 ，Tanaka 与 Tsurui™ 给 出 了 平稳 陆 机 载 背 下 疲劳 可 从 
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BTR PR BLE B PM rp EE ARE Re, ixIBVER - 
扩散 性 包含 在 材料 抗 裂 特性 的 不 确定 性 之 中 . 
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性 的 估计 、 此 处 我 们 应 用 随机 平均 原理 导出 具有 随机 材料 抗 裂 特 
性 的 构件 在 平稳 随机 载荷 作用 下 疫 劳 发 纹 尺 寸 与 痉 劳 寿命 的 概率 
mM EUN. 
忽略 《8.8-1) 中 次 要 因素 ,并 注意 (8.8732, (8.8-1) 成 为 
da 


"im g(a, Ax) (8.8-4) 
为 计 及 材料 的 随机 抗 裂 性 ,将 《8.8-47 随机 化 , 得 
| “Ae ag 6 A, AxYY C) (8.8-5) 


xb e 208 r SERI SERE OR OR: Y GO) 是 一 个 随机 过 程 。 根 据 实 
OU, TEE YO 是 一 个 具有 长 的 相关 时 间 的 平稳 随机 过 程 ， 
当 相 关 时 闻 趋 于 无 限 长 时 , 它 授 化 为 一 个 随机 变量 ， 

现 设想 应 力 是 一 个 与 YCO 独立 的 随机 过 程 XC. BEE 
时 (8.8-5》 仍 成 立 ，& 是 单位 时 间 XGD 的 极 大 值 平均 个 数 ， 而 
AX 是 由 局 部 极 大 值 与 其 相 邻 极 小 值 之 差 的 绝对 值 形 成 的 平稳 随 
机 序列 

AX) = XC) = XC) 1 sey (8.8-6) 

imo 是 两 fH spi AAS. (8.8-5) aE nk, 


t 一 agl ACD, AXGNY G) (8 8-7) 


由 于 通常 应 力 范围 过 程 AX(z) 的 相关 时 间 比 构 镍 的 寿命 小 
ee, BRT Ae) 蚌 一 个 慢 变 随机 过 程 。 按照 Stratonovitch. 
Kbasminskii RIRE", AC) 近似 为 扩散 马尔 林 夫 过 程 ， 应 
用 随机 平均 法 于 (8.8~7), 可 得 如 下 FPK 方程 


5, Ae [m Cap] + > Dai [oiCe)p] (8.8-8) 


其 中 


m(a) = aETglEQUY] + c | Cov( 28 EZA 
X Cov[ YO, YC: + r)lde (8.8-9) 


254 o 


a'la) — p’ P Cov(g,g,4,)Cov[ Y CO, Y (i + older 
(8.8-10) 
p= Metin, tp) 是 A) HRB MRE SEs £40), 
AXC) gue om £14), AX Qr c2]. (88-3) 在 下 列 初始 条 件 
下 求解 

plast! doshi) = Ra — a)? — ty (8.8-11) 
鉴于 AC) BPRS A BERT ple ,+' aos 

S) 按 下 式 求 得 


Reta. lays n) = |" pCa, tlass h)du  (8.8-12) 


AP e, 是 痢 界 裂纹 尺寸 。 疲 劳 寿 命 的 条 件 氢 率 密 度 .均值 及 方 
AAPA RG.a|a.n) 分 别 按 《8.1-4) 至 (8.1-6) RB. MER 
件 统计 量 则 可 出 相应 条 件 统计 量 对 ae 的 概率 密度 plan) 的 加 权 
平均 得 到 ,例如 ， 


Ritsa) -— | Rita, | 059/52 pl ay jdt (8.8-13) 


应 用 本 理论 的 第 一 步 是 确定 FPK 方程 (8.8-8) DH BBR 
数 oma) 与 扩散 系数 a) YO) 的 均 信 与 方差 由 随机 材料 A 
裂 特 性 模型 规定 ， 为 计算 Ele) 与 Covlg,, 24 SRR 
Al AXC) 的 一 、 二 维 概率 密度 。 然而 至 今 内 得 到 当 x) 为 平 
稳 高 斯 随机 过 程 时 近似 的 AXG) 的 一 维 概 XE 密度 0 吗 。 因 此 ， 
下 面 进一步 的 推导 限于 XG) ORR EH RMU SE. 
Ehi, AX) 可 用 XC) 的 包 络 线 过 程 SC) 的 耳 倍 近似 代替 .后 
一 过 程 光 ~--, 二 维 概 率 密度 已 由 Rice"! 给 出 。 

为 确定 起 记 , 假 定 可 应 用 随机 化 的 帕 瑞 斯 - 埃 品 王公 式 


E w= uc (AK) *YCO (8.8-14) 
AK = 25(0 x A aC A) (8.8-15) 


(8.8-14) 53 (8.8-15) 可 小写 成 
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i4 = 70 (A) SYO (8.8-16) 


Y — ue(2 x yf 





_ (8.8-17) 
OCA) — [aC ADV A y 
注意 7 是正 常数 ，Q8C4) 是 非 负 函数 。 
为 简化 求解 FPK 方程 , 引 人 下 列 变换 
4 du - 
ZUG = 人 "qe (8.8-18) 
Z[ACO] 是 单调 依赖 于 AC) 的 随机 过 程 ，(8.8-167) 化 为 
= = rY) — (8.8-19) 


注意 (8.8-19) 右边 与 Z 无 关 ， 
守 带 平稳 高 斯 应 力 过 程 的 包 络 线 的 一 、 二 维 概 率 密谋 分 别 由 
(8. 7-23), (8. 7-204 h . 按 (8. 8-9) 与 (8.8-10) 可 求 得 
m = YAT (1 + PI2YELY jok (8.8-20) 
g — PEL Y? Jot? » cir, (8.8-21) 


am} 


AR 
T ( —15*2] 
€, m 2^ SG pyra p IO tk 8/2). (88-22) 


i-e 
tm? [ere detCe) de (8.8-23) 


ex) 5 (r) OSI YO) 与 SCO WARRI. ER, 
与 oc 为 常数 。 相 应 的 FPK FRA 





oP - -» SF +t oS (8.8-24) 
RN 2S 
410,0) 一 i .odz — mG to 
Pha 810%) Vf inlt—%) a = | Za'(: 一 %) | 
(8.8-25) 


. 548 5 


按 〈8.8-18]: 辣 劳 尺寸 的 转移 概率 密度 为 


上 
gCa, tl os, h) = O(a) 


px $0.58) le. sago 
(8.8-26) 
例如 ,车 区 2 一 1， 则 
PCat | ae, 8) = 
L1 o 
V 2n(t—1,)0af* 
x cp 一 长 < 一 [{e HY— a OYU ml ,pae 2 


Z(t — 4) 
uL ~ [a Cafar) — mG — Yl $2 
af 2x t — ty dud 29 ($ — to) } 8 
(8.8-27) 
7$ 5] (8.8-26) 中 a < a, 的 概率 可 能 不 为 零 的 不 合理 性 ， 与 
(8.7-35) BU, BS (8.8-26) 改 成 


5 | a3 一 一 上- 
Karle f) T Oe Um r — ale) 


X pla sth Ost amS" fae (8. 8- 28) 
由 此 可 按 《8.8-127;(8. 1-3 (8.1-6) 4 51179 Ell oe f FY 8E PE PS EY, 
3i 25 33 A FE BERE RE HE SERENE, 





&n 
图 8.6-l ROSEO 2a, EHRTEESDEEUROEIBBRTLEEMN ECO 作用 
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作为 一 个 例子 ,考虑 图 88-1 所 示 均 匀 、 各 向 同性 .无 质量 .、 A 
有 长 为 2a。 的 中 心 裂 纹 的 方 板 , 它 支持 则 硬 质 量 M. Umi 
Zo £y E E25 [RISE El 88 322 je e EE 20 G RO CE ESTER PLUIE RH. B 
求 疲劳 裂纹 尺寸 的 转移 疑 率 密度 与 可 靠 性 函数 。 
以 ¥(t),240¢) 及 SLAO) 分 别 表 示 + RI IE MB br, 
PES RARE ,运动 方程 为 
MX + eX + OCADX = EC (a) 
AP e 是 系统 时 不 变 阻 尼 系数 ， 刚 度 Ce) TAPAS BA 
(proe 
8(2)/6(0) — 1 — 1.70847 + 3.081u* — 7.0365* 
+ 8.928u* — 4,2664? (b) 
其 中 u= 2af1。 假定 板 中 应 力 与 质量 的 位 移 成 正比 , 则 (wa) 也 
可 看 成 应 力 过 程 的 运动 方程 ,只 要 适应 调整 EO 的 比 尺 。 在 小 阻 
EA SET, XG) 是 一 个 窑 带 所 平稳 高 斯 随机 过 程 ,具有 慢 变 中 心 


频率 co A) 一 VOAM 与 慢 变 方差 PA) 一 GILAA) A 
$6) 表示 XG) MARAE, SQ) — O 20€. EZ 
用 标准 随机 平均 法 可 证 ，8(e*) 是 一 个 扩散 马尔 柯 夫 过 程 ,满足 下 
列 伊 芯 随机 微分 方程 ， 


dS) = 一 1 (s 一 a di FA à dws) (c) 
AH i= s/2M, KO 的 一 .二 维 概 率 密度 分 别 为 
p(s) 一 2Sexp( —S*) (4) 
与 
— a 4 (2886) 
(e) 


式 中 pem exp( 一 4|r1》。 
BASES 


- s al AR (b 
H 
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趟 中 
Ak -2 [PA cos (gy) - 
[= 


Aa) 是 对 应 于 单位 应 力 与 裂纹 长 度 Za 的 应 力 强度 因子 范围 , 它 
HAFA 
h(a) — y u (0.467 — 0.5l14u + 0.9604 
— 1.4215) 十 0.78225) (h) 
HEX, (£) cHORYDEMPEISESLDLERFE EE, AWB ATE, 
(£) 可 改 瑟 成 


dA y QCA)S? GY 
dt 
式 中 
r=% (O nG] G) 


OCA) = CAMA CAVO CAD 1 
G) 53 (8.8-16) 相同 ,只 是 了 (Ce — 1, f (8.8-28), PHBSR 
寸 的 转移 概率 密度 为 


ple, tla 一 -一 一 = 
v 2:4 QCa)ab Um t/a] 








| duc u m 
L eo Qu) Ck) 
x eel =H 
式 中 ! 
mem YIC + 8/2) 

c-r». ew, (1) 


am] 


-下 人 大 


iM: 


Ca = P 


T, = 2 N e" (vr) dr 
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n 


025 0.30 0.35 0.40 0.45 0.50 059  a(00773K) 


mes- 裂纹 尺寸 概 半 密 席 ; Cw 2.057 x 107* 牛顿: - do, T" e 500 





E 8.8-3 HRES, sa = 0.00508 Xy G wm 2.057 X 107 p > BD 
* $32 ¢ 


PRE (8.8-12), S] MH ER OS 
mi — 7 
RG, 4. lao)  1— o |® "A 22 etm s fo] (m) 


sib == |" sw/9 Cw), 


曾 就 下 列 数 据 进行 了 数 信 计算 与 XX SEE. Fm 0.0254 米 
M == 5.3575 4573 c = 375.165 公斤 /种 ; h CHR) 0.002543; 
Za,= 0.00254 HE (H EE HR HE m 7.301 x 0# de / 2E; a 二 
0.66 X 105,82 2.25, Bee RR Es nr MMR RN T HH 
£.8-2 5 8.8-3, Hh T 一 wtoo)z/2xr。 由 图 可 见 理 论 与 模拟 结果 
很 吻合 ， 

最 后 应 说 明 的 是 ， 在 上 述 推导 中 未 计 及 由 于 应 力 的 随机 性 引 
HCAS ok O° RAKES TR 


$9 基于 可 人 靠 性 的 随机 振动 系统 的 优化 


优化 是 工程 设计 的 最 高 局 标 。 最 优 设 计 就 是 确定 一 组 设计 蛮 
量 ,使 得 在 一 定 的 约束 条 件 下 系统 性 能 的 某 一 测度 为 最 优 , 例如 效 
MER RAR MARR, 所 谓 基 于 可 洗 性 的 系统 优化 ,是 指 
以 可 排 性 村 求 作为 基本 的 约束 条 件 的 优化 。 疡 今 所 作 的 基于 可 排 
仁 优 化 的 研究 大 多 属 受 静态 载荷 作用 的 系统 。 在 随 视 动 态 裁 荷 作 
用 下 系统 的 最 优 设计 则 讨论 较 少 ,Nigam! 中 给 出 了 设计 变量 为 确 
定性 矢量 情形 优化 问题 的 一 般 提 法 与 解 靶 ，Raoo 则 陈述 了 设计 
变量 为 随机 矢量 情形 的 优化 向 题 的 提 法 。 


8.9.1. 向 题 的 提 法 


首先 考虑 设计 变量 为 确定 性 矢量 情形 , 以 D. 表示 设计 矢量 
基于 可 靠 性 的 随机 振动 系统 的 忧 化 问题 的 一 般 提 法 如 下 : 
寻求 最 优 设计 矢量 D*, PRARBR 
WCD) (8.9-1) 


. $53 * 


在 下 列 约 束 条 件 下 为 最 小 : 
1- 可 记性 约束 


P] Ü Lea YD) m Yul} =P, — (89-2) 


Oral, acu, b-—1,2,---,m 


2. BAK 
El eC ¥(D,a,4))) & o4 (8.9-3) 
OLT, EU km + dm 
3. SAAR 
ef Y(D,a,1)} <a (8.9-4) 


Oszr« T, ucU, k= mtl, m 
4. ASI 


gc D) Ls Tks k wm n 十 1,- ** my, (8.9-5) 
5. 特征 值 约束 
LLD EA, kem +l, (8.9-6) 


上 述 各 式 中 ,fF 为 时 间 ; u 为 空间 坐标 ; gh 是 响应 矢量 随机 场 的 
函数 ,Y, 是 确定 性 或 随 视 的 限制 P. 是 规定 的 第 个 模式 中 的 
“破坏 "概率 ;ax 汶 规 定 的 约束 ; al 与 ip 分 别 是 系统 特征 慎 和 的 上 
TA. | 

(3.9-2)—(8.9-4) 表示 施加 于 杀 统 响应 上 的 概率 性 与 确定 性 
约束 ， 它 们 必须 对 [0, T] 上 的 每 一 时 刻 与 域 了 中 的 敬一 点 都 满 
足 ， 考 虞 到 系统 的 可 实现 性 ,必须 对 系统 与 元 忻 的 尺寸 ,重量 等 施 
加 限制 ,这 些 限 制 包 含 在 “8, 9-5) 中 。 不 等 式 (8.9-6》 是 对 系统 
FETE (REA AS iF RSET ME EEE Ss dein. FPR 
动态 系统 设计 中 ， 对 固有 频率 的 限制 特别 重要 ， 因 为 通过 适当 的 
Pal AT aE SEES A. URS. BAA 
ae Eo fbi cc 8 Das AN SEAS RATE ee, 
从 而 简化 响应 计算 . | 

由 于 加 工 、, 制 造 过 程 不 可 避免 的 谨 竹 * 某 些 待定 元 件 的 尺寸 将 
是 随机 变 胃 ， 此 外 ,系统 的 某 些 非 设计 参数 ,如 材料 常数 ， 可 为 随 
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机 的 设计 与 非 设计 参数 ， 在 这 种 情形 下 ， 设 计 矢 量 写 扩大 以 包括 
随机 的 非 设计 参数 ， 目 标 函 数 (8.9-1》 与 确定 性 约束 (8.9-4)— 
(8.9-6) 中 所 含 的 随机 的 设计 与 非 设计 变量 ,应 代 之 以 它们 的 均值 
或 均值 与 协 方差 的 某 种 组 合 "0 


8.9.2 基本 解法 


土 述 基于 可 靠 性 的 随机 据 动 系统 的 优化 是 一 个 很 困 玲 的 间 
RB. 主机 困难 在 于 可 靠 性 约束 (8.9-2) 要 求 确定 一 般 是 相关 的 ， 
而 且 依赖 于 空间 坐标 与 时 间 的 多 个 事件 的 联合 概率 分 布 ， 肌 前 处 
理 上 述 优 化 问题 的 基本 办 法 是 ， 设 法 消去 约束 (8.9-2) 一 (8.9-4) 
之 左边 对 空间 坐标 与 时 间 的 依 后 ,使 之 化 为 下 列 非 线性 规划 问题 : 
导 求 最 优 设计 矢量 D* ,使 得 在 约束 


BD) Sox, km 【72 (8.9-7) 
下 ,目标 函数 (8.9-1) 为 最 小 、 
ic ft 
Est m [Gl YCD,u, 0] > Ya (8.9-8) 


ucU, 0x:i«T 
HR (89-2) 可 表 为 


l 
P| U En | EP, & - 1,2,***, "n, (8.9-9) 
ami 


En 表示 系统 的 第 8 个 元 件 以 第 大 个 损坏 模式 损坏 这 一 事件 。 若 

只 考虑 该 元 件 在 这 种 损坏 模式 中 的 一 个 最 危险 部 位 , 则 a WZ 

以 确定 的 坐标 值 。 同时 ,考虑 到 损坏 概率 是 时 间 * 的 非 减 函数 ,最 
大 的 损坏 概率 在 = T 时 刻 出 现 ,于 是 可 令 

P{En} 一 qulD, T) (8.9-10) 

ARATE (8.9-9) 左边 联合 事件 的 概率 , 需 知 这 些 事件 

的 联合 概率 分 布 , 并 涉及 多 重 积 分 的 计算 ， 在 大 多 数 实际 问题 中 ， 

这 种 联合 概率 分 布 是 没有 的 ,即使 有 ;多重 积分 的 求 值 也 是 十 分 艰 

巨 的 任务 。 不 过 ， 可 以 根据 这 些 事件 之 间 的 相关 性 ， 建 立 下 列 关 
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gU, 
1.35 En 是 相互 排斥 的 , 则 
P| U Ea } 一 >) oC DT) = gD) (89-10) 


ami 


2. E Eu 是 完全 相关 的 , 则 
PLU Ea] ~ mexteCD,T) = aD) (5-12) 
3.35 Ese 是 部 分 相关 的 , 册 
"[U Est | <a D)qud D - T) = pC D) (89-18) 
式 中 
gi - min (ou)yo — P(Ean| Es}, = 1,2,-°°,4—1 


(8.9-14) 
Er En cz. BR, 


max(qacCD, T) = P| U EB ss | = >> alga D, T) 


« > a D,T) (8.9-15) 


于 是 ,通过 不 等 式 《8.9-15), 约 束 (8.9-2》 左边 可 用 gD, 
T) 表示 ,从 而 消去 约 来 对 空间 举 标 与 时 间 的 依赖 ， 

ERAT HME of DT), CER 上 个 元 件 的 临界 部 
位 上 在 第 不 个 损 还 模式 中 了 时 刻 上 的 损坏 概率 。 随 机 振动 系统 的 
主要 损坏 模式 是 首次 穿越 损坏 与 疲劳 融 十。 此 外 ， 还 有 由 于 响应 
《例如 加 速度 ?花费 在 某 阅 值 以 上 的 时 间 所 占 百 分 比 超过 某 痴 异 俯 
导致 的 损坏 ,本 章 前 几 节 已 表明 ,首次 穿越 损坏 问题 的 精确 解 疝 未 
找到 ,但 有 一 些 近似 解法 可 资 利用 ， 在 大 多 数 实际 问题 中 ,损坏 是 
稀少 事件 ,可 用 泊 检 过程 模型 或 其 修正 ,从 而 可 得 到 首次 穿越 损坏 
概率 的 封闭 形式 解析 解 。 此 外 ,许多 情形 下 ,随机 平均 法 可 给 出 良 
好 的 近似 解析 解 。 对 竣 落 问题 ， 上 两 节 中 也 已 给 出 基于 损伤 累积 
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BEAM (9-3 5 (8.9-4) 左边 对 空间 坐标 与 时 间 的 
MENTE OS aT S acu 上 的 上 确 界 , 即 

gc D) ~ supt Ele YCD, m, )1) ,4 一 m lyse om 


(8.9-16) 
与 
e D) = supizCYCD,u,0)), Kom, + d, um 


(8.9-17) 


至 此 ， 已 将 基于 可 靠 性 的 随机 振动 优化 问题 化 为 标准 的 非 线 
性 规划 问题 ， 
求解 标准 非 线 性 规划 问题 的 方法 有 几 种 "， 方 法 的 选择 取决 
于 问题 的 性 质 与 各 人 的 爱好 ， 列 函数 法 是 最 常用 的 一 种 .该 方法 
将 标准 的 非 线 性 规划 问 晤 转化 为 一 系列 无 约束 最 小 问题 。 罚 函数 
的 一 般 形式 为 
p= WCD) +r 之 GK DY) (8.9-18) 


式 中 Gi 是 n 的 某 个 函数 ; HERR RANSA. EXE 

第 二 项 称 为 罚 项 。 若 对 昼 参 数 的 一 系列 值 n - 1, 2, 
t 《8.9-18》 的 最 小 同 题 ， 其 解 可 收 化 于 标准 的 非 线 任 换 如 问题 
之 解 ， 因 此 , 罚 函 数 法 也 称 为 序列 非 约束 最 小 化 技术 . 

WA SAAR RR OARS. ZA 
MBH, A Gi = —I/ gD), Gem —la(nO), MAS 
数 满足 关系 rtr < re HRB Ry RA 917, 

EDARIEN, SRM SE ROA, Hg 
8.9-1 SARE PET AM A, YG) 表示 质量 
mae rS. XG) 是 略 面 不 平 度 激励 ， 它 是 零 均 值 随机 过 程 . 
设计 矢量 为 D7 一 [wo$] ,其 中 o 为 固有 频率 ，《 为 阻尼 比 . 
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Hi$9.9-1 和 车辆 的 单 自由 诬 模 型 


目标 秃 数 是 质量 关 钨 对 加 速度 的 最 大 平稳 信 EIT.CD)). mit 
设计 问题 握 为 :寻求 如 ”使 县 标 函 数 在 下 殉 约 来 条 件 下 为 最 小 : 
1. 相对 位 移 的 可 靠 狂 约 柬 


P(IY(GO — X| 26 i) SPET (a) 

2. An fr 37 BO B EE 
[EUY CG) 一 XCOV 1)? < 0.34, (b) 

3. 对 阻尼 的 静态 约束 
tata Cc) 

4. 对 固有 频率 的 约束 
wo” S10 & coU (4) 


式 中 4, 是 相对 位 移 的 安全 阐 值 ; Pi 为 规定 的 破坏 概率 上 限 。 约 
BE Co) 与 (4) 首 在 使 所 得 的 设计 变量 之 值 为 可 实现 ， 
假定 激励 过 程 的 谱 密度 为 


Sx(a) = $t, ot < fol ez ao (e) 
= So | 


式 中 % 为 比例 因子 fm， 为 参考 烽 率 。 各 参数 值 取 为 
to. = Q le, o - 10000,, T — 600/0,, Py= 0001 《fy 
约束 (a) 5 CbO GEHE LEE e BR BS TE REIR EIE, 

Ub. VRIRARRARUTR EERME, APRA 
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形 ,(a) 左边 可 以 了 找 (Cb) 左边 为 常 值 。 于 是 上 述 最 优 设 计 问 
题 可 化 为 标准 规划 问题 。 采 用 序列 非 约 束 最 小 技术 连 局 滥 合 的 内 
STIR, MAA 4, WOU SeMRMRAG. WH 8.9-2 
Bin, «PA, d, = oz Bj. oop 一 10 SiR /H, (* = 0.25, 此 时 
E(¥ naz) ~= 0.045097, 
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